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ПРЕДИСЛОВИЕ 
К ЧИТАТЕЛЮ 

Это учебное пособие отличается от других учебни¬ 
ков геометрии, написанных тем же авторским коллекти¬ 
вом, тем, что оно предназначено прежде всего для само¬ 
стоятельной работы с ним старшеклассников, собираю¬ 
щихся стать студентами. Навыки самостоятельной рабо¬ 
ты с литературой значительно важнее для студентов, чем 
для школьников. Их отсутствие сильно затрудняет учебу 
первокурсников, и мы надеемся, что работа с этой кни¬ 
гой поможет выпускникам школ стать студентами и ус¬ 
пешно начать учебу в вузе. 

Настоящее пособие содержит материал двух уров¬ 
ней сложности. На первом уровне излагается обязатель¬ 
ный материал курса стереометрии общеобразовательной 
средней школы. Этот материал составляет большую часть 
первых четырех глав пособия. В первых трех из них, за¬ 
нимающих почти половину книги, идет знакомство с 
важнейшими пространственными фигурами. Об этом го¬ 
ворят названия параграфов: "Сфера и шар", "Цилиндр", 
"Призма" и т.д. В этих главах происходит как бы по¬ 
строение этих фигур, и потому мы назвали ее "строи¬ 
тельной геометрией". 

А в четвертой главе речь пойдет уже об измерении, 
во-первых, объемов построенных фигур и, во-вторых, 
площадей их поверхностей. Так что эту главу можно бы¬ 
ло бы назвать "измерительной геометрией". 

Содержание этих глав соответствует классической, 
известной еще в Древней Греции, элементарной стерео¬ 
метрии. Изучив эти главы, те учащиеся, которые в даль¬ 
нейшем собираются продолжать учебу в техническом ву¬ 
зе, могут быть спокойны: их знаний по стереометрии 
достаточно для экзамена по математике в таком вузе. 

Второй уровень предполагает углубленное изучение 
стереометрии. Разделы пособия (главы, параграфы, пунк¬ 
ты), соответствующие углубленному уровню, отмечены 
значком *. 

Главы пособия разбиты на параграфы (у них единая 
нумерация), а параграфы — на пункты (у пунктов двой- 
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ная нумерация: например, п.2.7 — это седьмой пункт §2, 
а пункты 0.1, 0.2, и т.д. — это пункты введения). 

Вводя новое понятие, мы выделяем его (или все его 
определение) полужирным шрифтом (например, куб). 
Формулировки аксиом, теорем и лемм набраны полужир¬ 
ным прямым шрифтом. Остальные же утверждения, на 
которые надо обратить особое внимание, выделены кур¬ 
сивом. 

Если вы забыли какое-то определение, то найти его 
в пособии вам поможет предметный указатель в конце 
книги. 

В этой книге собрано много задач, известных и не 
очень, даже новых, но главная их особенность в общей 
структуре, которую необходимо пояснить тому, кто будет 
работать с этой книгой. Прежде всего они разбиты на 
два раздела: "Задачи с решениями" и "Задачи для само¬ 
стоятельного решения". 

Задачи с решениями лучше всего внимательно (и не 
один раз!) прочитать, пытаясь затем ответить на все во¬ 
просы, поставленные в тексте (они отмечены специаль¬ 
ным знаком (?)), а все опущенные в тексте выкладки про¬ 
делать самостоятельно. Разбираясь с этими задачами, вы 
познакомитесь с разнообразными приемами решения 
геометрических задач, "тонкостями", возникающими в 
процессе решения оных, красивыми чисто геометричес¬ 
кими идеями. 

Задачи для самостоятельного решения позволят вам 
проверить собственные силы. Умение решать геомет¬ 
рические задачи — интегральное, оно предполагает, что 
вы умеете делать (или понимаете, что надо делать) более 
"элементарные" операции (хотя сами по себе они могут 
быть достаточно длинными). 

Вам надо научиться правильно (и красиво!) рисовать 
разные геометрические фигуры. В стереометрии это не 
всегда просто, но правильный рисунок часто помогает 
быстрее получить нужный результат. Поэтому в задачах 
есть раздел "Рисуем". 

Ни одна серьезная геометрическая задача не может 
быть решена, если не поработало ваше пространственное 
мышление (раздел "Представляем"). Задачи этого раздела 
вы можете решать исключительно из наглядных сообра¬ 
жений. Главное в них — "увидеть" верный ответ, позво- 
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ляя себе не обосновывать его длинными рассуждениями 
или нудными выкладками (но если угодно, то пожалуй¬ 
ста). 

При решении достаточно трудоемкой задачи необхо¬ 
димо составить план решения (раздел "Планируем"). В 
задачах этого раздела вы можете себе позволить не дово¬ 
дить дело до ответа, если он обязательно получается по¬ 
сле более или менее очевидных выкладок, последователь¬ 
ность которых предопределена вашим планом. 

В задачах раздела "Исследуем" главной особенно¬ 
стью является то, что в них обязательно есть некая неоп¬ 
ределенность. Вам, к примеру, предлагается что-то найти, 
но неизвестно возможно ли это в принципе. Или ситуа¬ 
ция, данная в условии, неоднозначна, а тогда ответов мо¬ 
жет быть более одного. 

В задачах из раздела "Дополняем теорию" содержат¬ 
ся теоретические сведения, которые не вошли в теорию, 
но на которые можно ссылаться, употребляя фразы типа 
"Известно, что ...". 

В рубрике “Сделаем” приведены более трудные за¬ 
дачи на доказательство. 

В рубрике "Оцениваем" собраны задачи, связанные 
с нахождением наибольших и наименьших значений. Не 
всегда они решаются с использованием аппарата алгебры 
и начал математического анализа, порой можно обойтись 
и "чистой" геометрией. 

Рубрика "Поступаем в ВУЗ" говорит сама за себя. 
Здесь находятся задачи для поступающих в вузы. Как 
всем хорошо известно, они являются "вещью в себе". 
Все эти задачи реально предлагались в вузах, в первую 
очередь — в московских. Среди них есть очень трудные 
— не отчаивайтесь, если не решите. Ответы к этим за¬ 
дачам даются сразу после формулировки их условия. 

И, наконец, в рубрике “Переключаемся" вы встрети¬ 
те задачи, которые, возможно, убедят вас в том, насколь¬ 
ко неожиданна может быть геометрия. 

Желаем удачи. 
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ВВЕДЕНИЕ 

0.1.0 геометрии. Своеобразие геометрии заключает¬ 
ся в неразрывной связи живого воображения со строгой 
логикой. Можно сказать, что геометрия в своей сути и 
есть пространственное воображение, пронизанное и ор¬ 
ганизованное строгой логикой. Во всяком подлинно гео¬ 
метрическом предложении, будь то аксиома, определе¬ 
ние, теорема или задача, непременно присутствуют эти 
два элемента: наглядная картина и строгая формулиров¬ 
ка, строгий логический вывод. 

Наглядность, воображение принадлежат больше ис¬ 
кусству, строгая логика — привилегия науки. Сухость 
точного вывода и живость наглядной картины — "лед и 
пламень не столь различны меж собой". Геометрия со¬ 
единяет в себе эти две противоположности. Так ее и на¬ 
до изучать: соединяя наглядные картины со строгими 
формулировками и доказательствами. 

Поэтому основное правило состоит в том, что, 
встречаясь с определением, теоремой или задачей, нужно 
прежде всего понять их содержание: представить нагляд¬ 
но, нарисовать или еще лучше, хотя и труднее, вообра¬ 
зить то, о чем идет речь. 

Ничего не старайтесь изучить, не нарисовав, не во¬ 
образив того, о чем идет речь, не поняв, как это нагляд¬ 
ное представление точно выражается в формулировке 
определения, теоремы или задачи. 

Геометрия возникла из практических задач, ее пред¬ 
ложения выражают реальные факты и находят многочис¬ 
ленные применения. В конечном счете, в основе всей 
техники так или иначе лежит геометрия, потому что она 
появляется везде, где нужна малейшая точность в опре¬ 
делении формы и размеров. И технику, и инженеру, и 
рабочему, и архитектору необходимо геометрическое во¬ 
ображение. 

Математика, геометрия в частности, представляет 
собой могущественный инструмент познания природы и 
создания техники. 

Идеальные геометрические понятия возникают в ре¬ 
зультате отвлечения от всего внешнего и случайного от¬ 
носительно самих пространственных отношений и форм, 
как таковых, в их собственном виде. Это отвлечение за- 
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крепляется в выводах геометрии, которой нужна прочная 
логическая структура, как нужна прочная структура хо¬ 
рошей машине. 

0.2. О пространственных фигурах. Раньше вы изу¬ 
чали, главным образом, геометрию на плоскости — пла¬ 
ниметрию, а теперь будете 
заниматься геометрией в 
пространстве. Ее называют 
стереометрией (от гречес¬ 
ких слов "стереос" — про¬ 
странственный, "метрео" — 
измеряю). Обращаясь к гео¬ 
метрии в пространстве — 
стереометрии, — предпола¬ 
гаем, что геометрия на пло¬ 
скости — планиметрия — 
вам, в основном, известна. 

Каждый представляет, что такое плоскость или, по 
крайней мере, конечный кусок плоскости, как поверх¬ 
ность стола, доски и т. п. В планиметрии плоскость рас¬ 
сматривается сама по себе, независимо от окружающего 
пространства. В стереометрии же мы рассматриваем 
плоскости как такие фигуры в пространстве, на каждой 
из которых выполняется планиметрия. 

Вместе с каждой плоскостью в пространстве есть со¬ 
держащиеся в ней известные вам фигуры — точки, от¬ 
резки, треугольники, окружности и т.д. Основными 
свойствами этих фигур, теоремами о них, доказанными в 
планиметрии, мы будем пользоваться. 

Через каждые две точки в пространстве проходит 
плоскость и даже не одна. На плоскости выполняется 
планиметрия, и, следовательно, на плоскости между лю¬ 
быми двумя точками есть определенное расстояние — 
длина соединяющего их отрезка. Хотя две точки принад¬ 
лежат одновременно разным плоскостям, расстояние ме¬ 
жду ними на каждой их этих плоскостей будет одно и то 
же (рис.1). 

Пользуясь понятием расстояния, можно определить 
равенство и подобие фигур в пространстве буквально так 
же, как это было сделано в планиметрии. Две фигуры Р 
и Р' называются равными, если можно так сопоставить 
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Рис. 2 


все их точки, что расстояние между соответствующими 
парами точек одно и то же. 

Конечно, важнейшие в стереометрии — пространст¬ 
венные фигуры, не лежащие ни в какой плоскости. Про- 
стешие знакомые вам тела изображены на рисунке 2: 
а) шар; б) пирамида; в) призма; г) конус; д) куб; е) парал¬ 
лелепипед; ж) цилиндр. 

Напомним, что куб — это многогранник, у которого 
шесть граней и все они квадраты. Прямоугольный па¬ 
раллелепипед — это многогранник, у которого шесть 
граней и все они прямоугольники. А вообще параллеле¬ 
пипед — это многогранник, у которого шесть граней и 
все они параллелограммы. 

Пирамидой называется многогранник, у которого 
одна грань — какой-либо многоугольник, а остальные 
грани — треугольники с общей вершиной. Первая грань 
называется основанием пирамиды, остальные же назы¬ 
ваются боковыми гранями; их общая вершина называет¬ 
ся вершиной пирамиды. Стороны граней пирамиды на¬ 
зываются ее ребрами, причем ребра, сходящиеся в вер¬ 
шине, называются боковыми. 
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Если основание пирамиды П -угольник, то она назы¬ 
вается П -угольной. Простейшей среди всех пирамид (и 
даже среди всех многогранников) является треугольная 
пирамида, которую называют также тетраэдром, т.е. 
четырехгранником (рис.З). У тетраэдра четыре грани и 
все они треугольники. 

Пирамида называется правильной, если ее основа¬ 
ние — правильный многоугольник, а все боковые ребра 
равны (рис.4). Знаменитые египетские пирамиды — пра¬ 
вильные четырехугольные. 

Тетраэдр же называется правильным, если все его 
грани — правильные треугольники (т.е. все его ребра 
равны). Правильный тетраэдр — это частный случай пра¬ 
вильной треугольной пирамиды. 



п -угольная призма — это многогранник, две грани 
которого, называемые основаниями, — равные п -уголь¬ 
ники, а остальные п граней — параллелограммы 
(рис.2в). Они называются боковыми гранями призмы. 
При этом любая боковая грань имеет с каждым из 



12 


оснований по общей стороне. Таким образом, парал¬ 
лелепипед — это призма, в основании которой — парал¬ 
лелограмм (рис.2е). Призма, у которой боковые грани 
прямоугольники, называется прямой. Прямая призма, 
основаниями которой являются правильные многоуголь¬ 
ники, называется правильной. 

0.3. О рисунках. Отличие рисунков, используемых в 
стереометрии (например, рисунков 1—4), от тех, какими 
иллюстрируется курс планиметрии, состоит в том, что на 
плоскости рисунка (в книге, в тетради, на доске) изобра¬ 
жены не только плоские, но и пространственные фигу¬ 
ры. Основные правила и приемы таких изображений из¬ 
вестны из курсов рисования и черчения. Напомним са¬ 
мые простые из них, 

1) Плоскость изображается в виде произвольной об¬ 
ласти, а иногда в виде параллелограмма (рис.5). 

2) Параллельные отрезки (как и прямые) изобража¬ 
ются параллельными отрезками (как при изображении 
куба или параллелепипеда на рис.2). 

3) Середина отрезка изображается как середина его 
изображения, которое тоже является отрезком. 

4) Те линии, которые нам не видны, изображаются 
пунктиром. 

Решая задачи, доказывая теоремы, вы будете много 
рисовать, строить плоские сечения различных многогран¬ 
ников. Такие сечения ограничены отрезками, по кото¬ 
рым плоскость сечения пересекает грани многогран- 


а ) О, С, б) О, С, 
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ника. Например, если нужно изобразить сечение куба 
АВС ИА ,5, С, Д плоскостью, проходящей через его вер¬ 
шины А ѵ В, С, (рис.ба), то ясно, что таким сечением бу¬ 
дет треугольник А 1 ВС І , ограниченный диагоналями трех 
граней куба (рис.66). Для большей наглядности мы выде¬ 
ляем его штриховкой. 

Пусть теперь нужно нарисовать сечение того же ку¬ 
ба плоскостью, проходящей через три точки К, Ь, М, 
которые лежат на его ребрах АА Ѵ ВВ Ѵ СС,(рис.6в). Как 
вы будете действовать? 

Подумайте также, какие многоугольники могут по¬ 
лучиться в сечении куба плоскостью? 
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ГЛАВА 1 

ПРЯМЫЕ И ПЛОСКОСТИ 


В основе "строительной геометрии" лежат теоремы 
о взаимном расположении прямых и плоскостей в про¬ 
странстве, об их параллельности и перпендикулярности. 
Этому и посвящена глава 1. 


§1. ВЗАИМНОЕ РАСПОЛОЖЕНИЕ ПРЯМЫХ И 
ПЛОСКОСТЕЙ 

1.1. Плоскости в пространстве. Начать "строитель¬ 
ную геометрию" естественно с предложений о задании 
положения плоскости в пространстве. Здесь мы сформу¬ 
лируем три таких предложения. 

Начнем с вопроса о том, сколько точек в плоскости 
надо задать, чтобы этими точками ее положение опреде¬ 
лилось бы однозначно. Ясно, что одной или двух точек 
для этого мало. Но уже заданием трех точек, не лежащих 
на одной прямой, положение плоскости определится од¬ 
нозначно (рис.1.1). Реальный пример: две петли и замок 
фиксируют положение двери, а две петли — нет. Итак, 
справедливо такое предложение: 

Предложение 1 . Через любые три точки про¬ 
странства, не лежащие на одной прямой, проходит плос¬ 
кость и притом только одна. 

Плоскость, проходящую через три точки А, В, С, 
не лежащие на одной прямой, называют "плоскость 
АВС " и пишут (АВС). 

Кроме этого (основного) способа задания плоскости 
мы будем использовать и другие. 

Предложение! Через прямую и не лежащую 
на ней точку проходит плоскость и притом только оста 
(рис. 1.2). 

Реальный пример: приоткрыв обложку книги, вы 
фиксируете ее положение в пространстве. 
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Рис.1.6 

Предложение 3. Через две пересекающиеся 
прямые проходит плоскость и притом только одна 
(рис. 1.3). 

Реальный пример: фанера, прибитая к пересекаю¬ 
щимся рейкам. 
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возможности их взаимного расположения. 

1) Две плоскости не имеют общих точек (рис. 1.4). 
Такие плоскости называются параллельными. Парал¬ 
лельные плоскости (X и Р обозначаются так: (X || Р . 

2) Две плоскости имеют общую точку. Тогда эти 
плоскости пересекаются по прямой, проходящей через 
эту точку (рис. 1.5). Плоскости, имеющие общую точку (а, 
тем самым, и общую прямую) называются пересекающи¬ 
мися. 

Попробуйте сами перечислить и нарисовать все 
случаи взаимного расположения трех плоскостей в про¬ 
странстве. 

Отметим еще, что каждая плоскость разбивает про¬ 
странство на два полупространства (рис. 1.6а), подобно 
тому, как в планиметрии каждая прямая разбивает плос¬ 
кость на две полуплоскости (рис. 1.66). 

1.2. Двугранный угол. Угол между плоскостями. По¬ 
добно тому, как две пересекающиеся прямые на плоско¬ 
сти образуют пару вертикальных углов (рис. 1.7а), так две 
пересекающиеся плоскости в пространстве образуют две 
пары вертикальных двугранных углов (рис. 1.76). А дву¬ 
гранным углом называют фигуру, которая состоит из 
двух полуплоскостей, имеющих общую граничную пря¬ 
мую и не лежащих в одной плоскости (рис. 1.8). Сами по¬ 
луплоскости называют гранями двугранного угла, а их 
общую граничную прямую — его ребром. 

Измеряют двугранные углы следующим образом. 
Возьмем на ребре р двугранного угла с гранями а и р 
точку О. Проведем из точки О в его гранях лучи О. и Ъ , 
перпендикулярно ребру р \ а в грани а и Ъ в грани Р 
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Рис.1.9 

(рис. 1.9а). Угол со сторонами а, Ъ называется линейным 
углом двугранного угла. Величина линейного угла не за¬ 
висит от выбора его вершины на ребре двугранного угла. 

Действительно, возьмем другую точку О х е р и 
проведем в гранях а и Р из точки О, лучи л, I р 
и Ь х 1р (рис. 1.96). Если теперь произвести перенос (сдвиг) 

на вектор 00 , , то в грани а луч а совместится с лу¬ 
чом а,, а в грани Р луч 6 совместится с лучом 6 ,. Поэто¬ 
му угол аЪ совместится переносом с углом 01 , 6 ,, т.е. эти 
углы равны, что и утверждалось. ■ 

Теперь можно дать такое определение: величиной 
двугранного угла называется величина его линейного 
угла. 

Углом между пересекающимися плоскостями назы¬ 
вается величина меньшего из образованных ими двугран¬ 
ных углов. Если этот угол равен 90°, то плоскости назы¬ 
ваются взаимно перпендикулярными. 

Угол между плоскостями аир, как и величина дву¬ 
гранного угла с гранями а и Р, обозначается так: Аа.$. 

Угол между гранями многогранника, имеющими об¬ 
щее ребро, — это величина соответствующего этим гра¬ 
ням двугранного угла. 

1.3. Плоскость и прямая в пространстве. Для плос¬ 
кости и прямой в пространстве возможны три случая их 
взаимного расположения. 

1) Прямая и плоскость не имеют общих точек 
(рис. 1.10). О таких прямой и плоскости говорят, что они 


ф ИЯ 



18 



Рис.1.10 


параллельны. Параллельность прямой а и плоскости а 
обозначается так: а ||(Х. 

2) Прямая и плоскость имеют единственную общую 
точку (рис. 1.11). В этом случае говорят, что прямая и 
плоскость пересекаются или, что прямая пересекает 


плоскость. 

3) Если же прямая и плоскость имеют две общие 
точки, то все точки этой прямой принадлежат данной 
_ плоскости (рис. 1.12). В этом слу¬ 


чае говорят, что прямая лежит в 
данной плоскости (или, что пря¬ 
мая принадлежит данной плоско¬ 
сти, или, что плоскость проходит 


через прямую). 

1.4. Аксиомы стереометрии. 


Как вы знаете еще из курса пла- 
Рис.1.12 ниметрии, в геометрии только са¬ 

мые начальные сведения берутся из практики и наблюде¬ 
ния, они наглядны и очевидны. Исходя из них, дальней¬ 
шие выводы получают путем логических рассуждений. 
Приступая к изучению стереометрии, мы выбрали за^ ис¬ 
ходное понятие понятие плоскости, теорию которой 
планиметрию — вы уже изучили, она вам уже знакома. 
Мы определили плоскость как фигуру в пространстве, на 
которой выполняется планиметрия. Из наглядно очевид¬ 
ных утверждений о точках, прямых и плоскостях, сфор¬ 
мулированных в п.п.1.1—1.3, можно выбрать как аксио¬ 
мы несколько утверждений, опираясь на которые уже 
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можно построить всю стереометрию. Выбор этот можно 
сделать по-разному. Например так: 

А к с и о м а 1 (аксиома плоскости). В пространстве 
существуют плоскости. Через каждые три точки про¬ 
странства проходит плоскость. 

Аксиома2 (аксиома пересечения плоскостей). 
Если две плоскости имеют общую точку, то их пере¬ 
сечение есть их общая прямая. 

АксиомаЗ (аксиома о прямой и плоскости). Ес¬ 
ли прямая проходит через две точки плоскости, то она 
лежит в плоскости. 

Аксиома4 (аксиома расстояния). Расстояние ме¬ 
жду любыми двумя точками пространства одно и то же 
на всех плоскостях, содержащих эти точки. 

А все остальные утверждения стереометрии можно 
вывести из этих четырех аксиом. Недаром великий Нью¬ 
тон говорил: "Геометрия за то и прославляется, что, за¬ 
имствовав извне столь мало основных положений, она 
столь многого достигает". 

Вывод из аксиом 1—4 остальных утверждений п.п.1.1 
— 1.3 достаточно прост и мало интересен. Но как иллю¬ 
страцию строгого вывода докажем два из них. 

Т е о р е м а 1. Через три точки, не лежащие на од¬ 
ной прямой, проходит лишь одна плоскость. 

□ Пусть три точки А, В, С не лежат на одной пря¬ 
мой. По аксиоме 1 через эти три точки проходит плос¬ 
кость а. Докажем, что она только одна. Допустим, что 
через точки А, В, С проходит еще одна плоскость Р, 
отличная от а. Плоскости а и Р имеют общие точки 
(например, точку А). По аксиоме 2 пересечением плос¬ 
костей а и Р является их общая прямая. На этой прямой 
лежат все общие точки плоскостей а и Р, а значит и 
точки А, В, С. Но это противоречит условию теоремы, 
так как согласно ему точки А, В, С не лежат на одной 
прямой. Итак, через точки А, В, С проходит лишь одна 
плоскость а.И 

Теорема 2. Через прямую и не лежащую на ней 
точку проходит плоскость и притом только одна. 

□ Пусть даны прямая а и не лежащая на ней точ¬ 
ка А. Возьмем на прямой а две точки В и С (рис. 1.13). 
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По аксиоме 1 через точки А, 

С В, С проходит ПЛОСКОСТЬ (X. 

у' а \ Прямая а имеет с плоскос- 

( п уг % А) тью а две общие точки В и С 
I Уіг / Иі значит, по аксиоме 3, лежит 

ск - ^ на ней. Таким образом, плос- 

^ кость а и есть плоскость, про- 

Рис.і.із ходящая через прямую О. и 

точку А. Докажем ее единст¬ 
венность. Допустим, что есть еще одна плоскость Р, со¬ 
держащая точку А и прямую а . Тогда она содержит и 
точки В и С. По предыдущей теореме плоскости аир 

В заключение этого пункта еще раз отметим, что из 
утверждений п.п. 1.1—1.3 в качестве аксиом можно было 
бы выбрать и другие утверждения. Например, заменить 
аксиому 1 на утверждение о том, что через две пере¬ 
секающиеся прямые проходит 
плоскость и притом только од- 
на. Так, например, сделано в 
учебнике геометрии А.В.Пого- 
релова [4]. 

^у^ 1 , 5 . Взаимное расположе- 

^у' 0 ^ ние двух прямых в простран- 

Рис.і.14 стве. Во-первых, отметим, что 

в пространстве, как и на плос¬ 
кости, прямую можно задать 

парой ее точек (рис. 1.14). 

Действительно, пусть две точки А и В лежат на не¬ 
которой прямой а. Допустим, что кроме прямой а через 

точки А, В проходит еще пря- 
мая Ь (рис.1.15). Прямая а ле- 
у' Ь/ жит в некоторой плоскости а. 

/ ^у'у****' ) Прямая Ъ имеет с этой плос- 

( ^ В / костью две общие точки А 

^у и В. По аксиоме 3 прямая, 

имеющая с плоскостью две об- 
щиб точки, лежит в этой плос- 

кости. Поэтому прямая Ь ле- 
Рис.1.15 жит в пдоскости а. Но в плос- 


Рис.1.14 


Ри.с.1.15 
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кости а выполняется планиметрия, и, следовательно, 


через точки А, В проходит только одна прямая. Значит, 
прямые а и Ъ совпадают. И 

Итак, мы доказали, что в пространстве через две 
точки проходит лишь одна прямая. 

Замечание. Предложение о том, что в пространстве 
через две точки проходит единственная прямая, нуж¬ 
далось в обосновании. Ведь не для любых фигур утверждение, 
верное в планиметрии, спра¬ 
ведливо и в стереометрии. Так, 
например, на плоскости через 
две данные точки N и 5 про¬ 
ходит лишь одна окружность с 
диаметром N5, а в пространст¬ 
ве таких окружностей беско¬ 
нечное множество (рис.1.16). 

Иллюстрацией могут служить 
все меридианы глобуса, про¬ 
ходящие через Северный по¬ 
люс N и Южный полюс 5 . И 



О прямой, проходящей через точки А, В, говорят 
"прямая АВ" и пишут (АВ). 


Но кроме этого способа в пространстве есть и еще 
один способ задания прямой — пересечением двух про¬ 
ходящих через нее плоско¬ 
стей (рис. 1.17). 

А теперь перечислим 
возможные случаи располо¬ 
жения двух прямых в про¬ 
странстве. Первые два из 
них вам хорошо известны. 

1) Две прямые лежат в 
одной плоскости и имеют 
единственную общую точку 
— пересекающиеся прямые 
(рис.1.18). 

2) Две прямые лежат в одной плоскости и не имеют 
общих точек — параллельные прямые (рис. 1.19). 

3) Но в пространстве две прямые могут и не лежать 
в одной плоскости (рис. 1.20). Такие прямые называются 

скрещивающимися. 
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Ясно, что у скрещиваю¬ 
щихся прямых нет общей 
точки, потому что тогда бы 
они лежали в одной плоскости 
(предложение 3 п.1.1). Поэтому 
о трех случаях возможного 
расположения двух прямых в 
пространстве можно сказать и 
так: 

Если две прямые имеют 
общую точку, то это пересе¬ 
кающиеся прямые (они всегда 
лежат в одной плоскости). Ес¬ 
ли же две прямые не имеют 
общей точки, то они либо ле¬ 
жат в некоторой плоскости, и 
тогда это — параллельные пря¬ 
мые, либо они не лежат в од¬ 
ной плоскости, и тогда это — 


скрещивающиеся прямые. 

Заметим, что эти рассужде¬ 
ния дают нам еще один спо¬ 
соб з ад ания положения плос¬ 
кости в пространстве: двумя 
параллельными прямыми, ле¬ 
жащими в этой плоскости 
(рис.1.19). 

1.6. Признаки скрещива¬ 
ющихся прямых. Скрещиваю¬ 
щиеся прямые легко распоз¬ 
нать по таким признакам. 
Признак 1. Если на двух прямых найдутся четы¬ 
ре точки, не лежащие в одной плоскости, то эти прямые 
скрещиваются (рис.1.21). 

Действительно, если бы данные прямые пересека¬ 
лись бы или были бы параллельны, то они лежали бы в 
одной плоскости, а тогда и данные точки лежали бы в од¬ 
ной плоскости, что противоречит условию. ■ 

Признак 2. Если прямая а лежит в плоскости а, 

а прямая Ь пересекает плоскость а в некоторой точ- 
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хе М, не лежащей на пря- -- 

мой а, то прямые а и Ъ 
скрещиваются (рис. 1.22). 

Действительно, взяв лю¬ 
бые две точки на прямой а 
и любые две точки на пря¬ 
мой Ъ , мы приходим к при¬ 
знаку 1, т.е. а и Ъ скрещи¬ 
ваются. И 

Реальные примеры скре¬ 
щивающихся прямых дают Рис.1.23 

транспортные развязки (рис. 1.23). 

В пространстве пар скрещивающихся прямых, в из¬ 
вестном смысле, больше, чем пар параллельных или пе¬ 
ресекающихся прямых. Это можно пояснить так. 


Возьмем в пространстве не¬ 
которую точку А и некоторую 
прямую а, не проходящую че¬ 
рез точку А. Чтобы провести 
через точку А прямую, парал¬ 
лельную прямой а, надо через 
точку А и прямую а провести 
плоскость а (предложение 2 
п.1.1), а затем в плоскости а 
провести прямую Ь , парал¬ 
лельную прямой а (рис. 1.24). 
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Такая прямая Ъ лишь одна. Все прямые, проходящие че¬ 
рез точку А и пересекающие прямую О, также лежат в 
плоскости а и заполняют ее всю за исключением пря¬ 
мой Ь . Все же остальные прямые, идущие через А и за¬ 
полняющие все пространство кроме плоскости а, будут 
скрещиваться с прямой О. Можно сказать, что скрещи¬ 
вающиеся прямые в пространстве — это общий случай, а 
пересекающиеся и параллельные — это частные случаи. 
"Малые шевеления" скрещивающихся прямых оставляют 
их скрещивающимися. Но свойства быть параллельными 
или пересекающимися при "малых шевелениях" в про¬ 
странстве не сохраняются. 

1.7. Параллельные прямые. Как и на плоскости, для 
параллельных прямых в пространстве справедливы сле¬ 
дующие утверждения. 

Предложение 1. Через каждую точку, не ле¬ 
жащую на данной пряной, проходит прямая, параллель¬ 
ная ей, и притом только одна. 

Действительно, пусть точка А не лежит на пря¬ 
мой а (рис. 1.25). В плоскости а, проходящей через 
точку А и прямую О, через точку А проходит единст¬ 
венная прямая Ъ , параллельная прямой а . Те же прямые, 
которые проходят через А и пересекают плоскость а, 
скрещиваются с прямой а (по признаку 2 п.1.6). И 

Предложение 2. Две прямые, параллельные 
третьей прямой, параллельны. 

Действительно, пусть каждая из прямых а и Ь па¬ 
раллельна прямой С (рис.1.26). Докажем, что 0\\Ь . При 
доказательстве будет использована следующая лемма. 



25 


Лемма. Если плоскость пересекает одну из двух 
параллельных прямых, то она пересекает и другую из 
них. 


□ Пусть прямые р и д параллельны и плоскость а 


пересекает прямую р в точке Р (рис. 1.27). Проведем 
плоскость Р через параллельные прямые р и д . Плоско¬ 


сти р и а имеют общую 
точку Р, а потому пересе¬ 
каются по прямой Г , прохо¬ 
дящей через точку Р. Пря¬ 
мая д пересекает прямую Г 
в некоторой точке В этой 
точке прямая д и пересекает 
плоскость а. И 

А теперь снова продол¬ 
жим доказательство предло¬ 
жения 2. Возьмем на пря¬ 



мой Ь любую точку В и проведем плоскость а через эту 
точку и прямую О. Тогда прямая Ь также лежит в плос¬ 
кости а. Если бы прямая Ь пересекала плоскость а, то 
по лемме, параллельная ей прямая С также пересекала 
бы плоскость а. А тогда, снова по лемме, прямая а, па¬ 
раллельная прямой С, пересекла бы плоскость а. А это 
противоречит тому, что а лежит в плоскости а. Итак, 


прямые а и Ь лежат в одной плоскости а. Общей точки 
они не имеют, так как в этом случае мы получили 
бы противоречие с предложением 1. Следовательно, пря¬ 
мые а и Ь параллельны. Предложение 2 доказано. И 

Как вы видите, доказательство предложения 2 доста¬ 
точно сложно. Простое его доказательство мы сможем 
получить в следующем параграфе, когда докажем ряд 
теорем о перпендикулярности прямой и плоскости. 

1.8. Параллельное проектирование. Рисунки прост¬ 
ранственных фигур, иллюстрирующие эту книгу, выпол¬ 
нены в параллельной проекции. Она определяется так. 

Пусть даны плоскость а и пересекающая ее пря¬ 
мая а. Возьмем в пространстве произвольную точку X. 
В том случае, когда точка X не лежит на а, через X 
проводим прямую а', параллельную прямой а (рис. 1.28). 
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Прямая а' пересекает плоскость а в некоторой точ¬ 
ке X '. Эта точка называется проекцией (на плос¬ 
кость а) точки X при проектировании параллельно 

прямой а или, короче, па¬ 
раллельной проекцией точ¬ 
ки X. Если точка X лежит 
на прямой а, то ее парал¬ 
лельной проекцией X' назы¬ 
вается точка, в которой а 
пересекает а. Заметим, что 
в случае, когда X еа, точ¬ 
ка X' совпадает с точкой X. 

Таким образом, если за¬ 
даны плоскость а и пересе¬ 
кающая ее прямая а, то каж¬ 
дой точке X пространства можно сопоставить единст¬ 
венную точку X' — параллельную проекцию точки X 
на плоскость а (при проектировании параллельно пря¬ 
мой а). Плоскость а называется плоскостью проекций. 
О прямой а говорят, что она задает направление проек¬ 
тирования, потому что при замене прямой а любой дру¬ 
гой параллельной ей прямой результат проектирования 
не изменится (поскольку две прямые, параллельные 
третьей, параллельны). Все прямые, параллельные пря¬ 
мой а, задают одно и то же направление проектирова¬ 
ния и называются вместе с 
прямой а проектирующими 
прямыми. 

Проекцией фигуры Р на¬ 
зывается множество Р' про¬ 
екций всех ее точек. Отобра¬ 
жение, сопоставляющее каж¬ 
дой точке X фигуры Р 
ее параллельную проекцию 
X' е Р ', называется парал¬ 
лельным проектированием 
фигуры Р (рис. 1.29). 

Параллельную проекцию реальной фигуры представ¬ 
ляет, например, ее тень, падающая на плоскую поверх¬ 
ность при солнечном освещении, поскольку солнечные 



Рис.1.29 
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лучи можно считать параллельными. Так что, глядя на 
свою тень на земле или на стене, вы видите свою парал¬ 
лельную проекцию. 

Основные свойства параллельного проектирования 
выражает 

Теорема (о параллельном проектировании). При 

параллельном проектировании для прямых, не парал¬ 
лельных направлению проектирования, и для лежащих 
на них отрезков выполняются следующие свойства: 

1. Проекция прямой есть прямая, а проекция отрез¬ 
ка — отрезок. 

2. Проекции параллельных прямых параллельны 
или совпадают. 

3. Отношение длин проекций отрезков, лежащих на 
одной прямой или на параллельных прямых, равно от¬ 
ношению длин самих отрезков. В частности, при парал¬ 
лельном проектировании середина отрезка проектиру¬ 
ется в середину его проекции. 

С доказательством этой теоремы можно ознакомить¬ 
ся в учебнике [3]. 


§2. ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТЬ ПРЯМЫХ И 
ПЛОСКОСТЕЙ 

2.1. Перпендикуляры и наклонн ы е к плоскости. 

Представление о прямых или, вернее, об отрезках, пер¬ 
пендикулярных плоскости, дают вертикально стоящие 



Рис. гл 


Рис.2.2 
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столбы и мачты (они перпендикулярны поверхности зем¬ 
ли или палубе), натянутый шнур, на котором висит лам¬ 
па (он перпендикулярен потолку). Нижний край двери 
перпендикулярен косяку при всех положениях двери 
(рис. 2.1). Этим свойством и определяется перпендикуляр¬ 
ность прямой и плоскости. 

Определение. Прямая называется перпенди¬ 
кулярной плоскости, если она пересекает эту плоскость 
и перпендикулярна ко всякой прямой в этой плоскости, 
проходящей через точку пересечения (рис.2.2). 

Говорят также, что плоскость перпендикулярна пря¬ 
мой или, что они взаимно перпендикулярны. Для взаим¬ 
но перпендикулярных прямой а и плоскости а применя¬ 
ются обозначения аіхи или а1_а. 

Отрезок или луч перпендикулярен плоскости, если 
он лежит на прямой, перпендикулярной этой плоскости. 

Если отрезок перпендикулярен 
плоскости и его конец лежит в 
этой плоскости, то он называет¬ 
ся перпендикуляром к данной 
плоскости. Отрезок же, имею¬ 
щий с плоскостью одну общую 
точку — конец отрезка, но не 
перпендикулярный данной плос¬ 
кости, называется наклонной к 
плоскости. 

Пусть из одной точки А, не 
лежащей в плоскости а, прове¬ 
дены перпендикуляр АВ и на¬ 
клонная АС (рис.2.3). Отрезок ВС называется проекци¬ 
ей наклонной АС на плоскость а, а точка В — проек¬ 
цией точки А на плоскость а. Угол АСВ называется 
углом между прямой АС (или наклонной АС) и плос¬ 
костью а. Угол же между перпендикуляром и плоско¬ 
стью полагается равным 90°. 

Перпендикуляр АВ короче наклонной АС, т.е. 

АВ <АС. 

Действительно, в прямоугольном треугольнике АВС 
катет АВ короче гипотенузы АС . Итак, перпендикуляр 



Рис.2.3 
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короче наклонной, если они проведены из одной и той 
же точки к одной плоскости. ■ 

Это можно сказать и так: перпендикуляр АВ из 
точки А на плоскость (х — кратчайший из отрезков, со¬ 
единяющих точку А с точками плоскости а. А основа¬ 
ние перпендикуляра АВ — точка В — является ближай¬ 
шей точкой плоскости а к точке А . 

Свойство перпендикуляра быть кратчайшим отрез¬ 
ком является характерным свойством. Это значит, что 
справедливо и обратное утверждение: если АВ — крат¬ 
чайший отрезок, идущий из точки А до плоскости а, 
то АВ — перпендикуляр к плоскости а . 

Докажем это методом "от противного". Допустим, 
что АВ не перпендикуляр к плоскости а. Тогда через 
точку В в плоскости проходит прямая а, не перпендику¬ 
лярная к АВ (рис.2.4). Опустим из точки А перпендику¬ 
ляр АМ на прямую а. В прямоугольном треугольни¬ 
ке АВМ катет АМ меньше гипотенузы АВ . Но тогда 
отрезок АВ не будет кратчайшим из всех отрезков, иду¬ 
щих из точки А до плоскости а. 

Получили противоречие. Следо¬ 
вательно, АВІхх. ■ 

Установленное характерное 
свойство подсказывает, как че¬ 
рез точку А, не лежащую в 
плоскости а, провести прямую, 
перпендикулярную к а: надо 
взять в плоскости а точку В, 
ближайшую к точке А, и про¬ 
вести прямую АВ . Она и будет 
перпендикулярна к плоскости а. 

Перпендикуляр АВ , опущенный из точки А на плос¬ 
кость а, единственный. Действительно, допустив, что 
существует еще один перпендикуляр АИ , мы получим 
треугольник АВИ, в котором два прямых угла, что не¬ 
возможно. И 

Методом "от противного" можно доказать и единст¬ 
венность прямой, проходящей через данную точку А и 
перпендикулярной данной плоскости а. Допустим, что 
через точку А проходят две прямые Ъ и С , перпендику- 
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лярные плоскости а (рис.2.5). Проведем через прямые Ь 
и С плоскость р. Она пересечет плоскость а по неко¬ 



торой прямой а. В плоскости Р 

обе прямые Ь и С будут перпен¬ 
дикулярны прямой а, что, как 
известно из планиметрии, невоз¬ 
можно. Поэтому пряная, проходя¬ 
щая через данную точку и пер¬ 
пендикулярная данной плоскости, 
— единственная. Ш 

Длиной перпендикуляра, опу¬ 
щенного из самой высокой точки 


Рис.2.5 


предмета на его основание, изме¬ 
ряют высоту предмета. Так, высо¬ 


той пирамиды называется длина 



перпендикуляра, опущенного из 
вершины пирамиды на плоскость 
ее основания, а также сам пер¬ 
пендикуляр (рис.2.6). 

Из минимального свойства 
перпендикуляра к плоскости вы¬ 
текает и минимальное свойство 
угла между наклонной и ее про¬ 
екцией, т.е. угла между наклон¬ 
ной и плоскостью. Оно состоит в 


следующем. 

Рис.2.6 Пусть АС — наклонная к 

плоскости а из точки А, а ВС — 
проекция этой наклонной на 
плоскость а и ф 0 = ААСВ . Про¬ 
ведем в плоскости а через точ¬ 
ку С любую прямую сі и обо¬ 
значим через ф нетупой угол 

В \между АС и сі (рис.2.7). Тогда 
ф 0 <ф. 

Действительно, если ф = 90°, 
р ис 27 то это очевидно, поскольку угол 

АСВ — острый. Поэтому пола- 
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гаем, что ф<90°. Опустим из точки А перпендику¬ 
ляр АР на прямую (I и рассмотрим прямоугольные тре¬ 
угольники АСВ и АСИ . Так как АВ < АР , то 


АВ 

-Фо = ^< 


АР 

АС 


= 5Шф . 


Поскольку углы фо и ф — острые, то из неравенст¬ 


ва 5Шф 0 < 5Шф следует, что ф 0 < ф. 

2.2. О значении перпендикуляра. Конечно, перпен¬ 
дикуляр к плоскости важен уже тем, что он является 
кратчайшим среди всех отрезков, идущих от данной 
точки до точек плоскости. Но не только этим минималь¬ 
ным свойством. 

Важнейшее свойство перпендикуляра состоит в том, 
что плоскость расположена симметрично относительно 
него. Что это значит? Все лучи, 
лежащие в данной плоскос¬ 
ти, образуют с перпендикуля¬ 
ром к плоскости равные углы 
— прямые углы (рис.2.2). Для 
наклонной же это не так. Лу¬ 
чи, проведенные из точки С 
в плоскости а, образуют с на¬ 
клонной АС различные углы 
(рис.2.8). Угол между наклон¬ 
ной АС и плоскостью а бу¬ 
дет наименьшим (минималь¬ 
ным) из этих углов. Это утверждение мы доказали в пре¬ 
дыдущем пункте. 

При вращении вокруг перпендикуляра плоскость 
совмещается сама с собой: колесо должно быть насаже¬ 
но на ось так, чтобы его плоскость была перпендикуляр¬ 
на оси. Прямоугольник со стороной, перпендикулярной 
плоскости, можно вращать вокруг этой стороны, а другая 
сторона будет скользить по плоскости. Это хорошо видно 
на правильно навешенной двери. Если же ее край не 
вертикален, то дверь не открывается свободно и задевает 
пол. 

Приведем примеры из физики: давление жидкости 
или газа на стенку сосуда направлено по перпендикуляру 


А 



к стенке (закон Паскаля), так же как давление груза на 
опору направлено по перпендикуляру к ней (рис.2.9). 

Перпендикуляр к поверхности фигурирует в законах 
отражения и преломления света. Так закон отражения 
гласит: "Луч падающий и луч отраженный расположены 
в одной плоскости с перпендикуляром к поверхности 
зеркала в точке падения и образует с ним равные углы". 
"Угол падения" и "угол отражения" — это углы между 
указанным перпендикуляром и лучами — падающим и 
отраженным (рис.2.10). 

Можно сказать, что в быту мы окружены перпенди¬ 
кулярами: ножки стола перпендикулярны полу, край 
шкафа перпендикулярен стене и т.д. 

Перпендикулярность играет главную роль в строи¬ 
тельстве: междуэтажные перекрытия укладываются пер¬ 
пендикулярно столбам каркаса здания. Параллельность 
прямых и плоскостей связана с наличием у них общих 
перпендикуляров. Вообще, перпендикулярность и парал¬ 
лельность прямых и плоскостей — это существенный 
элемент в строительстве, так что учение о перпендикуля¬ 
рах и параллелях можно назвать основами "строительной 
геометрии". 

2.3. Теорема о трех перпендикулярах.' Вы уже давно 
знаете из планиметрии, что перпендикуляр, опущенный 
из точки на прямую, является кратчайшим из всех отрез¬ 
ков, соединяющих данную точку с точками данной пря¬ 
мой. Теперь аналогичное свойство вы знаете и для пер¬ 
пендикуляра, опущенного на плоскость. Эти два экстре- 
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Рис.2.11 



Рис. 2.12 


мальных свойства объединяет следующая важная теоре¬ 
ма. 

Теоремаі (о трех перпендикулярах). Наклонная 
к плоскости перпендикулярна к прямой, лежащей в 
этой плоскости, тогда и только тогда, когда проекция 
наклонной перпендикулярна этой прямой. 

□ Пусть даны наклонная АС к плоскости а, ее про¬ 
екция ВС и прямая а, лежащая в плоскости а и прохо¬ 
дящая через точку С (рис.2.11). 

В Теореме два утверждения: 1) если АС Іа, то 
ВС1.а ; 2) обратно, если ВС Іа, то АС Іа. Докажем их. 

Возьмем переменную точку X прямой а (рис.2.12). 

Рассмотрим две функции: /{Х) = АХ 2 и %(Х ) = ВХ 2 . 
Так как АВ іа, то треугольник АВХ — прямоуголь¬ 
ный. Поэтому АХ 2 = АВ 2 + ВХ 2 . Значит функции 
Ж) и ё (Х) отличаются на постоянное слагаемое к = 


— АВ 2 -./(X) — %(Х) + к. Поэтому функции /(X) и 
§(Х) свои наименьшие значения принимают одновре¬ 
менно — в одной и той же точке. Из этого и следуют оба 
утверждения теоремы. 

1) Пусть АС1.а. Тогда перпендикуляр АС к пря¬ 
мой а короче любой наклонной АХ к этой прямой. 
Значит и отрезок ВС короче любого отрезка ВХ , когда 
X ФС. Поэтому ВС±а. Первое утверждение теоремы 
доказано. Докажем второе. 


грия 
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2) Пусть Л С ±<з. Тогда перпендикуляр ВС к пря¬ 
мой а короче любой наклонной ВХ к этой прямой. По¬ 
этому АС < АХ , если ХфС. Следовательно, АС Іа. Я 
В доказанной теореме рассматриваются три перпен¬ 
дикуляра: АВ Іа, АС Іа, ВС Іа. Отсюда и ее название 
— теорема о трех перпендикулярах. Согласно этой тео¬ 
реме, проекцию точки А на прямую а — точку С 

можно получить и так: сначала 
спроектировать точку А на 
плоскость (X в точку В, а затем 
спроектировать точку В на пря¬ 
мую а. В результате получим ту 
же самую точку С. 

* Замечание. Можно по¬ 
лучить интересное обобщение тео¬ 
ремы о трех перпендикулярах. За¬ 
меним в этой теореме прямую а на 
произвольную фигуру Р в плоско¬ 
сти а (рис.2.13). Пусть X —пере¬ 
менная точка фигуры Р . Из равенства /(X) — %{Х) + И дела¬ 
ем тот же вывод о наименьших расстояниях АХ и ВХ : они 
становятся наименьшими одновременно. Получаем такое обоб¬ 
щение: 

Теорема (о ближайшей точке). Пусть фигура Р ле¬ 
жит в плоскости а , А — некоторая точка и В ее проек¬ 
ция на а . Точка фигуры Р будет ближайшей к точке А то¬ 
гда и только тогда, когда она является ближайшей к ее проек¬ 
ции В . 

Теорема о трех перпендикулярах оказалась, как мы видим, 
только частным случаем теоремы о ближайшей точке, относя¬ 
щейся к любой плоской фигуре. При этом доказательство ее 
ничуть не сложнее. Это примечательно! Один из моментов в 
развитии математики состоит в том, что результаты, которые 
прежде относились к более специальным фигурам, уравнениям, 
функциям или иным объектам математики, обобщаются позже 
на гораздо более общие объекты. Теорема о трех перпендику¬ 
лярах восходит к древним грекам (но доказывали они ее по- 
другому), а теорема о ближайшей точке принадлежит геомет¬ 
рии XX века. 

2.4. Признак перпендикулярности прямой и плоско¬ 
сти. Ясно, что нельзя проверить перпендикулярность 
прямой и плоскости, пользуясь непосредственно опреде- 
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лением этого понятия: ведь в нем речь идет о перпенди¬ 
кулярности бесконечного множества пар прямых. Но, 
оказывается, что для этого достаточно установить пер¬ 
пендикулярность лишь двух пар прямых. Об этом и гово¬ 
рится в следующей теореме. 

Теорема 2. Прямая, перпендикулярная двум пе¬ 
ресекающимся прямым, лежащим в данной плоскости, 
перпендикулярна этой плоскости. 

Пояснение: Вот пример: раскрой¬ 
те книгу и поставьте ее на стол (рис.2.14). 

Корешок книги перпендикулярен краям об¬ 
ложки, лежащим на столе, и, тем самым, са¬ 
мому столу. Еще пример. Устанавливая вер¬ 
тикально мачту, достаточно сделать так, что¬ 
бы она была перпендикулярна двум пря¬ 
мым, проведенным через ее основание на 
палубе или на земле. А это можно сделать, 
натянув из одной точки мачты две пары 
растяжек равной длины и закрепив их на 
одинаковых расстояниях от основания мачты на каждой из 
двух прямых (рис.2.15). Доказательство признака перпендику¬ 
лярности прямой и плоскости имеет в своей основе это реаль¬ 
ное построение. 

□ Пусть прямая а пересекает плоскость а в точ¬ 
ке О и перпендикулярна двум прямым Ъ и С , проходя¬ 
щим в плоскости а через точку О. Нужно доказать, что 
прямая а перпендикулярна ко всякой прямой, проходя¬ 
щей через точку О в плоскости а. Возьмем любую та¬ 
кую прямую с/, отличную от Ъ и С (рис.2.16). 



Рис.2.14 




Рис.2.15 


Рис.2.16 
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Выберем на прямых Ъ и С по точке В и С так, что¬ 
бы отрезок ВС пересекал прямую (I в какой-то точ¬ 
ке А Возьмем точки В х еЬ и С, ес так, чтобы точка О 
была серединой отрезков ВВ Х и СС,, т.е. чтобы В { и С, 
были симметричны точкам В и С относительно точки О 
в плоскости а. Тогда отрезок В Х С Ѵ симметричный отно¬ 
сительно О отрезку ВС , пересечет прямую сі в точ¬ 
ке Ц, симметричной точке I) относительно О (докажи¬ 
те!). 

В силу симметричности точек В х , С х , Ц точкам В, 
С, I) имеем равенства 

ОЦ = О А 5, С, = ВС , В Х Ц = Ш). 

Возьмем теперь на прямой а любую точку А & 0 и 
соединим ее отрезками АВ , Л С, .<4 А АВ Х , АС Х и АВ Х 
с точками В, С, А В х , С х , В х . Так как аІЬ и ОВ = ОВ ѵ 
то а является серединным перпендикуляром к отрез¬ 
ку ВВ Х . Поэтому АВ - АВ Х . Аналогично АС = АС Х . Так 
как, кроме того, ВС = В Х С Х , то ААВС =ААВ Х С Х , т.е. 
/АВИ = ААВ х О х . Кроме этих равных углов, в треуголь¬ 
никах АВО и АВ х О х имеем АВ = АВ Х и 1Ш = В х О х . Но 
тогда и АО = АИ Х . 

Следовательно, точка А равноудалена от концов от¬ 
резка АО,. Так как точка О — середина отрезка ОО,, то 
прямая а — (АО) является серединным перпендикуляром 
к отрезку ОО, в плоскости .4 АО,, т.е. аАЛ. Итак, аіа. 

■ 

2.5. Построение плоскости, перпендикулярной дан¬ 
ной прямой. Признак перпендикулярности прямой и 
плоскости позволяет построить взаимно перпендикуляр¬ 
ные прямую и плоскость, т.е. доказать существование та¬ 
ких прямых и плоскостей. Начнем с построения плоско¬ 
сти, перпендикулярной данной прямой и проходящей 
через данную точку. Решим две задачи на построение, 
соответствующие двум возможностям в расположении 
данной точки и данной прямой. 

3 а д а ч а 1. Через данную точку А на данной прямой а 
провести плоскость, перпендикулярную этой прямой. 



37 



Рис.2.17 Рис.2.1 в 

Проведем через прямую а любые две плоскос¬ 
ти и в каждой их этих плоскостей через точку А прове¬ 
дем по прямой, перпендикулярной прямой а , обозна¬ 
чим их Ъ и с (рис.2.17). Плоскость а, проходящая через 
прямые бис, содержит точку А и перпендикулярна 
прямой а (по признаку перпендикулярности прямой и 
плоскости). Поэтому плоскость а искомая. Задача реше¬ 
на. 

Задача имеет лишь одно (т.е. единственное) решение. 
Действительно, допустим противное. Тогда, кроме плос¬ 
кости а через точку А проходит еще какая-нибудь пло¬ 
скость Р, перпендикулярная прямой а (рис.2.18). Возь¬ 
мем в плоскости Р любую прямую р, проходящую че¬ 
рез точку А и не лежащую в плоскости а. Проведем 
плоскость у через пересекающиеся прямые а и р. 
Плоскость у пересечет плоскость а по прямой д. Пря¬ 
мая д не совпадает с прямой р , так как д лежит в а, 
а р не лежит в а. Обе эти прямые лежат в плоскос¬ 
ти у , проходят через точку А и перпендикулярны пря¬ 
мой а ( р1.а , так как р е Р и а±Р; аналогично діл , 
так как д и <х!а). Но это противоречит известной 
теореме планиметрии, согласно которой в плоскости 
через каждую точку проходит лишь одна прямая, перпен¬ 
дикулярная данной прямой. 
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Итак, предположив, что через точку А проходят две 
плоскости, перпендикулярные прямой а , мы пришли к 
противоречию. Поэтому задача имеет единственное ре¬ 
шение. А 

3 а д а ч а 2. Через данную точку А , не лежащую на дан¬ 
ной прямой а, провести плоскость, перпендикулярную этой 
прямой. 

Через точку А проводим прямую Ь, перпенди¬ 
кулярную прямой а. Пусть В — точка пересечения а 

и Ь . Через точку В проводим еще прямую с , перпенди¬ 
кулярную прямой а (рис.2.19). Плоскость, проходящая 
через обе проведенные прямые, будет перпендикуляр¬ 
на а по признаку перпендикулярности (теорема 2). 

Как и в задаче 1, построенная плоскость единствен¬ 
ная. Действительно, возьмем любую плоскость, проходя¬ 
щую через точку А перпендикулярно прямой а . Такая 
плоскость содержит прямую, перпендикулярную пря¬ 
мой а и проходящую через точку А. Но такая прямая 

только одна. Это прямая Ь , кото¬ 
рая проходит через точку В. 
Значит, плоскость, проходящая 
через .<4 и перпендикулярная пря¬ 
мой а , должна содержать точ¬ 
ку В, а через точку В проходит 
лишь одна плоскость, перпенди¬ 
кулярная прямой а (задача 1). А 
Итак, решив эти задачи на 
построение и доказав единствен¬ 
ность их решений, мы доказали 
следующую важную теорему. 

ТеоремаЗ (о плоскости, 
перпендикулярной прямой). Через каждую точку прохо¬ 
дит плоскость, перпендикулярная данной прямой, и 
притом только одна. 

Следствие (о плоскости перпендикуляров). 
Прямые, перпендикулярные данной прямой в данной ее 
точке, лежат в одной плоскости и покрывают ее. 

□ Пусть а — данная прямая и А — какая-либо ее 

точка. Через нее проходит плоскость (Х_1_а. По определе¬ 
нию перпендикулярности прямой и плоскости она по- 
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крыта прямыми, перпендикулярными прямой а в точ¬ 
ке А , т.е. через каждую точку плоскости а в ней прохо¬ 
дит прямая, перпендикулярная прямой а. 

Допустим, что через точку А проходит прямая 
ЬАл , не лежащая в плоскости а. Проведем через нее и 
прямую а плоскость Р. Плоскость Р пересечет а по 



некоторой прямой с (рис.2.20). И так как а Ал , то с Ал 
Получается, что через точку А в 
плоскости Р проходят две пря¬ 
мые Ъ и с , перпендикулярные 
прямой а . Это невозможно. Зна¬ 
чит, прямых, перпендикулярных 
прямой а в точке А и не лежа¬ 
щих в плоскости а, нет. Все они 
лежат в этой плоскости. ■ 

Пример к следствию теоре¬ 
мы 3 дают спицы в колесе, пер¬ 
пендикулярные его оси: при вра¬ 
щении они зачерчивают плос¬ 
кость (точнее, круг), принимая все положения, перпенди¬ 
кулярные оси вращения. 

Теоремы 2 и 3 помогают дать простое решение сле¬ 
дующей задачи. 

3 а д а ч а 3. Через точку дайной плоскости провести 
прямую, перпендикулярную этой плоскости. 

Пусть даны плоскость а и точка 
ти а. Проведем в плоскости а 
через точку А какую-либо пря¬ 
мую а. Через точку А проведем 
плоскость р, перпендикулярную 
прямой а (задача 1). Плоскость р 
пересечет плоскость а по неко¬ 
торой прямой Ъ (рис.2.21). Про¬ 
ведем в плоскости Р через точ¬ 
ку А прямую с, перпендикуляр¬ 
ную прямой Ь. Так как сА.Ь и 
с Ал (поскольку с лежит в плос- 


в плоское- 
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кости Р и Р I а ), то по теореме 2 с±а . Единственность 

ее решения установлена в п.2.1. ^ 

Замечание. О построениях в пространстве. Напом¬ 
ним, что в главе 1 мы изучаем "строительную геометрию". А в 
этом пункте мы решили три задачи на построение в простран¬ 
стве. Что же понимают в стереометрии под терминами "по¬ 
строить", "провести", "вписать" и т.п.? Сначала вспомним о по¬ 
строениях на плоскости. Указав, например, как строить окруж¬ 
ность, описанную около треугольника, мы тем самым доказыва¬ 
ем ее существование. Вообще, решая задачу на построение, мы 
доказываем теорему существования фигуры с заданными свой¬ 
ствами. Это решение сводится к составлению некоторого алго¬ 
ритма построения искомой фигуры, т.е. к указанию последова¬ 
тельности выполнения простейших операций, приводящих к 
необходимому результату. Простейшие операции — это прове¬ 
дение отрезков, окружностей и нахождение точек их пере¬ 
сечения. Затем с помощью чертежных инструментов выполня¬ 
ется непосредственное построение фигуры на бумаге или на 
доске. 

Итак, в планиметрии решение задачи на построение име¬ 
ет как бы две стороны: теоретическую — алгоритм построения 
— и практическую — реализацию этого алгоритма, например, 
циркулем и линейкой. 

У стереометрической задачи на построение остается лишь 
одна сторона — теоретическая, так как нет инструментов для 
построения в пространстве, аналогичных циркулю и линейке. 

За основные построения в пространстве принимают те, 
которые обеспечиваются аксиомами и теоремами о существо¬ 
вании прямых и плоскостей. Это — проведение прямой через 
две точки, проведение плоскости (предложения п.1.1 и аксио¬ 
ма 1 п.1.4), а также построение прямой пересечения любых 
двух построенных плоскостей (аксиома 2 п.1.4). Кроме того, 
мы, естественно, будем считать, что можно выполнять плани¬ 
метрические построения в уже построенных плоскостях. 

Решить задачу на построение в пространстве — это 
значит указать последовательность основных построений, в ре¬ 
зультате которых получается нужная фигура. Обычно явно ука¬ 
зываются не все основные построения, а делаются ссылки на 
уже решенные задачи на построение, т.е. на уже доказанные 
предложения и теоремы о возможности таких построений. 

Кроме построений — теорем существования в стереомет¬ 
рии, возможны еще два вида задач, связанных с построениями. 

Во-первых, задачи на рисунке или на чертеже. Таковы за¬ 
дачи на сечения многогранников или других тел. Мы не стро¬ 
им на самом деле само сечение, а только изображаем его на 
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рисунке или чертеже, который у нас уже есть. Такие построе¬ 
ния осуществляются как планиметрические с учетом аксиом и 
теорем стереометрии и правил изображений. Задачи такого ти¬ 
па постоянно решают в черчении и в конструкторской практи¬ 
ке. 

Во-вторых, задачи на построение на поверхностях тел. За¬ 
дача: "Построить точки на поверхности куба, удаленные от дан¬ 
ной его вершины на данное расстояние" — решается с помо¬ 
щью циркуля (как?). Задача: "Построить точки на поверхности 
шара, удаленные от данной точки на данное расстояние" — 
также решается с помощью циркуля (как?). Задачи такого типа 
решают не на уроках геометрии — их постоянно решает раз¬ 
метчик, разумеется, с точностью, которой позволяют добиться 
его инструменты. Но, решая такие задачи, он опирается на гео¬ 
метрию. 

2.6. Связь между параллельностью прямых и пер¬ 
пендикулярностью прямой и плоскости. Наглядно ясно, 
что два перпендикуляра к одной плоскости параллельны, 
а плоскость, перпендикулярная к одной из параллельных 
прямых, перпендикулярна и к другой из них (рис.2.22). 

Доказав одно из этих взаимно обратных утвержде¬ 
ний, другое легко можно получить как следствие дока¬ 
занного. Сначала мы докажем первое из них. 

Т е о р е м а 4 (о параллельности перпендикуляров). 
Две прямые, перпендикулярные одной и той же плоско¬ 
сти, параллельны. 

□ Пусть две прямые <2 и Ъ перпендикулярны плос¬ 
кости а и пересекают ее соответственно в точках А и В 
(рис.2.23). Проведем через прямую а и точку В плос- 
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кость Р и покажем, что прямая Ъ также лежит в плоско¬ 
сти Р. 

В плоскости а возьмем отрезок МЫ , перпендику¬ 
лярный отрезку АВ и имеющий точку А своей середи¬ 
ной. Так как АМ = АЫ и АВ АМЫ , то ВМ = ВЫ . 

Возьмем на прямой Ь любую точку С Ф В и прове¬ 
дем отрезки СА , СМ , СЫ . Поскольку Ы.СС то треуголь¬ 
ники СВМ и СВЫ прямоугольные. Они равны, так как 
имеют общий катет СВ и равные катеты ВМ и ВЫ. 
Поэтому СМ = СЫ , т.е. треугольник СМЫ равнобед¬ 
ренный. Его медиана СА является также его высотой, 

т.е. СААМЫ. 

Итак, три прямые, проходящие через точку А, — 
АС, АВ и а — перпендикулярны прямой МЫ . По 
следствию о плоскости перпендикуляров (п.2.5) они ле¬ 
жат в одной плоскости — плоскости р. Следовательно, 
точка Сер, т.е. прямая Ь лежит в плоскости Р (как и 
прямая а). Но в этой плоскости а и Ь перпендикулярны 
одной и той же прямой АВ (так как аі-ОС , ЪА. а и пря¬ 
мая АВ лежит в плоскости а). Поэтому Ь\\0. И 

Теперь уже просто доказывается следующая теоре¬ 
ма. 

Теорема 5. (о параллели к перпендикуляру). Ес¬ 
ли одна из двух параллельных прямых перпендикуляр¬ 
на плоскости, то и другая прямая перпендикулярна 
этой плоскости. 
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П Пусть две прямые О и Ь параллельны и а_1_а 
(рис.2.24). Докажем, что Ы.О.. Прямая Ь пересекает плос¬ 
кость а в некоторой точке В (по лемме п.1.8). Проведем 
через точку В прямую с±а (задача 3 п.2.5). По теоре¬ 
ме 4 о параллельности перпендикуляров с || а . Но через 
точку В проходит лишь одна прямая, параллельная пря¬ 
мой а , — это прямая Ъ . Поэтому с = Ь, А так как с_1_а , 
ТО Ы.О.. ■ 

Теоремы 4 и 5 позволяют дать простое доказательст¬ 
во утверждению о том, что две прямые, паралльные 
третьей прямой, параллельны (см. п. 1.8). 

Действительно, пусть две прямые а и Ь парал¬ 
лельны прямой С. Докажем, что а\\Ь. Проведем плос¬ 
кость а, перпендикулярную прямой с (рис.2.25). По тео¬ 
реме 5 о параллели к перпендикуляру а±а и Ы.а . А то¬ 
гда по теореме 4 о параллельности перпендикуляров 
а\\Ь.Ш 

2.7. Теорема о прямой, перпендикулярной плоско¬ 
сти. Теорема 5 о параллели к перпендикуляру позволяет 
доказать следующую основную теорему о прямой, пер¬ 
пендикулярной плоскости. 

Теорема 6. Через каждую точку проходит пря¬ 
мая, перпендикулярная данной плоскости, н притом 
только одна. 

□ Пусть даны точка А и 
плоскость а (рис.2.26). Прове¬ 
дем через какую-либо точку 
этой плоскости перпендикуляр¬ 
ную ей прямую а (задача 3 
п.2.5). Если прямая а проходит 
через точку А, то она иско¬ 
мая прямая. Если это не так, 
то проведем через точку А 
прямую Ъ, параллельную пря¬ 
мой а . По теореме 5 о парал¬ 
лели к перпендикуляру Ыа. . Итак, мы построили пря¬ 
мую, проходящую через точку А и перпендикулярную 
плоскости а. Единственность такой прямой установлена 
в п.2.1. ■ 
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Рис. 2.27 

Согласно доказанной теореме 6 все пространство 
покрыто параллельными друг другу прямыми (рис.2.27а). 
Точно так же пространство (согласно теореме 3 п.2.5) за¬ 
полняется плоскостями, перпендикулярными заданной 
прямой (рис.2.276). Эти плоскости параллельны друг дру- 
гу. 

2.8. Перпендикулярность плоскостей. Напомним, что 
плоскости а и Р называются перпендикулярными, если 
угол между ними прямой. А угол этот определяется так. 
Берут точку О на прямой С , по которой пересекаются 
плоскости а и Р, и проводят через нее в плоскостях а 
и Р прямые аіс и Ы.С (рис. 1.9а). Углом между а и Ь и 
измеряется угол между (X и р. Когда этот угол прямой, 
то говорят, что плоскости а и Р взаимно перпендику¬ 
лярны и пишут аХР . 

Вы, конечно, уже заметили, что когда аХР , то из 
трех прямых а, Ь , с любые две взаимно перпендику¬ 
лярны (рис.2.28). В частности, аІЬ и аХс. Поэтому аХР 
(по признаку перпендикулярности прямой и плоскости). 
Аналогично, Ы. а. 

Итак, каждая из двух взаимно перпендикулярных 
плоскостей содержит перпендикуляр к другой плоскости. 
Более того, эти перпендикуляры заполняют взаимно пер¬ 
пендикулярные плоскости, (рис.2.29). 

Докажем последнее утверждение. Действительно, 
если через любую точку плоскости СХ провести прямую 
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/ || а, то /_І_Р (по теореме 5 о параллельности перпенди¬ 
куляров). 

А для признака перпендикулярности плоскостей дос¬ 
таточно одного перпендикуляра к плоскости. 

Теорема 7. (признак перпендикулярности плос¬ 
костей). Если плоскость проходит через перпендикуляр 
к другой плоскости, то эти плоскости взаимно перпен¬ 
дикулярны. 

□ Пусть плоскость а содержит прямую а , перпен¬ 
дикулярную плоскости Р (рис.2.28). Тогда прямая а пе¬ 
ресекает плоскость Р в точке О. Точка О лежит на пря¬ 
мой С, по которой пересекаются а и р. Проведем в 
плоскости Р через точку О прямую Ы.С. Так как а1$ 
и Ь лежит в плоскости Р, то а±Ь . Следовательно, а±Р . 
■ 

Данный признак имеет простой практический 
смысл: плоскость двери, навешенной на перпендикуляр¬ 
ный полу косяк, перпендикулярна плоскости пола при 
любых положениях двери (рис.2.1). Другое практическое 
применение этого признака: когда требуется проверить, 
вертикально ли установлена плоская поверхность (стена, 
забор и т.п.), то это делают с помощью отвеса — веревки 
с грузом. Отвес всегда направлен вертикально, и стена 
стоит вертикально, если в любом ее месте отвес, распо¬ 
лагаясь вдоль нее, не отклоняется. 
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При решении задач, в которых встречаются перпен¬ 
дикулярные плоскости, часто используются следующие 
три предложения. 

Предложение 1. Прямая, лежащая в одной из 
двух взаимно перпендикулярных плоскостей и перпенди¬ 
кулярная их общей прямой, перпендикулярна другой плос¬ 
кости. 

□ Пусть плоскости СХ и Р взаимно перпендикуляр¬ 
ны и пересекаются по прямой С . Пусть, далее, прямая а 
лежит в плоскости а и аіс (рис.2.28). Прямая а пересе¬ 
кает прямую С в некоторой точке О. Проведем через 
точку О в плоскости Р прямую Ь , перпендикулярную 
прямой С. Так как аір , то а 16. Поскольку аІЬ и 

аіс , то аір (по теореме 2). ■ 

Второе предложение обратно первому. 

П р е д л о ж е н и е 2. Прямая, имеющая общую 
точку с одной из двух взаимно перпендикулярных плоско¬ 
стей и перпендикулярная другой плоскости, лежит в пер¬ 
вой из них. 

□ Пусть плоскости СХ и Р взаимно перпендикуляр¬ 
ны, прямая а А. Р, а также 
прямая а имеет с плоско¬ 
стью а общую точку А 
(рис.2.30). Через точку А в 
плоскости а проведем пря¬ 
мую / , перпендикулярную 
прямой С — линии пере¬ 
сечения плоскостей а и Р. 
Согласно предложению 1 
/_1Р. Поскольку в прост¬ 
ранстве через каждую точ¬ 
ку проходит лишь одна прямая, перпендикулярная дан¬ 
ной плоскости, то прямые а к I совпадают. Так как / ле¬ 
жит в плоскости СХ , то и О лежит в плоскости СХ . И 

ПредложениеЗ. Если две плоскости, перпен¬ 
дикулярные третьей плоскости, пересекаются, то пря¬ 
мая их пересечения перпендикулярна третьей плоскости. 
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□ Пусть две плоскости а 
и Р, пересекающиеся по пря¬ 
мой а, перпендикулярны плос¬ 
кости у (рис.2.31). Тогда че¬ 
рез любую точку прямой а 
проведем прямую, перпендику¬ 
лярную плоскости у . Соглас¬ 
но предложению 2, эта прямая 
лежит и в плоскости а, и в 
плоскости Р, т.е. совпадает с 
прямой а. Итак, <3_1_у. ■ 

2.9. Ортогональное проектирование. Мы постоянно 
встречаемся с различными способами проектирования 
(или, как еще говорят, проецирования) как в математике, 
так и в быту: оно применяется при изображении про¬ 
странственных фигур на плоскости, в частности, при фо¬ 
тографировании и в кино; тени от предметов являются 
их проекциями; на проектировании основано введение 
координат как на плоскости, так и в пространстве, изго¬ 
товление чертежей, планов и т.д. Об одном из способов 
проектирования — параллельном проектировании — уже 
говорилось в п. 1.9. Сейчас мы рассмотрим самый про¬ 
стой, но наиболее важный из способов проектирования в 
пространстве — ортогональное проектирование ("ортого¬ 
нальный” в переводе и значит — "прямоугольный"). В 
этом пункте мы будем говорить просто о проектирова¬ 
нии, имея в виду ортогональное проектирование. 

О проекции точки и проекции наклонной на плос¬ 
кость уже говорилось в п.2.1. 

Проекцией же фигуры Р на 
плоскость а называется фи¬ 
гура Р' , состоящая из проек¬ 
ций всех точек фигуры Р на 
эту плоскость а (рис.2.32). 

Преобразование фигуры Р , 
сопоставляющее каждой точ¬ 
ке X фигуры Р ее про¬ 
екцию X' €(Х, называется 
проектированием (или про¬ 
ецированием) фигуры Р на 




Рис.2.32 
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ПЛОСКОСТЬ а. 

Поскольку все прямые, пер¬ 
пендикулярные к одной плоско¬ 
сти, параллельны друг другу, 
то ортогональное проектирование 
на плоскость является частным 
случаем параллельного проекти¬ 
рования и обладает всеми свойст¬ 
вами параллельного проектирова¬ 
ния. 

Кроме точек и отрезков, ри¬ 
суя изображения сферы, цилинд¬ 
ра или конуса, мы будем встречаться с проекцией ок¬ 
ружности на плоскость (когда плоскость окружности не 
перпендикулярна и не параллельна плоскости проекции). 
Кривая, которая является проекцией окружности в этом 
случае, называется эллипсом (рис.2.33). Эллипсом являет¬ 
ся и параллельная проекция окружности на плоскость 
(если направление проектирования не параллельно плос¬ 
кости окружности). Окружность является частным слу¬ 
чаем эллипса. Эллипсы обладают многими замечательны¬ 
ми свойствами. Эллипс имеет центр симметрии и две 
взаимно перпендикулярные оси симметрии. По эллипсам 
(эллиптическим орбитам) двигаются планеты вокруг 
Солнца. Солнце, однако, находится не в центре эллипса 
_орбиты планеты, а в точке, называемой фокусом эл¬ 
липса. 

Ортогональное проектирование на одну, две и три 
плоскости широко используется в технике, в черчении. 
Изображение предмета в проекциях позволяет судить о 
его устройстве, без чего часто невозможно ни конструи¬ 
рование предмета, ни его изготовление. 

В дальнейшем, говоря "проекция" или проектирова¬ 
ние", мы имеем в виду ортогональное проектирование и 
ортогональную проекцию, если нет специальных огово¬ 
рок. 

На ортогональном проектировании основан такой 
важный для инженеров раздел прикладной математики, 
как начертательная геометрия. Начертательная геомет¬ 
рия была создана знаменитым французским математи¬ 
ком Гаспаром Монжем (1746—1818). В ее основе лежит 
идея о том, что положение любой точки пространства 
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Рис.2.36 
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можно задать ее ортогональными проекциями на две вза¬ 
имно перпендикулярные плоскости а! и а 2 (рис.2.34). 

Повернем плоскость а, вокруг прямой X пере¬ 
сечения плоскостей а, и а 2 в направлении, указанном 
на рисунке 2.34, до совпадения с плоскостью а 2 . После 
такого поворота обе плоскости изобразятся на одном и 
том же чертеже, называемом эпюром (рис.2.35). 

Прямая X называется осью проекции. Плоскости а! 
И а 2 разбивают все пространство на четыре четверти — 
квадранта. В зависимости от того, в каком квадранте ле¬ 
жит точка А, изображения ее проекций А х и А 2 на эпю¬ 
ре находятся выше или ниже оси проекции (рис.2.36), 
причем всегда отрезок А х А 2 перпендикулярен прямой X. 


грия 
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Ясно, что если на эпюре заданы изображения А х 
и А 2 проекций точки А, то они однозначно определяют 

положение точки А в пространстве. 

Тем самым метод Монжа дает возможность строить 
эпюр по данной фигуре и, наоборот, восстановить фигу¬ 
ру по ее изображению на эпюре. Сам Монж так опреде¬ 
лял предмет начертательной геометрии: 

"Начертательная геометрия преследует две цели: во- 
первых, дать методы для изображения на листе чертежа, 
имеющего только два измерения, а именно длину и ши¬ 
рину, любых тел природы, имеющих три измерения 
длину, ширину и высоту, при условии, однако, что эти те¬ 
ла могут быть точно заданы. 

Во-вторых, дать способ на основании точного изо¬ 
бражения определять формы тел и выводить все законо¬ 
мерности, вытекающие из их формы и взаимного распо¬ 
ложения". 

Г. М о н ж был не только геометром, но и общест¬ 
венным деятелем в период французской буржуазной ре¬ 
волюции. Он был морским министром и организатором 
национальной обороны, одним из создателей Политех¬ 
нической школы в Париже. 


§3. ПАРАЛЛЕЛЬНОСТЬ ПРЯМЫХ И ПЛОСКОСТЕЙ 

3.1. Простейшие предложения о параллельности. О 
параллельности прямых и плоскостей уже говорилось 
в §1. Напомним, что две плоскости называются парал¬ 
лельными, если они не имеют общих точек. Аналогично, 
прямая и плоскость параллельны, если они не имеют об- 




Рис.з.І 


Рис.3.2 
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щих точек. На ребрах и гранях наклонного параллелепи¬ 
педа (рис.3.1) видны все соотношения параллельности 
прямых и плоскостей и хорошо иллюстрируются предло¬ 
жения о параллельности. В тех же случаях, когда речь 
пойдет о соотношениях между параллельностью и пер¬ 
пендикулярностью, следует обращаться к ребрам и гра¬ 
ням прямоугольного параллелепипеда (рис.3.2) или куба. 

Начнем с двух простейших утверждений о парал¬ 
лельности, справедливость которых вытекает непосредст¬ 
венно из определений параллельных прямых и плоско¬ 
стей. 


Предложение 1. Прямые, по которым две па¬ 
раллельные плоскости пересекают третью плоскость, 
параллельны (рис.3.3). 

Предложение 2. 

Прямая, лежащая в одной из 
двух параллельных плоскостей, 
параллельна другой из этих 
плоскостей (рис.3.4). 

Чуть сложнее доказыва¬ 
ются еще три предложения. 

Предложение 3. 

Если прямая пересекает одну 
из двух параллельных плоско¬ 
стей, то она пересекает и 
другую плоскость. 

Действительно, пусть плоскости а и (3 параллельны 
и прямая а пересекает плоскость а в точке А (рис.3.5). 
Проведем плоскость у через прямую а и любую точ- 
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ку В плоскости Р. Тогда у пересекает а и Р по парал¬ 
лельным прямым бис (по предложению 1). В плоско¬ 
сти у прямая а пересекает одну из этих прямых в точ¬ 
ке А, а потому пересекает и параллельную ей прямую в 
некоторой точке С. В этой точке С и пересекает пря¬ 
мая а плоскость Р. ■ 

Предложение 4. (признак параллельности 
прямой и плоскости). Если прямая параллельна некоторой 
прямой, лежащей в данной плоскости, но сама не содер¬ 
жится в этой плоскости, то она параллельна данной 
плоскости. 

Действительно, пусть прямая О параллельна пря¬ 
мой Ъ , лежащей в плоскости а, но сама не лежит в 
плоскости а (рис.3.6). Если бы прямая а. пересекала 
плоскость а, то точка их пересечения не лежала бы на 
прямой Ъ (так как а||б). А тогда, по признаку 2 из п.1.6, 
следовало бы, что прямые а и Ъ скрещиваются, что про¬ 
тиворечит условию. Поэтому прямая О. не пересекает 
плоскость а, т.е. а||а. И 

Предложение 5. Если в одной из двух пересе¬ 
кающихся плоскостей, лежит прямая, параллельная дру¬ 
гой плоскости, то эта прямая параллельна линии их пе¬ 
ресечения. 

Действительно, пусть плоскости (X и Р пересекают¬ 
ся по прямой а ив плоскости (X лежит прямая Ь , кото¬ 
рая параллельна плоскости Р (рис.3.7). Прямая Ь не пе- 
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ресекает прямую а , так в этом слу¬ 
чае она пересекла бы плоскость Р. Так 
как а и Ъ лежат в одной плоскости а, 
то а \\Ъ. ■ 

Следствием предложений 4 и 5 яв¬ 
ляется следующее утверждение: 

Предложение 6. Если, две 
пересекающиеся плоскости проходят 
через параллельные прямые, то прямая 
их пересечения параллельна этим пря¬ 
мым (рис.3.8). 

3.2. Параллельность и перпендику¬ 
лярность. Две теоремы о связи параллельности и перпен¬ 
дикулярности в пространстве мы уже доказали в п.2.6: 
это теорема 4 о параллельности перпендикуляров и тео¬ 
рема 5 о параллели к перпендикуляру. Если в этих теоре¬ 
мах поменять местами слова "прямая" и "плоскость", то 
получим еще два предложения о соотношении параллель¬ 
ности и перпендикулярности в пространстве. 

Предложение?, (первый признак параллель¬ 
ности плоскостей). Две плоскости, перпендикулярные од¬ 
ной прямой, параллельны (рис.3.9). 

Действительно, такие плоскости не имеют общей 
точки. В противном случае мы пришли бы к противо¬ 
речию с утверждением единственности в теореме 3 
(п.2.5). ■ 

Предложение 8. Прямая, перпендикулярная 
одной из двух параллельных плоскостей, перпендикулярна 
и другой из них. 




Рис.3.9 


Рис.3.10 



54 


Действительно, пусть плоскости ОС и Р параллельны 
и прямая аХа (рис.3.10). Согласно предложению 2 
(п.3.1), прямая а пересекает и плоскость Р в некоторой 
точке В . Возьмем любую прямую Ь в плоскости Р, про¬ 
ходящую через точку В, и проведем плоскость у через 
прямые а и Ъ . Плоскость у пересечет плоскость ос по 
прямой ц, параллельной прямой Ь (предложение 1 п.3.1). 
Кроме того аід, так как аХос. Из соотношений Ъ ||^ и 
<7 Ха для прямых а , Ъ , ц , лежащих в плоскости у , сле¬ 
дует, что 6 Ха. Поэтому аХР (по определению перпенди¬ 
кулярности прямой и плоскости). И 

3.3. Основная теорема о параллельных плоскостях. 
Аналогом аксиомы о параллельных прямых на плоскости 
в стереометрии является следующая теорема. 

Теоремаі. Через каждую точку, не лежащую 
на данной плоскости, проходит плоскость, параллель¬ 
ная данной, и притом только одна. 

□ Пусть точка А не лежит в плоскости а (рис.3.11). 
Опустим из точки А перпендикуляр АВ на плоскость а 
(теорема 6 п.2.7) и через точку А проведем плоскость Р, 
перпендикулярную прямой АВ (теорема 3 п.2.5). Плоско¬ 
сти а и Р параллельны (предложение 7 п.3.2). Существо¬ 
вание искомой плоскости доказано. Докажем ее единст¬ 
венность. Пусть у — некоторая плоскость, проходящая 




Рис.3.11 


Рис.3.12 
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через точку А и параллельная плоскости а. Так как 
у ||а и АВА. а, то уААВ (предложение 8 п.3.2). Но 
через точку А может проходить лишь одна плоскость, 
перпендикулярная прямой АВ (теорема 3. п.2.5). Поэто¬ 
му у совпадает с Р. ■ 

Следствие 1. Если плоскость пересекает одну 
из параллельных плоскостей, то она пересекает и вто¬ 
рую из них (рис.3.12). 

Следствие 2. Две плоскости, параллельные 
третьей плоскости, параллельны. 

3.4. Второй признак параллельности плоскостей. 
Параллельность противоположных граней наклонного па¬ 
раллелепипеда или оснований призмы можно установить, 
используя следующий признак параллельности плоско¬ 
стей. 

Теорема 2. Если две пересекающиеся прямые, 
лежащие в одной плоскости, параллельны соответствен¬ 
но двум пересекающимся прямым, лежащим в другой 
плоскости, то эти плоскости параллельны. 

□ Пусть в плоскости а лежат прямые а и Ъ , пере¬ 
секающиеся в точке О, а в плоскости Р лежат парал¬ 
лельные им пересекающиеся прямые а, и Ъ х : а х \\а и 
Ь Х \\Ъ (рис.3.13). Докажем, что а||р. Так как а\\а х , то 
а||Р, а так как Ь\\Ь Х , то 6||Р. Допустим, что плоскос¬ 
ти а и Р пересекаются по прямой С (рис.3.14). Тогда 
а||с и Ъ\\с (согласно предложению 5. п.3.1). Но через 



Рис.3.13 


Рис.3.14 
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А А' X, 








Ргіс.3.20 


одну точку О не могут проходить две прямые а и Ь , па¬ 
раллельные прямой С. Это противоречие возникло из-за 
предложения, что а и Р пересекаются, Поэтому а || Р . ■ 
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3.5. Расстояние и параллельность. Вообще, расстоя¬ 
ние между двумя фигурами (например, расстояние меж¬ 
ду двумя островами) — это расстояние между ближайши¬ 
ми точками А х и А 2 этих фигур (рис.3.15). Расстояние 

между фигурами Р х и Р 2 обозначаем символом ^ Р 2 1. 

Очевидно, что расстояние между параллельными прямы¬ 
ми — это длина их общего перпендикуляра (рис.3.16). 
Все общие перпендикуляры двух параллельных пря¬ 
мых равны друг другу (как противоположные стороны 
прямоугольника). По той же причине равны друг другу 
все общие перпендикуляры параллельных плоскостей 
(рис.3.17), и длины этих перпендикуляров меньше длины 
любого наклонного отрезка, соединяющего точки парал¬ 
лельных плоскостей (рис.3.18). Поэтому и расстояние ме¬ 
жду параллельными плоскостями равно длине любого их 
общего перпендикуляра. Эти перпендикуляры заполняют 
слой между параллельными плоскостями. Иначе говоря, 
параллельные плоскости проходят на постоянном рас¬ 
стоянии друг от друга или слой между параллельными 
плоскостями имеет всюду одинаковую толщину. Парал¬ 
лельность плоскостей так и проверяют, измеряя толщину 
слоя между этими плоскостями. 

Так измеряют и высоту призмы, основания которой 
лежат в параллельных плоскостях. А именно, высотой 
призмы называется перпендикуляр, опущенный из лю¬ 
бой точки основания призмы на плоскость другого ее ос¬ 
нования, а также его длина. 

И о прямой, параллельной плоскости, можно ска¬ 
зать, что она идет на постоянном расстоянии от плоско¬ 
сти, так как длины всех их общих перпендикуляров рав¬ 
ны друг другу (рис.3.19). 

А у скрещивающихся прямых а и Ь лишь один об¬ 
щий перпендикуляр АВ , длина которого и является рас¬ 
стоянием между а и Ь (рис.3.20). Чтобы построить его, 
надо спроектировать прямую Ь на плоскость а, прохо¬ 
дящую через прямую а и параллельную прямой Ъ 
(рис.3.21). Точка пересечения прямой а с проекцией Ъ' 
прямой Ь и будет точка А. Но вернемся к параллельным 
прямым и плоскостям. 
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Параллельные прямые (плоскости) определяются как 
прямые (плоскости), которые не пересекаются (на всем 
их бесконечном протяжении). Но реально мы имеем дело 
с конечными отрезками прямых и конечными кусками 
плоскостей, хотя бы и не идеальными, но прямыми и 
плоскими с той или иной точностью. Параллельность 

противоположных краев пола 
или доски, двух рельсов и 
т.п., так же как параллель¬ 
ность пола и потолка, двух 
противоположных стен или 
междуэтажных перекрытий, 
устанавливается не тем, что 
получается при их беско¬ 
нечном продолжении. Ника¬ 
кой плотник не продолжает 
краев доски до бесконечнос- 
Ри.с.3.21 хи, как и строители, даже 

мысленно, не продолжают ни междуэтажных перекры¬ 
тий, ни стен дома. Словом, на самом деле в теории па¬ 
раллельных прямых и плоскостей важны и имеют реаль¬ 
ный смысл те свойства, которые относятся к их ко¬ 
нечным отрезкам и кускам. По этим же свойствам произ¬ 
водится построение параллельных прямых и плоскостей, 
а в реальности — их конечных кусков. 

Важнейшим среди таких свойств, характеризующих 
параллельность прямых (плоскостей), является постоянст¬ 
во расстояния, т.е. равноудаленность точек одной прямой 
(плоскости) от другой. По доказанной теореме все общие 
перпендикуляры двух параллельных плоскостей равны. 

Выполняется также обратное утверждение. 

Концы равных перпендикуляров к данной плоскости , 
расположенные с одной стороны от нее, лежат в одной 
плоскости, параллельной данной, и заполняют ее. Дока¬ 
жите это самостоятельно. 

Реальным воплощением отрезков, о которых идет 
речь, могут представляться столбы и колонны, стоящие 
на основании здания и подпирающие параллельное 
ему перекрытие. На колонны равной высоты опирается 
верхняя плоскость здания, например греческого храма 
(рис.3.22). И в современном строительстве сплошь и ря¬ 
дом укладывают междуэтажные перекрытия на верти- 




59 



Рис.3.22 Рис.3.23 

кальных столбах равной высоты. Их верхние концы ока¬ 
зываются в плоскости, параллельной той, где лежат их 
основания (рис.3.23). 

3.6. Сонаправленность лучей и угол между прямы¬ 
ми. С параллельностью связано не только постоянство 
расстояний, но и равенство углов между параллельны¬ 
ми фигурами и пересекающей их прямой или плоско¬ 
стью. Вспомните, что именно так формулируются в пла¬ 
ниметрии различные признаки параллельности прямых 
(рис.3.24). В основе аналогичных утверждений в стерео¬ 
метрии (а также затем и в теории векторов) лежат два 
важных предложения о сонаправленных лучах. 

Сонаправленность двух лучей определяется так же, 
как и в планиметрии. Два луча называются сонаправлен¬ 
ными или одинаково направленными, если либо один из 
них содержит другой, либо они лежат на параллельных 
прямых по одну сторону от прямой, проходящей через 
их начала (рис.3.25). Сонаправленные лучи р тл Ц обоз¬ 
начаются так: р ТТ ^ . Угол между сонаправленными лу¬ 
чами полагается равным 0°. 

Если лучи р и ^ не сонаправлены и имеют общее 
начало, то они являются сторонами плоского угла 
(рис.3.26), и угол между ними — это величина этого плос¬ 
кого угла. 
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Наконец, в общем случае, когда лучи р и ^ не сона¬ 
правлены и имеют различные начала (рис.3.27), поступа¬ 
ют так: из любой точки О проводят лучи р' и?', сона¬ 
правленные соответственно с лучами р ид. Углом меж¬ 
ду лучами р и ^ называется угол между лучами р' и?'. 
Угол между лучами р тл Ц обозначается так: /.рц . 

Корректность данного определения, т.е. независи¬ 
мость угла между лучами р' и от выбора точки О, и 
вытекает из тех двух предложений, о которых уже было 
сказано. Докажем их. 

Л е м м а 1. Углы, стороны которых соответственно 
сонаправлены, равны. 

□ Пусть даны два угла с вершинами в точках О и и 
и соответственно сонаправленными сторонами р^ р' 
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и Я^Я' (рис.3.28). Если данные углы лежат в одной 
плоскости, то утверждение леммы известно из планимет¬ 
рии. Поэтому рассмотрим лишь случай, когда рассматри¬ 
ваемые углы не лежат в одной плоскости. 

Отложим на сонаправленных сторонах этих углов рав¬ 
ные отрезки: ОА = О'А' на р и р' и ОВ = О'В' на ^ 
и ^'соответственно. Проведем отрезки 00 ', АА ', ВВ', 
АВ и А'В’ . Так как 0А=0'А' и 0А\\0'А’ , то 
четырехугольник ОА А' О' — параллелограмм. Поэтому 
00' = АА' и ОО'ЦАА'. Аналогично 00' = ВВ' и 
00'\\ВВ'. Поэтому АА' — ВВ' и АА'\\ВВ' , т.е. четы¬ 
рехугольник АВВ'А' —параллелограмм. Следовательно, 
АВ = А' В'. 

Итак, в треугольниках ОАВ и О'А'В' соответст¬ 
венные стороны равны. Но тогда в них равны и соответ¬ 
ственные углы. Значит, /АОВ = /А' О'В ', т.е. /р д = 

= /р'д'.и 

А е м м а 2. Два луча, сонаправленные с третьим, 
сонаправлены. 

□ Пусть лучи а и Ъ сонаправлены с лучом С . Пока¬ 
жем, что а ТТ Ъ . Так как а ТТ с , то они перпендикулярны 
некоторой плоскости а и лежат с одной стороны от 
плоскости а . Аналогично лучи Ъ и С перпендикулярны 
некоторой плоскости (3 и лежат с одной стороны от 




Рис.3.30 


Рис.3.31 


плоскости р. Так как а и Р перпендикулярны одному 
лучу С , то а || Р (рис.3.29) или а = Р. Пусть плоскость а 
удалена от начала луча С дальше, чем плоскость Р. Тогда 
все лучи а, Ь, С лежат с одной стороны от плоскости а 
и все перпендикулярны ей (по теоремам о параллельно¬ 
сти перпендикуляров и о параллели к перпендикуляру из 
п.2.6). Поэтому а ТТ 6 . ■ 

Из лемм 1 и 2 вытекает корректность определения 
угла между лучами. Теперь мы можем определить угол 
между прямыми в пространстве как меньший из двух уг¬ 
лов между лучами, параллельными этим прямым. 

Согласно этому определению, угол между параллель¬ 
ными прямыми равен 0 . Для пересекающихся прямых 
это определение дает величину не тупого угла из па¬ 
ры вертикальных углов, образованных этими прямыми 
(рис.3.30). 

Если же прямые скрещиваются, то, чтобы найти 
угол между ними, можно поступить так: через любую 
точку провести прямые, параллельные данным, и найти 
угол между этими прямыми (рис.3.31). 

В частности, теперь можем говорить о взаимно пер¬ 
пендикулярных скрещивающихся прямых (а также лучах), 

если угол между ними равен 90 . Взаимно перпендику¬ 
лярными называем и отрезки, лежащие на взаимно пер¬ 
пендикулярных прямых. 

При таком расширении понятия перпендикулярно¬ 
сти прямых, лучей и отрезков остаются справедливыми 
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доказанные ранее теоремы, в которых перпендикуляр¬ 
ность рассматривалась лишь для пересекающихся пря¬ 
мых, лучей и отрезков: признак перпендикулярности 
прямой и плоскости (теорема 2. п.2.4) и теорема о трех 
перпендикулярах (теорема 1 п.2.3). Убедитесь в этом! В 
дальнейшем мы будем применять эти теоремы именно в 
этом более широком смысле. Так, например, для того 
чтобы установить перпендикулярность прямой а и плос¬ 
кости а, теперь можно найти на этой плоскости любые 
две пересекающиеся прямые, перпендикулярные пря¬ 
мой а. Эти прямые могут а не пересекать. 

3.7. Параллельность и углы. Следует рассмотреть 
три возможности: 1) две параллельные прямые и плос¬ 
кость (рис.3.32); 2) две параллельные плоскости и пря¬ 
мая (рис.3.33); 3) две парал¬ 
лельные плоскости и пересе¬ 
кающая их третья плоскость 
(рис.3.34). Им соответствуют 
следующие предложения. 

Предложение 9. 

Две параллельные пряные об¬ 
разуют с данной плоскостью 
равные углы. 

Действительно, пусть пря¬ 
мые а и Ъ параллельны и а 
— некоторая плоскость. Рас¬ 
смотрим случай, когда прямые а и Ъ не параллельны и 
не перпендикулярны плоскости а (рис.3.35). Спроекти- 






64 


руем прямые а и Ъ на плоскость а в прямые а' и Ъ . 
Так как а\\Ь , то а* \\Ѵ или а' = Ъ'. В обоих случаях 
Ааа' = /.ЪЪ '. Но этими углами и измеряются углы меж¬ 
ду прямыми а и Ъ и плоскостью а . Поэтому ДЛЯ рас¬ 
сматриваемого случая предложение 9 доказано. В случае 
параллельности одной из прямых плоскости а углы меж¬ 
ду прямыми а и Ъ и плоскостью а равны 0 , а для 

случая перпендикулярности — эти углы равны 90 . ■ 

Предложение 10. Углы, которые образует 
прямая с каждой из двух параллельных плоскостей, рав- 
ны. 

Действительно, пусть плоскости аир параллельны 
и а — некоторая прямая. Если а перпендикулярна од¬ 
ной из плоскостей а или (3, то а перпендикулярна и 
второй из них, и в этом случае углы между прямой а и 
плоскостями а и Р равны 90° . В случае параллельности 
прямой а одной из плоскостей а или Р углы между 

прямой а и этими плоскостями будут равны 0 . Оста¬ 
лось рассмотреть общий случай, когда прямая а пересе¬ 
кает плоскости а и р и не перпендикулярна к ним. То¬ 
гда через любую точку прямой а проведем прямую Ъ , 
перпендикулярную плоскостям а и Р, и через прямые а 
и Ъ проведем плоскость у (рис.3.36). Плоскость у пере¬ 
сечет плоскости а и р по параллельным прямым а' 




Рис.3.35 
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и а ", которые являются про¬ 
екциями прямой а на плос¬ 
кости а и (3. Так как 

Ааа' = Ааа" (как соответст¬ 
венные углы при параллель¬ 
ных прямых а' и а" и секу¬ 
щей а), а этими углами изме¬ 
ряются углы между прямой а 
и плоскостями а и |3, то 
предложение 10 доказано. И 

Предложение 11. 

Если плоскость пересекает две параллельные плоскости, 
то углы, которые она образует с этими плоскостями, 
равны. 

Действительно, пусть параллельные плоскости а 
и Р пересекает плоскость у по параллельным прямым а 
и Ъ (рис.3.37). Любая плоскость, перпендикулярная пря¬ 
мым а и Ъ , пересекает плоскости а и Р по параллель¬ 
ным прямым С и с?, а плоскость у по некоторой пря¬ 
мой / — секущей для этих прямых С и сі . Поскольку 
Хсі = Асіі , а этими углами и измеряются углы между 
плоскостями а и Р и плоскостью у , то предложение 11 
доказано. ■ 



ЗАДАЧИ С РЕШЕНИЯМИ 
ЗАДАЧИ К §1 

1.1. Пусть РАВС — тетраэдр. Нарисуйте его сечение 
плоскостью {ХѴ2 ), если точка X лежит внутри ребра РВ, 

точка У лежит внутри ребра АС , точка X лежит внутри 
ребра АВ. 

Сечение многогранника — многоугольник. Он опреде¬ 
ляется своими вершинами. Его вершинами являются точки, в 
которых плоскость сечения пересекается с ребрами многогран¬ 
ника. Если какие-то из этих точек пересечения лежат в одной 
грани многогранника, то соединив их, получим сторону ис- 


“Трия 
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Рис.РЗ.1 


комого сечения. Естественно на¬ 
чинать построение сечения с про¬ 
ведения таких отрезков, если они 
есть. Поэтому проведем отрезки 
XI и У2 — две стороны иско¬ 
мого сечения (рис.РЗ.1). 

Для нахождения других его 
сторон можно действовать по-раз¬ 
ному. Вот один из способов. По¬ 
смотрим, где плоскость сечеиия 
пересекает прямые, содержащие 
ребра тетраэдра. В данном случае 
нас могут интересовать прямые 
ВС , РС , РА . Выберем одну из 


них пусть это будет (РА) . Внимание! Сейчас главный момент 
решения! Эта прямая будет пересекать плоскость сечения в той 
точке! в которой она пересекает пря^лежа^о в_плоо,ос™ 
сечения. Найдем точку пересечения (РА) с (Х2) Р 


мые лежат в плоскости РАВ 


и, судя по рисунку (?), не являют- 



Пусть Т — общая точка пря¬ 
мых РА и XI , а значит, точка, в 
которой прямая РА пересекается 
с плоскостью ХУ2 (рис.Р3.2). 

Точка Т дает нам также об¬ 
щую точку плоскости сечения и 
плоскости РАС — ведь (РА) ле¬ 
жит в (РАС). А одна такая точ¬ 
ка, общая для (РАС) и плоскости 
сечения, уже есть — это точка У . 
Тогда прямая УТ является общей 
для этих плоскостей. На нашем 


рисунке она пересекает ребро РС . Обозначим точку их пере¬ 
сечения через К . Теперь, осталось только соединить точку К 

с точкой X , и нужное сечение нарисовано. 

Можно былобы действовать несколько иначе _Например, 

можно сначала найти точку пересечения прямой ВС с плоско¬ 
стью сечения — результат был бы один и тот же (7). 

И наконец о том, почему у нас получилось такое построе¬ 
ние. Ведь^огло бы оказаться, что тех точек пересечения, кото¬ 
рые мы ищем, просто нет! Прямая РА вполне может быть па- 
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раллельна (Х2 ) при соответствующем выборе точек. Как быть 
тогда? 

1.2. Дано и попарно скрещивающихся прямых. Докажи¬ 
те, что: а) существуют точки, не лежащие иа этих прямых; 

б) существует плоскость, которая пересекает каждую из иих; 

в) существует прямая, которая скрещивается с каждой из них. 

^ а) Проведем плоскость через одну из данных прямых. 
Остальные прямые либо пересекают эту плоскость, либо не 
имеют с ней общих точек — других случаев расположения 
быть не может. Как бы там ни было, в проведенной плоскости 
найдутся точки, не принадлежащие данным прямым (?). 

б) Выберем точку в пространстве и проведем через нее 
прямые, параллельные каждой из данных прямых. Найдется 
плоскость, которая пересекает все эти прямые (?). Но тогда она 
пересекает и все данные прямые (?). 

А вот решение, основанное на наглядных соображениях. 
Через одну из данных прямых проведем плоскость. Если нам 
повезет, то она будет пересекать все остальные данные пря¬ 
мые. Если нет и найдутся прямые, которых она не пересекает, 
то будем поворачивать нашу плоскость вокруг прямой, через 
которую она была проведена, пока не добьемся нужного нам 
положения. Осталось добиться того, чтобы плоскость пересека¬ 
ла и первоначально взятую прямую. Но ведь таким поворотом 
этого не добиться! Как же быть? А мы эту плоскость "чуть-чуть 
пошевелим" так, чтобы она уже не содержала первую прямую, 
а пересекала ее — этого можно добиться также поворотом, но 
только вокруг другой прямой (какой?). Ясно, что при таком "ма¬ 
лом шевелении" можно считать, что взаимное положение плос¬ 
кости и каждой из этих прямых не изменилось. Значит задача 
решена. 

в) В плоскости, построенной в пункте б), возьмем прямую, 
которая проходит мимо всех точек пересечения этой плоскости 
с данными прямыми. Такая прямая всегда найдется (?). Она и 
будет искомой согласно одному из признаков скрещивающихся 
прямых. 

1.3. Пусть А, В, С , И — точки пространства. Известно, 
что расстояния \АВ\ = \Сй\ = 4, \АС\ = 3, \ВС\ = \Ай\ = 5. 
Может ли \Вй\ = 4 ? 

^ Вопрос задачи на первый взгляд выглядит странно. В 
самом деле, а почему расстояние \Вй\ не может равняться 4 ? 

Иначе говоря, а какие могут быть на величину |#0| огра¬ 
ничения? Точки А , В , С , О будем считать вершинами тетра- 
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эдра. Вот и нарисуем тетраэдр, у которого все ребра, вклю¬ 
чая ЯО , отвечают условию задачи. И все. 

Здесь уместно остановиться и подумать... _ 

Полезно, например, найти аналогию с планиметрией. Фи¬ 
гура плоскости, аналогичная тетраэдру, — треугольник. И вы 
помните, конечно, что стороны треугольника не могут быть лю¬ 
быми отрезками — сумма двух любых из них должна быть 
больше третьего (так называемое неравенство треугольника). 
Значит, существование треугольника, стороны которого равны 
данным отрезкам, должно быть доказано. 

Так же обстоят дела и с тетраэдром. Откуда мы знаем, что 
существует тетраэдр с любыми ребрами? Между прочим, ясно, 
что с любыми ребрами и не существует. Ведь каждая его грань 
— треугольник, а значит, для его ребер, лежащих в каждой гра¬ 
ни, должно выполняться неравенство треугольника. 

В данной задаче для ребер каждой грани неравенство тре¬ 
угольника выполняется. Но может быть, есть и другие условия, 
необходимые для существования тетраэдра с шестью произ¬ 
вольными ребрами? Аналогия с треугольником оказалась полез¬ 
ной, но все-таки тетраэдр не треугольник. 

Задачу о существовании тетраэдра с шестью заданными 
ребрами нам пока не решить, мы сделаем это позже. Но с дан¬ 
ной задачей все же попробуем справиться. 

Прежде всего заметим, что вычислить \ВИ\ , исходя из ус¬ 
ловий задачи, невозможно. Для того, чтобы в этом убедиться, 
достаточно мысленно вращать треугольник А СО вокруг (АС ), 
а треугольник АВС оставить неподвижным. Очевидно, что все 
данные в задаче от этого не изменяются, а |ЯО| меняться бу¬ 
дет. 

Далее заметим, что треугольники АСО и АВС прямо¬ 
угольные. (По существу это обстоятельство не принципиально 
— они могли бы быть и другими, от этого содержание задачи и 
ее решение не изменяются.) 

Посмотрим теперь, какие значения может принимать • 

Для этого зафиксируем два положения треугольника АСО , ко¬ 
гда его плоскость совпадает с плоскостью АВС . Первое поло¬ 
жение, когда точка О находится с той же стороны от (АС ), 
что и точка В (рис.РЗ.З). Второе положение, когда она нахо¬ 
дится с другой стороны от (АС), нежели точка В (рис.Р3.4). В 

первом положении \ВО\ = 3. Во втором положении |^/)| — 

= 4тЗ (?). Первое число меньше 4 , а второе число больше 4 . 
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А В 



Рис.РЗ.З 



Рис.РЗ.4 


Значит, при каком-то положении треугольника АС Б \ВБ\ = 4 . 
Задача решена. 

Обратите внимание на то, что нам неважно, как изменяет¬ 
ся |ВХ)|: увеличивается или уменьшается. Важным для решения 
оказалось то, что число 4 находится между двумя значе-ниями 
\ВБ\. Отсюда ясно, что вместо 4 мы могли бы взять любое 

число, которое находится в границах от 3 до л/73 — решение 
было бы таким же. 

1.4. В правильном тетраэдре РАВС с ребром 2 через 
точку К — середину ребра РА проводится сечение, парал¬ 
лельное ( ВС ). В каких границах находятся его площадь и пе¬ 
риметр? 

^ Мы приводим решение этой несложной задачи, ибо в 
ней есть некоторые "тонкости". 

Прежде всего, какова форма 
сечения? Для того чтобы установить 
это, полезно (но не обязательно) 
представить себе некую перемен¬ 
ную плоскость, удовлетворяющую 
условию задачи. В нашем случае та¬ 
кой плоскостью является, например, 
плоскость, проходящая через пря¬ 
мую (АХ)||(ВС) (рис.РЗ.5). Предста¬ 
вим себе, что такая плоскость вра¬ 
щается вокруг (АХ). Что же мы 
увидим в сечении тетраэдра такой плоскостью? 

Мы увидим треугольник с вершиной в точке А , одна из 
сторон которого параллельна (ВС) (?). Такая сторона может ле¬ 
жать в грани АВС и в грани РВС . При более внимательном 
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взгляде обнаруживается, что треугольник этот равнобедренный 
и точка К — его вершина (?). 

Треугольник КВС для большей общности также будем 
считать одним из возможных сечений. Эта оговорка необходи¬ 
ма, так как по определению прямая, лежащая в плоскости, не 
является ей параллельной. А у нас прямая ВС лежит в плоско¬ 
сти КВС . Эту оговорку (а также ей аналогичную для перемен¬ 
ной плоскости, параллельной некоторой плоскости) примем на 
все задачи подобного рода. 

Кроме того, нельзя забывать о плоскости РК1 . Сечение 
тетраэдра этой плоскостью — отрезок РА . 

Итак, сечение тетраэдра в этой задаче — равнобедренный 
треугольник или отрезок. Можно договориться для некоторой 
общности результатов, что площадь отрезка принимается рав¬ 
ной 0 . (С периметром отрезка дело обстоит сложнее, но содер¬ 
жательно это уже ничего не добавляет.) 

Разберемся теперь с площадью треугольника сечения. 
Пусть МЫ — переменное основание сечения, КО — перемен¬ 
ная его высота. (Здесь надо объяснить, почему точка О нахо¬ 
дится на отрезке АТ, где точка Т — середина ребра ВС ). 

Легко доказать, что наибольшее значение |МЛ^| равно |5С|, 

а наибольшее значение \КО\ равно |ЛГ7'| (?). Тогда наиболь¬ 
шее значение площади сечения равно площади треугольни¬ 
ка КВС (?). 

Наименьшего значения площадь треугольного сечения не 
достигает, ибо основание |М7Ѵ|, а значит, и площадь треуголь¬ 
ника КМИ (при ограниченности высоты КО) можно сделать 
сколь угодно малыми. 

Перейдем к периметру сечения. Он равен 2|/ГМ| -4- \МN\. 
Наибольшее значение |МЛ^| равно |ВС|, а наибольшее значе¬ 
ние \КМ\ равно |ЛГС| (?). Поэтому наибольшее значение пери¬ 
метра сечения — периметр треугольника КВС . Вычислите его. 

Наименьшее значение периметра сразу определить труд¬ 
но!?). Без выкладок тут ие обойтись. Пусть \АМ\ = х . Тогда 

\Ш\ = х , \км\ = УІХ 2 -х + 1 , а периметр — 2 ліх 2 -х + 1 + х 

(О <х й 2) (?). 
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С использованием производной получаем, что наименьшее 
значение данной функции на промежутке [0;2] достигается в 

точке х = 0. (Разумеется, вам нужно самостоятельно проде¬ 
лать все необходимые выкладки.) 

Но при х = 0 треугольное сечение перестает существо¬ 
вать, оно, как говорят, вырождается в отрезок РА (именно по¬ 
этому мы считаем, что х > 0, а не х >0). А для нас представля¬ 
ет интерес, повторяем, именно треугольные сечения. Значит, 
нам приходится считать, что периметр сечения наименьшего 
значения не достигает. 

Итак, ответ: площадь треугольного сечения лежит в грани¬ 
цах от 0 до V2 , не включая 0; периметр треугольного сече¬ 
ния лежит в границах от 2 до 2 + 2-Уз , не включая 2 . ▲ 

ЗАДАЧИ К §2 

1.5. Какую фигуру в пространстве образуют все точки, 
равноудаленные от двух данных точек? 

Искомой фигурой на плоскости является прямая, пер¬ 
пендикулярная отрезку, соединяющему данные точки, и прохо¬ 
дящая через его середину. Эту прямую называют серединным 
перпендикуляром отрезка. Она является осью симметрии двух 
данных точек. 

Перейдем к пространству. В каждой плоскости, проходя¬ 
щей через данные точки А и В , искомой фигурой является 
ось симметрии отрезка АВ . Таких плоскостей бесконечно мно¬ 
го, поэтому искомая фигура будет состоять из бесконечного 
множества всех этих осей симметрии. Можно себе предста¬ 
вить, что искомая фигура получена как бы вращением одной из 
этих осей вокруг ( АВ ). 

Таким образом, из соображений наглядности можно пред¬ 
положить, что искомой фигурой является плоскость. Проходит 
она через середину отрезка АВ (точку О ) и перпендикулярна 
отрезку АВ (?). Назовем эту плоскость а. 

Теперь убедимся в этом, доказав два утверждения: 

1. Каждая точка X плоскости а равноудалена от А и В • 
ХА =ХВ. 

2. В плоскости а содержатся все точки, равноудаленные 
от точек А и В . Иначе говоря, если точка У такова, что 
У А = Х8 , то она лежит в плоскости а. 

Докажем утверждение 1. 
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Если точка X е а , то она лежит на прямой ХО , принад¬ 
лежащей плоскости сх (рис.РЗ.ба). Так как АВ. І_сх, то АВ1. . 
±ХО. Получилось, что прямая ХО перпендикулярна отрезку 
АВ и проходит через его середину, т.е. является его осью сим¬ 
метрии. Но тогда ХА = ХВ . 

А теперь докажем утверждение 2. 

Пусть точка У такова, что УА — У В . Рассмотрим плос¬ 
кость АУВ (рис.РЗ.бб). Так как УА = УВ , то У лежит на оси 
симметрии отрезка АВ , находящейся в плоскости АУВ . Ины¬ 
ми словами, УОІАВ . Мы знаем, что все перпендикуляры, про¬ 
веденные к данной прямой в данной ее точке, лежат в одной 
плоскости — той, которая перпендикулярна прямой в этой 
точке. В нашем случае такой плоскостью и является плос¬ 
кость а. Значит, (УО) лежит в а . Но тогда и точка У лежит 
в плоскости (X. 

Второе утверждение можно доказать иначе, рассмотрев 
пересечение плоскости А УВ и плоскости (X. Попробуйте это 
сделать самостоятельно. 

В планиметрии результат этой задачи понадобился для по¬ 
строения окружности, описанной около многоугольника. Сте¬ 
реометрический вариант этой задачи понадобится нам в даль¬ 
нейшем курсе, когда мы будем описывать сферу около много¬ 
гранника. А, 

1.6. Докажите, что существует точка, равноудаленная от 
всех вершин правильного тетраэдра. Обобщите это утвержде¬ 
ние. 

/\ Пусть РАВС — правильный тетраэдр, а точка О — 
центр его основания. 

1) Докажите, что углы Р^А , РОВ и Р()С равны. 
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2) Возьмите любую точку X на отрезке Р^ и докажите, 
что расстояния ХА , ХВ , ХС равны. 

3) Сравните расстояния ХА и ХР при двух положениях 
точки X: когда она совпадает с Р и когда она совпадает с () . 
Используйте соображения непрерывности. 

Нужное нам положение точки X на отрезке Р<2 можно 
установить с помощью вычислений. Прежде всего обозначь¬ 
те ребро тетраэдра, например, через сі (можно было бы его 
считать равным 1 или 2). Вычислите \А()\. Теперь можно до¬ 
казать, что треугольник РА^ прямоугольный. Для этого из 
треугольника РАК (точка К — середина ребра ВС ) найди¬ 
те угол РАК (вычислив его косинус). Потом из треугольни¬ 
ка РА() установите, что угол Р()А прямой. Точка X , находясь 
на отрезке Р^ , равноудалена от вершин А , В , С — это мы 

уже доказали. Считая расстояние от точки X до точки Р не¬ 
известным, составьте и решите уравнение для его нахождения. 

Обобщение трудностей не вызовет, но при его доказатель¬ 
стве вас, вероятно, будет поджидать сюрприз. 

Как вы думаете, единственна ли такая точка? Как вы обос¬ 
нуете свое предположение? А. 

1.7. Через середины сторон треугольника проведены плос¬ 
кости, перпендикулярные этим сторонам. Докажите, что об¬ 
щая прямая этих плоскостей перпендикулярна плоскости тре¬ 
угольника. Обобщите это утверждение. 

Пусть АВС — данный треугольник, точка К — середи¬ 
на стороны АС , точка Ь — се¬ 
редина стороны ВС , точка М 
— середина стороны АВ . Плос¬ 
кость, перпендикулярную [АС) 

и проходящую через К , обоз¬ 
начим а, плоскость, перпенди¬ 
кулярную (ВС) и проходящую 

через Ь , — р , а плоскость, пер¬ 
пендикулярную (АВ) и проходя¬ 
щую через М, — у (рис.Р3.7). 

Прежде всего докажем, что все эти плоскости имеют об¬ 
щую прямую. Возьмем сначала плоскости а и Р. Каждая из 
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них пересекает (АВС). Прямые пересечения этих плос¬ 
костей с (АВС) являются серединными перпендикулярами к 
отрезкам АС и ВС (?), а потому имеют общую точку. Так 
как а и Р имеют общую точку, то они имеют общую прямую 

— назовем ее а (Разумеется, а и р не совпадают (?).) 

Докажем, что прямая а лежит в плоскости у . Так как 
а еа , то все точки прямой а равноудалены от точек А и С . 
Так как а е р , то все точки прямой а равноудалены от то- чек 
С и В . Отсюда следует, что все точки прямой а равноудале¬ 
ны от точек А и В , а потому прямая а лежит в плоскости, 
перпендикулярной (АВ) и проходящей через точку М — сере¬ 
дину отрезка АВ , т.е. в плоскости у . 

Теперь докажем, что а^(АВС). Так как (АС)І . а и 
(АС) е (АВС), то (АВС)Іа. Так как (ВС)_І_р и (ВС) е(АВС), 
то (АВС)1 Р- Но тогда (АВС) перпендикулярна прямой пере¬ 
сечения плоскостей аир, т.е. прямой а . 

Теперь займемся обобщениями. В этой задаче естествен¬ 
но вместо треугольника взять многоугольник. Самостоятельно 
сформулируйте и докажите это общее утверждение. Обобщая, 
можно двинуться и в другом направлении, отбросив условие, 
что плоскости проходят именно через середины сторон тре¬ 
угольника. Как будет выглядеть это обобщение и как оно дока¬ 
зывается? И, наконец, можно объединить и первое, и второе 
обобщение. Сделайте это. 

1.8. Точка А лежит в плоскости а . На этой плоскости 
взяли прямую а, не проходящую через А, и провели к ней 
перпендикуляр АВ . Через точку В , перпендикулярно к пря¬ 
мой а, провели другую прямую — ВС . Из точки А в плос¬ 
кости АВС провели {АО ), перпендикулярно (АВ) . Докажи¬ 
те, что (АО)і а . 

/\ Любопытно, что перпендикулярность (АИ) и а мож¬ 
но доказать, используя только признак перпендикулярности 
прямой и плоскости, да еще понадобится теорема Пифагора. 

Уже известно (по условию), что (АО) -Ь (АВ). Но (АВ) & а . 
Осталось найти еще одну прямую плоскости а, перпендику¬ 
лярную (АО). Такой прямой является прямая, проходящая че¬ 
рез точку А и пересекающая прямую о в любой точке X , 
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X * В (рис.РЗ.8). Итак, докажем, что (Ай) ±(АХ) . Для этого 
достаточно убедиться в том, что 

\Хй\ 2 =\ХА\ 2 +\Ай г \. (?) 

Из соответствующих прямоугольных треугольников следу¬ 
ют такие соотношения: 

рю | 2 =\хв \ 2 +\вй\ 2 , 

\ХА\ 2 = \АВ\ 2 +\ВХ \ 2 , (?) 

\Ай\ 2 = \Вй\ 2 -\АВ^\ . 

Из этих равенств можно получить и требуемое соотноше¬ 
ние!?). Доказательство закончено, но над ним стоит поразмыс¬ 
лить. Мы ведь хотели найти в плоскости а еще одну, кро¬ 
ме (АВ), прямую, проходящую через А и перпендикуляр¬ 
ную (АО) . А фактически нашли их бесконечное множество, 
ведь точка X — любая на прямой а , кроме В . А так как 
(АО)-ЦАВ) по условию, то получается, что (АО) перпендику¬ 
лярна почти всем прямым плоско¬ 
сти а , проходящим через А , кро¬ 
ме одной — той, которая парал¬ 
лельна а. Если удастся доказать 
эту последнюю перпендикуляр¬ 
ность, то получится, что мы до¬ 
казали перпендикулярность [Щ 
и а без ссылки на признак. 

Для доказательства того, что 
(АО) перпендикулярна этой "по¬ 
следней" прямой, назовем ее Ь , 
есть разные идеи. Вот одна из 
них. 

Будем проводить прямые (АХ) так, чтобы угол меж¬ 
ду (АХ) и Ь делался сколь угодно малым. В этом смысле пря¬ 
мая АХ будет все "ближе" к прямой Ь . Но если сколько угод¬ 
но "близкая" к Ь прямая образует с (АО) прямой угол, то и са¬ 
ма Ь также будет образовывать с (АО) прямой угол. 

Реализуем эту идею. Для доказательства перпендикулярно¬ 
сти (ОА) и Ь достаточно взять любую точку У прямой Ь, не 

совпадающую с А , и доказать, что \ОА\ < \ОУ\ (?) 
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Возьмем такую точку У . Затем в плоскости а (но не на 
прямой Ь ) возьмем точку 7. , такую, что | А7 | = \А У |. В силу 

того, что угол 7ЛУ может быть сколь угодно мал, расстояние 
между точками 7 и У может быть сколь угодно мало (?). 

Так как (Ш)±(Л2) (?), то |Ш| <|С2|. В треугольнике 

ИУ7 р7\ <|Г>У| + |У7|. Значит, \ОА\<рУ\ + ^7 \. И так как 
Щ сколь угодно мало, то |ш| < \йУ \(?), что и требовалось. 

1.9. Лучи О А и ОВ лежат в плоскости а . Луч ОС об¬ 
разует с ними равные углы. Какое положение на плоскос¬ 
ти а занимает проекция луча ОС на эту плоскость? 

А\ Конфигурация лучей, заданная в условии, нам уже 
встречалась. Если нарисовать правильную пирамиду СОАВ с 
вершиной в точке С , то АСОВ = АСОА . Так как точка С 
проектируется в центр основания ^, то луч ОС проектирует¬ 
ся в луч 0^ (рис.РЗ.Эа). Луч 0^ является биссектрисой уг¬ 
ла АО В , так как пирамида правильная. Поэтому можно пред¬ 
положить, что проекцией луча ОС будет биссектриса уг¬ 
ла АО В не только при угле АО В , равном 60 ‘, но и в общем 
случае. Если посмотреть на данную конфигурацию как бы 
сверху, в направлении перпендикуляра из любой точки лу¬ 
ча ОС на плоскость АО В , то в силу равенства углов СОА 
и СОВ увидим луч ОС как биссектрису угла АО В . 

Теперь, когда стало ясно, что нужно доказывать, перейдем 
к самому доказательству. Пусть точка С, — проекция точки С 
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на плоскость А ОБ , тогда луч ОС, — проекция луча ОС . Мы 
хотим доказать, что АС х ОА = АС х ОВ . Равенство углов ча¬ 
ще всего доказывается на основании равенства треугольников, 
проще всего прямоугольных треугольников. Такие легко по¬ 
строить, проведя С Х К ±ОА и С Х Ь ±ОВ (рис.РЗ.9 б]. Для доказа¬ 
тельства их равенства достаточно получить, что ОК = ОЬ . Эти 
отрезки лежат в треугольниках ОСК и ОСЬ (рис.РЗ.Эв) Тре¬ 
угольники ОСК и ОСЬ также прямоугольные (СК ±ОА по 
теореме о трех перпендикулярах, аналогично СЬ ±ОВ ), имеют 
общую гипотенузу ОС и равные углы СОК и СОЬ (по усло¬ 
вию). Из равенства этих треугольников следует, что О К = ОЬ . 
Теперь, перейдя к треугольникам ОКС х и ОЬС х , получим, что 
углы КОС х и ЬОС х равны, что и требовалось. 

В этом доказательстве мы полагали, что точка С, находит¬ 
ся внутри угла АО В , но может быть и так, что С, совпадает 
с О или С, лежит вне угла АО В . Не может быть только тако¬ 
го положения точки С,, когда она лежит внутри стороны угла 
или внутри ее продолжения. (Подумайте почему.) Подумайте, 
какое положение на плоскости АО В будет занимать луч ОС, в 
этих случаях. 

Подумайте также над тем, как зависит положение точ¬ 
ки С, на плоскости АО В от величины данных равных уг¬ 
лов СОА и СОВ . АЬ 

1.10. Прямая Ь лежит в плоскости а , а прямая а пере¬ 
секает а в некоторой точке прямой Ь . Пусть прямая а , — 
проекция а наа. Тогда 

сох Аі{а,Ь) = сох/і(а, а,) • сохА(а ,, й). 

Какие следствия отсюда можно получить? Как эту фор¬ 
мулу можно обобщить? 

Пусть прямые а , а, и Ь проходят через точку О е а 
(рис.РЗ. 10а). Построим прямоугольные треугольники с за¬ 
данными углами. Для этого спроектируем любую точку 
А е. а (А* 0) на плоскость а, а затем полученную точку А, 

спроектируем на прямую Ь и получим точку В (рис.РЗ.106). 
На основании теоремы о ближайшей точке, точка В — проек¬ 
ция точки А на прямую Ь . (Все это можно было бы обосно¬ 
вать, сославшись на теорему о трех перпендикулярах.) 
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Теперь 

4а, Ь) = АЛОВ , 

А(а, а х ) = ААОА,, 
А(а ѵ Ь) = АА х ОВ. 

Из треугольника АОА х 
имеем: 

О А, 

созАЛОА, = ——. (а) 

ОА 

Из треугольника А х ОВ 
имеем: 

ОВ 

созАА,ОВ = ——. (б) 

ОА х 

Из треугольника АОВ 
имеем: 

ОВ 

с оз АЛОВ =-. 

ОА 

Перемножив равенства 
(а) и (б), получим: 

созААОА х ■созА х ОВ = 

_ ОА х ОВ _ОВ _ 

ОА ОА, ОА 
= созААОВ , 


что и требовалось. 

Получили формулу, предположив, что прямые а, и Ь не 
являются перпендикулярными. Проверьте, будет ли верна фор¬ 
мула в случае, когда а, ±Ь . 

Перейдем к следствиям из формулы. Из нее можно выра¬ 
зить созА{а, а, У или созА(Ь, а) . Особенно важно в дальней¬ 
шем выражение для созА^а, а ,) , так как оно даст возможность 

вычислить угол между прямой и плоскостью. 

Как обобщение этой формулы можно рассмотреть случай, 
когда прямые а и Ь скрещиваются. Тогда проведем прямую 
Ь, || Ъ через точку О (рис.РЗ.ІОв). Так как А(а, Ь) = А[а, Ь, ) и 
А(а х ,Ь) = А(а х ,Ь х ) , то формула остается верной и в этом 
случае. Теперь по этой формуле можно вычислять угол между 
скрещивающимися прямыми. При удачном выборе плоское- 
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ти ос искомый угол вычисляется очень быстро. Пусть, напри¬ 
мер, нам нужно вычислить угол ср между прямыми, проходя¬ 
щими через скрещивающиеся диагонали соседних граней куба 
(рис.РЗ.ІОг). Согласно полученной формуле 

сот^К^С), (А Х Б)) = соз^АО^-созАЛ^А . 

(Здесь в качестве плоскости ос взята плоскость грани 
АА^Л .) 


Отсюда получаем: 

/9/9 1 

соз ср -= - , значит /.у = 60°. 

2 2 2 

Наконец, эта формула может быть применена для вычис¬ 
ления углов не только между прямыми, но и между лучами. На¬ 
помним, что угол между лучами может быть тупым, а угол ме¬ 
жду прямыми нет. Подумайте, как обосновать применимость 
этой формулы для вычисления 


угла между лучами. А 

1.11. Может ли проекция 
острого угла при проектирова¬ 
нии на некоторую плоскость 
быть прямым углом? 

Посмотрите на рису¬ 
нок РЗ.Па. Пусть угол АВС — 
данный угол. Плоскость сх мы 
возьмем так, что она перпенди¬ 
кулярна биссектрисе ВК этого 
угла. Она и будет у нас плоско¬ 
стью проекций. 

В таком положении проек¬ 
цией угла АВС является угол 
АКС . Угол АКС разверну¬ 




тый, его величина — 180°. 

Будем теперь поворачивать 
угол АВС вокруг (АС). В 

тот момент, когда точка В 
окажется на плоскости сх 
(рис.РЗ.116), проекцией угла 
АВС на плоскость сх будет он 
сам, т.е. острый угол. Измене¬ 
ние угла, являющегося проек¬ 
цией данного, происходило не¬ 



Рис.РЗ.11 


прерывно от 180“ до острого 
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угла. Значит, в какой-то момент он равняется 90 . 

Все это можно увидеть, наблюдая за тенью от циркуля, ос¬ 
вещенного настольной лампой. 

Любопытно заметить, что мы нигде не воспользовались 
тем, что проектирование ортогональное. Значит, полученный 
результат верен для произвольного параллельного проектирова¬ 
ния. И это можно увидеть, наблюдая за тенью от циркуля. 

Задача может быть решена и вычислением. Посмотри¬ 
те на рисунок РЗ.Пв. На нем угол АВС данный, \АВ\ = |ЯС|, 
точка В х — проекция точки В на плоскость а . Считая извест¬ 
ными \АС\ и величину данного угла, можно вычислить расстоя¬ 
ние от Я, до (АС), при котором (АВ Х )1(СВ Х ) (?). А. 

Итак, задача решена. И сразу же возникает похожая за¬ 
дача: "А верно ли это для тупого угла?". Точнее: "Может ли 
проекцией тупого угла быть прямой угол?". 

Решить ее можно теми же способами. Но есть третий, бо¬ 
лее изящный способ. Попробуйте найти его. 

1.12. Пусть АВСИА Х В Х С Х И Х —куб. Вычислите угол, кото¬ 
рый образуют плоскости АВ Х С Х и А 1 В ] С . 

Л Если вычислять этот угол с помощью его линейно¬ 
го угла, то можно встретить оп¬ 
ределенные трудности при по¬ 
строении линейного угла одно¬ 
го из получившихся двугранных 
углов. В самом деле, перпенди¬ 
куляры из точек А и А х на об¬ 
щую прямую этих плоскостей 
не попадут в одну и ту же точ¬ 
ку этой прямой (рис.РЗ. 12)(?). 
Значит, продолжая все же идти 
по этому пути, придется проде¬ 
лать еще какие-то построения!?). 
Это решение можно довести до 
результата, но красивым его не назовешь. 

Можно выбрать другой двугранный угол между этими плос¬ 
костями, и решение окажется более быстрым!?). Другой путь 
решения основан на том, что угол между плоскостями равен уг¬ 
лу между прямыми, перпендикулярными этим плоскостям. 

Действительно, так как 

(П 1 А)±(А 1 В 1 С) и (П 1 С)1(АВ,С І ) (?), 
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то искомый угол равен углу между (О, А) и (О,С ). А этот угол 
можно найти устно (?). 

Этот способ вычисления двугранных углов стоит запом¬ 
нить. Но он не является универсальным, бывает так, что пер¬ 
пендикулярные плоскостям прямые расположены не столь 
удачно, как здесь (придумайте сами такой случай). Ж 

ЗАДАЧИ К §3 

1.13. Даны две параллельные плоскости а и Р и произ¬ 
вольная точка А . Расстояния |/1а| и |а(3| известны. Как 
вычислить расстояние |/ф| ? Приведите численные примеры. 

^ Введем обозначения: |Ла| = 4 Х , |аР| = 4, |лр| = х . В 
задаче, зная величины 4 и 4 Х , надо найти х . 

Прежде всего заметим, что положение точки А относи¬ 
тельно плоскостей а и Р может быть различным. Для удоб¬ 
ства отметим на рисунке все возможные положения точки А 
(рис.РЗ.ІЗа) относительно данных плоскостей на прямой р, 

перпендикулярной плоскости а (а значит, и плоскости Р). 

Случаи, когда А еа(А 2 ) или А еР (А 4 ), неинтересны, по¬ 
этому рассмотрим положения А х , А 3 , А 3 . 

Для положения А х имеем |лр| = |Ла| + |ар|, откуда х = 
= </, + 4. 



ггрия 
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Для положения А 3 имеем |лр| — |ар| |Ла|, откуда х 
= < 1 -( 1 Х . 

Для положения А 3 имеем (Л|3| = |Ла| - (с*.р|, откуда х — 

= а х -а. 

Таким образом, мы видим, что искомая величина зависит 
от положения точки А относительно данных плоскостей и за¬ 
дача не имеет однозначного решения. 

Заметим, что задачу можно свести к планиметрической, 
проведя плоскость у через прямую р. Пусть плоскость у пе¬ 
ресекает плоскость а по прямой а, а плоскость Р по пря¬ 
мой Ь. На рисунке РЗ.ІЗб, показано соответствующее положе¬ 
ние точек и прямых в плоскости у . 

В дальнейшем, при решении задач иногда сводят про¬ 
странственную задачу к планиметрической: вместо пространст¬ 
венной фигуры рассматривают ее сечение или ее проекцию, 
причем, на этой плоской картине сохраняются те свойства ис¬ 
ходной фигуры, которые позволяют решить задачу. 

1.14. Какой вид имеют сечения куба, перпендикулярные 
его диагонали? Какое из них име¬ 
ет наибольшую площадь? Чему она 
равна в кубе с ребром 1? 

Такие сечения мы уже зна¬ 
ем. Одно из них — плоскостью 

В х О х А . Все остальные будут ему 
параллельны? 

Разберемся сначала с формой 
этих сечений. Для удобства будем 
считать, что переменное сечение 
движется параллельно себе по на¬ 
правлению от вершины А х к вер¬ 
шине С . Пусть точка К х — точка пересечения диагонали А Х С 
с плоскостью В х О х А . Пересекая отрезок А Х К Х внутри его, пе¬ 
ременное сечение будет треугольником!?). Сразу же заметим, 
что треугольник в сечении будет получаться и еще на одном 
участке диагонали — от точки К 2 ( точки пересечения диаго¬ 
нали А Х С с (ВйС)) до С . На участке К х К г сечение можно 
легко нарисовать. Эта легкость обеспечивается теоремой о том, 
что две параллельные плоскости пересекаются третьей по па- 
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раллельным прямым. Из рисунка Р3.14 видно, что на этом 
участке сечение является шестиугольником. 

Любопытный получился шестиугольник! У него все углы 
равны(?) и стороны, идущие через одну, равны между собой (?). 
Изучение свойств такого шестиугольника — прекрасное уп¬ 
ражнение в геометрии. 

Однако вернемся к нашей задаче. Следующий вопрос — о 
наибольшей площади такого сечения. Прежде чем писать для 
нее формулу и вычислять ее наибольшее значение, попытаемся 
предсказать результат. 

Представьте себе, что вы разглядываете это переменное 
сечение в направлении диагонали А,С от А х к С . А еще луч¬ 
ше — возьмите кубик и нарисуйте на нем такие сечения. По¬ 
сле того, как оно пройдет точку К х , оно станет, как мы уже 
знаем, шестиугольником. Некоторое время после прохождения 
точки К х этот шестиугольник будет расширяться, и мы будем 
видеть, что его последующие положения содержат предыду¬ 
щие. Значит, его площадь будет какое-то время увеличивать¬ 
ся!?). Д° каких же пор? 

Теперь представьте себе второго наблюдателя, который 
смотрит в направлении диагонали СА 1 на переменное сечение, 
движущееся от С к А х . В силу симметрии ситуации он также 
будет видеть сечение, увеличивающееся по площади. Когда эти 
два расширяющиеся сечения встретятся, тогда и получится се¬ 
чение с наибольшей площадью. Где же произойдет эта встреча? 
Из соображений симметрии заключаем, что это произойдет в 
середине отрезка А { С . 

Эти рассуждения подсказали нам ответ. Теперь перейдем 
к его обоснованию. Вычислить площадь шестиугольника произ¬ 
вольной формы непросто. Поэтому сделаем так. Три сторо¬ 
ны этого сечения, лежащие в гранях АВСй, 55,С,С, СС,П,Д 
продолжим до пересечения с прямыми ВС, СС 1 , СО в точ¬ 
ках К, Ь, М соответственно. (А почему в результате получится 
треугольник КЬМ ?). Тогда 5— площадь шестиугольника мож¬ 
но найти как разность 5,— площади треугольника КЬМ — 
и 35 2 , где 5 2 — площадь малого треугольника в плоскости се¬ 
чения при вершинах К, Ь, М . (А почему эти три площади рав¬ 
ны?) Обозначим |С,і| = х . Тогда 
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у/3 , 

= Т* 1 

(?) 


(?) 


и 

К 

$ = Д±(_2х 2 +2х+1). 

Из свойств полученного квадратного трехчлена, учитывая, 
что 0 < х < 1 (?), можно получить ответы на все вопросы к за¬ 
даче. Мы знаем, что кроме шестиугольного сечения, возможно 
и треугольное. До конца задачу доведите самостоятельно. 

1.15. Плоскости аи|3 перпендикулярны. АА Х — пер¬ 
пендикуляр на а из точки А , ВВ Х — перпендикуляр иа Р из 
точки В. Можно ли установить связь между величинами 
1^4,1. \ВВ Х |. \АВ\. \А Х В Х \1 

Установить связь между величинами — значит, в ко¬ 
нечном итоге найти формулу, в которой были бы все эти ве¬ 
личины да еще, возможно, некоторые постоянные. Если вы на¬ 
шли формулу, в которой, кроме этих величин, есть и другие, то 
останавливаться нельзя. Лишние величины надо постараться 
убрать из формулы. Если это не получается, то мы приходим к 
мысли о том, что связь между данными величинами однозначно 
установить невозможно. В самом деле, если в формуле присут¬ 
ствует еще хотя бы одна "лишняя" величина, то ей можно при¬ 
давать различные численные значения и получать отсюда раз¬ 
ные формулы, связывающие данные величины. Но на один во¬ 
прос еще надо постараться ответить: "Это только нам не уда¬ 
лось убрать из формулы "лишнюю" величину или это в прин¬ 
ципе невозможно?" Для того, чтобы ответить на такой вопрос, 
требуется дополнительное исследование. 

Перед тем, как перейти к непосредственному решению 
задачи, заметим следующее. Вопрос о связи величин между со¬ 
бой можно несколько видоизменить. Можно искать не форму¬ 
лу, связывающую данные величины между собой, а любую из 
них, считая, что все остальные известны. 

Обратите теперь внимание на то, как поставлен вопрос к 
задаче. Его форма не категорическая, а предположительная: 
"Можно ли...?" (Бывает и так: "Можете ли вы...?". Тут есть от¬ 
тенки. Какие?) Когда вас в математической задаче спрашивают: 
"А можно ли сделать то-то и то-то?" — лучше начинать свое ре¬ 
шение с самых простых случаев. Если в этих, более прос- 
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тых случаях ничего не выходит, 
то, видимо, и в более общей си¬ 
туации не получится. А если в 
простых случаях результат по- ^ 
лучается, то можно переходить / 
и к более общим случаям. (За- / . 
метим, что в иных задачах с кате-/ ™ і 
горической формулировкой целе-( I 
сообразно действовать так же.) \ ) 

В данной задаче ничего ‘ 

не говорится о том, где лежат - 

точки А и В . Возьмем А е Р и 
В е а. Обозначим ^\ 

\АА,\ = 4„ \вв,\ = а 2 . ' 

Будем считать, что с?, Ф 0 , сі 2 Ф 0 . / 

Если среди этих расстояний / 
есть нули, то ответ очевиден и за-/ ц 
дачи, как таковой, нет(?). (Упро- ( 1 

щая условие, надо все же сохра- N 
нять содержание задачи.) I / 

Если посмотреть на рисунок I/ 1 
Р3.15а, то ответ очевиден. Рас¬ 
стояние |Л,В,| можно найти из 
пространственной теоремы Пифа¬ 
гора!?), значит, связь между ве¬ 
личинами в этом случае есть. 

Возьмем случай сложнее: 
точку А оставим в плоскости Р , а 

точку В уберем из плоскости а 
(рис.Р3.15б). Пусть на этом рисун- [ Аі 



В 1 В 2 1 = х , |Л,В 2 | = у. 



Тогда 


\а 1 вА = х 2 + у 2 


Рис.РЗ.15 


[сі 2 =\АВ\ = {^-х) 2 +у 2 +сі 2 . 

Получилась система двух уравнений с тремя неизвестны¬ 
ми. Как правило, однозначно найти решение такой системы не¬ 
возможно. В этом можно убедиться, к примеру, таким спосо¬ 
бом. Из полученной системы вытекает равенство: 

<І 2 =4 2 +сі 2 -Щх +И,Д,|\ ( ? ) 
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Замечаем, что |Л,В,| 2 зависит от х линейно, следователь¬ 
но, выразить |Л,В,| 2 через данные величины невозможно. 

Теперь ясно, что и в более общем случае, когда А ё Р , ус¬ 
тановить связь между этими величинами не удастся (?). 

Попытаемся разобраться в заданной ситуации подробнее: 
а почему такой связи нет? Какова геометрическая природа это¬ 
го явления? (К отысканию геометрической сути задачи нас по¬ 
буждает и чисто алгебраическое решение. Мы пришли к отве¬ 
ту, составив некую систему и проанализировав ее решение. А 
нельзя ли к тому же ответу прийти чисто геометрическим ме¬ 
тодом, т.е. рассматривая фигуры в пространстве?) Вернемся к 
рисунку Р3.15а. Зафиксируем точку А в плоскости Р и поста¬ 
вим такой вопрос: "А где может находиться, исходя из усло¬ 
вий задачи, точка В ?"Так как |вр| = <і 2 Ф 0 , то В находится на 
плоскости, параллельной плоскости Р , удаленной от Р на рас¬ 
стояние <і 2 . Таких плоскостей две, возьмем одну из них Р, 
(рис.Р3.15в). Так как точка В находится на фиксированном 
расстоянии от А , то она будет находиться на фиксированном 
расстоянии и от точки А г — проекции точки А На плос¬ 
кость Р, . Но это означает, что она находится на некоторой ок¬ 
ружности в плоскости Р с центром в точке А 2 . Но тогда точ¬ 
ка В, — проекция точки В на плоскость Р — будет находить¬ 
ся на окружности с центром в точке А (?). А теперь видно, что 
|Л,В,| не определяется однозначно. (И, кстати, хорошо видно, 

в каких границах находится \А^В Х \ (?)). 

Теперь, когда задача решена, стоит задуматься: а почему 
же нам не удалось найти |у 4,В,| в ситуации, изображенной на 

рисунке? И еще: найти ^,5,1, т.е. установить связь между дан¬ 
ными величинами, оказалось невозможно. Можно ли ввести в 
рассмотрение другие величины, такие, что для нового набора 
величин (данных и вновь введенных) можно установить связь 
между ними? А 
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Рис.РЗ. 16 Рмс.РЗ.17 

1.16. В наклонной треугольной призме АВСА 1 В 1 С х каж¬ 
дое ребро основания равно 1. Ребро ВВ 1 , равное 2 , образует 
равные углы с ребрами ВА и ВС . Расстояние от В, до (ЛВС) 
равно 1. Вычислите расстояние между основаниями призмы. 

^ Прежде всего обратим внимание на то, что надо найти 
расстояние между основаниями призмы, т.е. между фигурами, 
лежащими в параллельных плоскостях, а не между самими па¬ 
раллельными плоскостями. Для такого случая естественно вы¬ 
числить расстояние между параллельными плоскостями и рас¬ 
стояние между одним основанием призмы — возьмем АВС — 
и проекцией основания А { В,С, на [АВС). Но расстояние ме¬ 
жду плоскостями дано, значит, осталось вычислить второе рас¬ 
стояние, и задача будет решена. 

Для нахождения второго расстояния необходимо спроек¬ 
тировать верхнее основание на плоскость нижнего. Для этого 
спроектируем вершины треугольника А 1 В 1 С 1 . Начнем с вер¬ 
шины В, — это удобнее всего. Так как АВ Х ВА = /.В Х ВС , она 
проектируется на прямую, проходящую через биссектрису ВК 
угла АВС (?). Но нам этого мало(?). Точка Н — проекция точки 
В,— лежит на прямой В К , а точнее? На луче ВК ? На его 
продолжении? На отрезке ВК ? Одно ясно сразу — она лежит 
не в точке В (?). Однозначно ответить на вопрос, где находит¬ 
ся точка Н — на луче ВК или на его продолжении, исходя из 
условий задачи, невозможно!?). Может быть случай, показан¬ 
ный на рисунке Р3.16, а может быть случай, показанный на ри¬ 
сунке Р3.17. Все зависит от вида призмы. 
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Я А 

Рис.РЗЛв 


Решим сначала задачу, ког¬ 
да точка Н лежит на луче ВК . 
Выясним, лежит ли она на отрез¬ 
ке ВК . Вычисляем |-вЛГ| и \ВН \, а 

затем сравниваем их между со¬ 
бой: 

\вк\ = -у[з, \вн\ = у[з, 

I I 2 11 

поэтому точка Н лежит вне тре¬ 
угольника АВС . Теперь проекции 
точек А, и С, легко построить!?). 


Расстояние между треугольником АВС и проекцией треуголь¬ 
ника А І В 1 С 1 равно ѴЗ (?). Тогда искомое расстояние рав¬ 


но — л/7. 

2 

Перейдем теперь к ситуации, изображенной на рисунке. 
Пусть Н — проекция точки В,— находится на продолже¬ 
нии луча ВК , причем, как и в предыдущем случае, \ВН\ = л/з . 
Теперь самое важное — установить положение проекций то¬ 
чек А { и С, по отношению к треугольнику, а еще точнее — 
выяснить, как расположена по отношению к этому треугольни¬ 
ку прямая ОТ , являющаяся проекцией прямой Л,С, на (АВС) 
(точка О — проекция точки А ,, а точка Т — проекция точ¬ 
ки С,). Ясно (рис.РЗ.18), что(2!Г) \\(АС) (?). 

Поэтому найдем |ЛЗ|. 

\К8\ = |КВ|-|В$|. 

|в$| = |ж| - \нв\ = Ів.лг,! - \нв\ 

( точка К { — середина ребра Я,С,, точка В— точка пере¬ 
сечения (ОТ)іл(ВК)) . Обоснуйте приведенные выкладки. Под¬ 
ставим числовые данные и получим: 

|В5| = -л/3-л/з =--л/з . 

2 2 

Расстояние оказалось отрицательным! Но это невозможно! 
Почему же у нас так получилось? 
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Все дело в рисунке Р3.18. Этот рисунок неверен! На нем 
(0Г) пересекает треугольник АВС . Но именно это нам и нуж¬ 
но выяснить! 

Теперь мы знаем, что такого рисунка быть не может, а 
значит, (ОТ) проходит вне треугольника АВС . (Если быть со¬ 
всем точным, то надо еще объяснить, почему (ОТ) не проходит 
через вершину В ). Значит, на самом деле верен рисунок Р3.19. 
Но тогда расстояние между треугольниками АВС и НОТ рав¬ 


но \В5\ (?), и \В5\ = ~ -Уз (?). Тогда искомое расстояние рав¬ 


но 


-з/7. 


Любопытно, что в обоих случаях расстояние оказалось од¬ 
ним и тем же. 

Итак, ответ: расстояние 
между основаниями призмы 

равно уі7 . 

Ответ получен, но есть 
еще над чем подумать. Почему 
в двух разных случаях ответ 
оказался одинаковым? Может 
быть, это совпадение обуслов¬ 
лено числовыми данными, а 
может быть, дело в другом? И 

еще, вычислив ІВ5І во втором 



случае и получив, что |В$| = - ^ Ѵз , мы оставили и выкладки, 

и рисунок. Однако, если бы мы их продолжили и вычислили 
|/С$|, то увидели бы, что результат получился тот же, что и на 
новом рисунке. Как вы это объясните? Акь 


ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 


ЗАДАЧИ К §1 

Дополняем теорию 
1.1. Прямые а и Ь параллельны. Точка О не лежит на 
этих прямых. Плоскость ос проходит через О и а , плоскость Р 
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проходит через О и Ъ . Плоскости а и Р пересекаются по пря¬ 
мой с . Докажите, что прямая с параллельна данным прямым. 

1.2. Прямая а лежит в плоскости а . Прямая Ь парал¬ 
лельна прямой а и имеет общую точку с плоскостью а. Дока¬ 
жите, что и прямая Ь лежит в плоскости а. 

1.3. Докажите, что в параллелепипеде: а) для каждого реб¬ 
ра есть три, ему параллельных; б) каждое его сечение, проходя¬ 
щее через два параллельных ребра, является параллелограм¬ 
мом; в) для каждой диагонали грани найдется ей параллельная 
диагональ в другой грани; г) прямая, соединяющая центры про¬ 
тивоположных граней, параллельна его ребру; д) все его диаго¬ 
нали имеют общую точку. 

1.4. Докажите, что в правильной треугольной пирамиде 
равны: а) апофемы; б) углы между боковыми гранями и основа¬ 
нием; в) углы между соседними боковыми гранями. 

Обобщите эти утвердения. 

1.5. Докажите, что плоскость, проходящая через боковое 
ребро правильной треугольной пирамиды и центр ее основа¬ 
ния, является биссектральной для соответствующего двугранно¬ 
го угла, то есть делит этот угол пополам. 

Обобщите это утверждение. 

Рисуем 

1.6. Пусть РАВС — тетраэдр. Нарисуйте его сечение плос¬ 
костью: а) АРХ, где точка X лежит внутри ребра ВО, б) РХУ , 
где точка X лежит внутри ребра АВ, а точка У — внутри ребра 
АС; в) АХУ, где точка X лежит внутри ребра РВ, а точка У — 
внутри ребра ВС; г) ХУ2 , где точка X лежит внутри ребра АС, 
точка У — внутри ребра СВ, точка 2 — внутри ребра СР. 

1.7. Нарисуйте сечение тетраэдра РАВС плоскостью ХУ2, 
если: а) X — точка внутри РА, У — точка внутри РС, 2 — точка 
внутри АВ; б) X — точка внутри РВ, У — точка внутри АС, 2 — 
точка внутри АВ; в) А" — точка внутри РА, У — точка вну¬ 
три РВ, 2 — точка внутри ВС; г) X — точка внутри АВ, У — 
точка внутри РС, 2 — точка внутри треугольника АВС. 

1.8. РАВС — тетраэдр. Нарисуйте прямую: а) проходящую 
через А, скрещивающуюся с прямой РВ и пересекающую хотя 
бы одно ребро тетраэдра; б) проходящую через А, скрещиваю¬ 
щуюся с прямой РВ и параллельную хотя бы одному ребру тет¬ 
раэдра; в) проходящую через А и скрещивающуюся с прямыми, 
проходящими через три ребра тетраэдра; г) скрещивающуюся 
со всеми прямыми, проходящими через ребра тетраэдра. 
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1.9. Пусть АВСй — правильный тетраэдр, К — центр гра¬ 
ни ВСй, Ь — центр греши ЛСД М — центр грани А ВО, N — 
центр греши АВС. Нарисуйте сечение тетраэдра плоскостью, 
проходящей через: а) ЛД и /Ж; б) АС и АК; в) АС и СМ; г) ДѴ 
и ВЬ. 

1.10. Пусть АВСВ — правильный тетраэдр. Нарисуйте пря¬ 
мую, которая проходит: а) через точку Д и перпендикулярна 
прямой АС; б) через точку С и перпендикулярна прямой ВВ; 
в) через точку К — середину отрезка ВС — и перпендикулярна 
прямой ДЛ; г) перпендикулярно прямым ВС и АВ. 

1.11. Нарисуйте четырехугольную пирамиду РАВСй, осно¬ 
ванием которой является произвольный четырехугольник 
АВСВ. Нарисуйте прямую, по которой пересекаются плоскости: 
а) РЛС и РВВ; б) РАО и РВС; в) РА В и РСВ. Как изменится ри¬ 
сунок, если основанием пирам иды будет параллелограмм? 

1.12. Дана четырехугольная пирамида РА ВС В. Нарисуйте 
ее сечение плоскостью: а) АР(), где точка ^ — точка пересе¬ 
чения диагоналей основания; б) АВК, где точка К лежит внутри 
ребра РВ; в) АКЬ, где точка К лежит внутри ребра РВ, точка Ь 
лежит внутри ребра РС; г) КЬМ, где точка К лежит внутри реб¬ 
ра РА, точка Ь лежит внутри ребра РВ, точка М лежит внутри 
ребра РС; д) КЬМ, где точка К лежит внутри ребра РВ, точка Ь 
лежит внутри ребра РВ, точка М лежит внутри основания; 
е) КЬМ, где точка В лежит внутри отрезка АК, точка Р лежит 
внутри отрезка ВЬ, точка М лежит внутри отрезка А В; ж) КЬМ, 
где точка В лежит внутри отрезка АК, точка Р лежит внутри от¬ 
резка ВЬ, точка Л лежит внутри отрезка МВ. 

1.13. РАВСВ — правильная пирамида, ^ — центр ее осно¬ 
вания. Нарисуйте прямую, проходящую через точку Р и пер¬ 
пендикулярную прямой: а) АВ; б) СВ; в) АС; г) В В; д) Р^. Нари¬ 
суйте прямую, проходящую через К — середину ребра ЛД — 
перпендикулярно Р^. 

1.14. Дана правильная треугольная призма. Нарисуйте ее 
различные сечения плоскостью, проходящей через: а) сторону 
основания; б) боковое ребро; в) диагональ боковой греши; г) се¬ 
редины двух боковых ребер; д) середины двух ребер одного ос¬ 
нования; е) середину бокового ребра и середину ребра основа¬ 
ния. 

1.15. Деш прямоугольный параллелепипед. Нарисуйте его 
различные сечения плоскостью, которая проходит через: а) бо¬ 
ковое ребро; б) диагональ основания; в) середины двух сосед¬ 
них сторон боковой греши; г) диагональ параллелепипеда. 



92 


1.16. Дан куб /4ВСА4,.В,С,А- Нарисуйте сечение куба 
плоскостью, которая проходит через: а) точку А,, середину реб¬ 
ра АВ, точку С, и середину ребра ВС; б) три точки внутри ре¬ 
бер В,С,, С,Д, СС,; в) середины ребер ЛД ВС, В,С, , /4,0,; 
г) точку Д, точку В и середины ребер АА 1 и СС,; д) середи¬ 
ны ребер АА ] , /4, В,, В,С,, С,С , СД Д4; е) отрезки /4,Д, и ВС; 
ж) отрезки АВ 1 и С,Д з) середины ребер А 1 В 1 , В,С, и отре¬ 
зок АС; и) точку А и середины ребер В,С, и С,Д,. 

1.17. Пусть /4ВСА4,В,С,0, — куб. Нарисуйте прямую, ко¬ 
торая проходит: а) через точку С и перпендикулярна прямой 
С,Д; б) через точку С, и перпендикулярна прямой ВД 

в) через точку В, и перпендикулярна прямой АС; г) через точ¬ 
ку В и перпендикулярна прямой В,Д . 

1.18. Пусть /4ВСА4,В,С, Д— куб, точка К — середина реб¬ 
ра АА } . Нарисуйте прямые, проходящие через точку К и пере¬ 
секающие прямые: а) СС, и В,Д,; б) ВС и Д,С,; в) йС и В,С,; 

г) ВО и А, С,. 

1.19. Нарисуйте линейный угол двугранного угла, образо¬ 
ванного: а) гранями правильного тетраэдра; б) боковой гранью 
и основанием правильной треугольной пирам иды ; в) боковыми 
гранями правильной треугольной пирам иды ; г) боковой гранью 
и основанием правильной четырехугольной пирам иды ; д) сосе¬ 
дними боковыми гранями правильной четырехугольной пира¬ 
миды; е) противоположными боковыми гранями правильной че¬ 
тырехугольной пирам иды . 

Планируем 

1.20. Пусть РАВС — правильный тетраэдр, точка ^ — 
центр его основания, точка К — центр греши РАС, точка В — 
центр грани РВС, точка М — середина ребра РВ, точка N — се¬ 
редина ребра ВС. Как вычислить расстояния: Р<2, ()М, <2К, АІ, 
КЪ, МИ, если известна длина ребра тетраэдра? 

1.21. Пусть РАВС правильный тетраэдр, точка М — середи¬ 
на ребра РВ, точка Ь — середина ребра АС, точка К — середина 
ребра ВС, точка N — середина ребра РА, точка О — середина 
ребра РС. Как найти длину общего отрезка таких сечений тет¬ 
раэдра: а) АМС и РЬВ; б) РКА и РЬВ; в) РЬВ и СМИ; г) РЬВ 
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и ВМ5; д) РВВ и МКО; е) АСМ и В ВО; ж) А КО и ВЖ; з) СШ 
и КОК, и) КШ и АМС1 

1.22. Дана правильная треугольная пирамида. Как найти 
угол между: а) боковой гранью и основанием; б) соседними бо¬ 
ковыми гранями? Ребра пирамиды известны. Обобщите эту за¬ 
дачу. 

Представляем 

1.23. Пусть РА ВС — тетраэдр, точка К — середина реб¬ 
ра РА, точка В — середина ребра АВ, точка М — середина реб¬ 
ра ВС, точка N — середина ребра РС, точка О лежит на реб¬ 
ре РВ. Как расположены прямые: а) АР и ВС; б) КІ и МО; в) КВ 
и ВС; г) КЫ и ВО; д) АО и КВ; е) КМ и СО; ж) N0 и СВ; з) МО 
и РС; и) Ш и ВМ? 

1.24. Пусть АВСОА&С& куб, точка К х — середина реб¬ 
ра /4,5,, точка К 2 —середина ребра 5, С,, точка К 3 —сере¬ 
дина ребра 55,, точка К А — середина ребра СС,, точка К 5 — 
середина ребра ОО,, точка К 6 — середина ребра АВ, точ¬ 
ка К 7 — середина ребра АО. Как расположены прямые: 

а) К Х К 2 и К 3 К А ; б) К,К 3 и К 6 К 7 ; в) К^К 5 и К 2 К 4 ; 

г) К 3 К, и К 2 К 7 ; д) К 1 К 5 и К,К 6 ; е) 5,0 и К 2 К 7 ? 

Оцениваем 

1.25. Сторона равностороннего треугольника АВС равна 1. 
Точка К удалена от вершин А и В на расстояние 2. При каком 
положении точки К расстояние АС достигает граничных зна¬ 
чений? 

1.26. В тетраэдре все ребра, кроме одного, имеют длину 1. 
В каких границах лежит расстояние между серединами его 
противоположных ребер? 

1.27. На ребре РС правильного тетраэдра РАВС с ребром 1 
выбрана точка X. При каком положении точки X площадь тре¬ 
угольника АВХ достигает граничных значений? 

Сделаем 

1.28. Может ли сечение правильного тетраэдра быть: 

а) равнобедренным, но не правильным треугольником; 

б) тупоугольным треугольником; 

в) прямоугольным треугольником; 

г) квадратом; 

д) прямоугольником, но не квадратом? 
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1.29. Можно ли в сечении правильной четырехугольной 
пирамиды получить: а) равносторонний треугольник; б) трапе¬ 
цию; в) правильный пятиугольник; г) шестиугольник? 

1.30. Точка К — середина ребра РА тетраэдра РАВС, точ¬ 
ка і — середина ребра ВС. Докажите, что КЪ < 0,5 ( РВ + АС ). 

Исследуем 

1.31. Два отрезка АВ и СО не лежат в одной плоскости. 
Как вычислить расстояние между их серединами? (При этом 
никакие расстояния до этих середин не являются известными.) 
Выведите формулу для искомого расстояния. Будет ли верна 
эта формула, если данные отрезки лежат в одной плоскости? 
Как обобщить полученные результаты? 

Поступаем в ВУЗ 

1.32. Четыре прямые расположены в пространстве так, 
что каждые две из них пересекаются и никакие три не имеют 
общей точки. Докажите, что эти прямые лежат в одной плоско¬ 
сти. 

1.33. Из концов отрезка АВ — а исходят два луча АХ ± АВ 
и ВУ1АВ, причем АХ1ВУ. На луче АХ отложен отрезок АР=и, а 

на луче ВУ — отрезок ѵ так, что 2иѵ= а 2 . Докажите, что 
расстояние от середины отрезка АВ до прямой Р<2 равняет¬ 
ся 0,5 а 

Переключаемся 

1.34. Самолет летит по прямой с постоянной скоростью. В 
любой момент времени вы можете определить расстояние до 
него. Как найти его скорость? 

ЗАДАЧИ К §2 

Дополняем теорию 

1.35. Пусть из точки на плоскость проведены перпендику¬ 
ляр и две равные наклонные. Докажите, что равны: а) проек¬ 
ции этих наклонных; б) углы, которые они образуют с плоско¬ 
стью. 

Докажите, что верны и обратные утверждения. 

1.36. Докажите, что параллельные прямые составляют с 
одной и той же плоскостью равные углы. 

1.37. Докажите, что боковое ребро правильной призмы 
перпендикулярно ее основанию. 

1.38. Докажите, что высота правильной пирамиды проек¬ 
тируется в центр ее основания. 
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1.39. Из одной и той же вершины куба выходят диагональ 
и три ребра. Докажите, что эта диагональ куба перпендикуляр¬ 
на плоскости, проходящей через концы этих ребер. 

1.40. Докажите, что в прямоугольном параллелепипеде ди¬ 
агонали равны. 

1.41. Докажите, что точка, лежащая на прямой, перпенди¬ 
кулярной плоскости некоторого многоугольника и проходя¬ 
щей через центр его описанной окружности, равноудалена от 
его вершин. Докажите и обратное утверждение. 

1.42. Докажите, что угол между плоскостями равен углу 
между прямыми, перпендикулярными этим плоскостям. 

1.43. Треугольник АВС — равнобедренный с основанием 
ВС. Через вершину А проведена прямая, перпендикулярная его 
плоскости. Точка X — переменная точка этой прямой, отлич¬ 
ная от А. Докажите, что угол ВХС меньше угла ВАС. , 

1.44. Докажите, что в правильной /^-угольной пирамиде 
сумма всех плоских углов при ее вершине меньше 360 граду¬ 
сов. 

1.45. Докажите, что все перпендикуляры, проведенные к 
данной прямой через данную ее точку, лежат в одной плоско¬ 
сти. 

1.46. Биссектральной плоскостью двугранного угла назы¬ 
вается плоскость, которая делит его на два равных по величине 
двугранных угла, а биссектором двугранного угла называется та 
часть биссектральной плоскости, которая лежит в данном дву¬ 
гранном угле. Докажите, что биссектор угла является множест¬ 
вом точек угла, равноудаленных от его граней. 

1.47. Докажите, что существует точка, равноудаленная от: 
а) всех граней тетраэдра; б) плоскостей всех граней правильной 
пирам иды . 

Рисуем 

1.48. Пусть РАВС — правильный тетраэдр, точка ^ — 
центр его основания, точка К — середина ребра РА. Нарисуйте 
перпендикуляры: а) из К на плоскость АВС ; б) из К на плос¬ 
кость ВСР; в) из <2 на плоскость АРС; г) из <2 на плоскость В КС. 

1.49. Пусть РАВС — правильный тетраэдр. Нарисуйте про¬ 
екцию: а) РА на плоскость АВС ; б) РА на плоскость РВС; в) АС 
на плоскость РА В; г) треугольника РАС на плоскость АВС 

1.50. Пусть РАВС — правильный тетраэдр, точка ^ — 

центр его основания, точка К — середина ребра РС. Нарисуй¬ 
те его сечение плоскостью, проходящей через: а) 0 перпенди¬ 
кулярно прямой АС; б) ^ перпендикулярно прямой РВ; в) К 
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перпендикулярно прямой РС; г) К перпендикулярно прямой АВ, 

д) К перпендикулярно прямой РВ; е) К перпендикулярно пря¬ 
мой Р<2\ ж) Р перпендикулярно прямой ВК. 

1.51. Пусть РАВС — правильный тетраэдр, точка К — сере¬ 
дина ребра АС. Нарисуйте его сечение плоскостью, проходя¬ 
щей через: а) К перпендикулярно прямой РВ\ б) К перпендику¬ 
лярно прямой ВС; в) В перпендикулярно прямой РК. 

1.52. Дан правильный тетраэдр. Нарисуйте линейные уг¬ 
лы двугранных углов, заданных: а) его боковой гранью и осно¬ 
ванием; б) его боковыми гранями; в) двумя плоскостями, прохо¬ 
дящими через его ребро и центр противоположной грани. 

1.53. Дана правильная треугольная пирамида. Нарисуйте 
ее сечение плоскостью, проходящей: а) через вершину перпен¬ 
дикулярно ребру основания; б) через вершину основания пер¬ 
пендикулярно боковому ребру; в) через середину ее высоты 
перпендикулярно этой высоте. 

1.54. Дана правильная треугольная пирамида. Нарисуйте 
ее сечение плоскостью, перпендикулярной основанию и прохо¬ 
дящей через: а) боковое ребро; б) медиану основания; в) апо¬ 
фему пирам иды ; г) высоту пирамиды; д) вершину основания, 

е) середину ребра основания; ж) некоторую точку внутри реб¬ 
ра основания. 

1.55. РАВС — прямоугольный тетраэдр (у него все плос¬ 
кие углы при вершине Р прямые). Нарисуйте перпендикуляр: 
а) из середины ребра ВС на противоположные грани, б) из 
внутренней точки ребра АС на плоскость РВС; в) из внутренней 
точки грани АВС на плоскость РАС. 

1.56. РАВС — прямоугольный тетраэдр. Нарисуйте проек¬ 
цию: а) РА на плоскость АВС ; б) РА на плоскость РВС; в) тре¬ 
угольника РАС на плоскость АВС; г) треугольника РАС на плос¬ 
кость АВР; д) АС на плоскость РАВ; е) АС на плоскость РВС; 

ж) треугольника РАВ на плоскость РВС; з) треугольника РВС на 
плоскость АВС ; и) треугольника АВС на плоскость РАВ. 

1.57. В пирамиде РАВС ребро РВ перпендикулярно плоско¬ 
сти АВС. РА=РС=АС. Нарисуйте ее сечение плоскостью, про¬ 
ходящей через: а) Р и перпендикулярной АС; б) В и перпенди¬ 
кулярной РА; ъ) А ѵі перпендикулярной ВС. 

1.58. В четырехугольной пирамиде РАВСО с равными реб¬ 
рами точка 0 — центр основания, точка К — середина реб¬ 
ра АВ. Нарисуйте перпендикуляры: а) из А на плоскость ВРО, 
б) из К на плоскость АРС; в) из К на плоскость СРй; г) из <2 на 
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плоскость АРВ; д) из Б на плоскость ВСР; е) из К на плоскость 
АРБ; ж) из С на плоскость АРБ. 

1.59. Пусть РАВСБ — правильная четырехугольная пира¬ 
мида. Нарисуйте проекцию: а) РА на плоскость АВС; б) РА на 
плоскость РВБ; в) АБ на плоскость РАС; г) треугольника РВС на 
плоскость АВС; д) треугольника РАВ на плоскость РВБ; е) тре¬ 
угольника РВБ на плоскость РАС. 

1.60. В четырехугольной пирамиде РАВСБ все ребра рав¬ 
ны. Нарисуйте ее сечение плоскостью, проходящей через Р и 
перпендикулярной прямой: а) А Б; б) СБ; в) АС; г) ВБ; д) РА. На¬ 
рисуйте ее сечение плоскостью: е) проходящей через середину 
СБ перпендикулярно прямой СБ; ж) проходящей через центр 
основания <2 перпендикулярно прямой АС; з) середину Р0 пер¬ 
пендикулярно Р(). 

1.61. Дана правильная четырехугольная пирамида РАВСБ. 
Нарисуйте ее сечение плоскостью, проходящей через: а) вер¬ 
шину Р и перпендикулярной основанию; б) ребро РА и перпен¬ 
дикулярной плоскости РВБ; в) высоту пирамиды Р() и перпен¬ 
дикулярной плоскости СРБ ; г) диагональ основания перпенди¬ 
кулярно его плоскости. Нарисуйте ее сечение плоскостью, пер¬ 
пендикулярной: д) двум противоположным граням; е) двум со¬ 
седним граням. 

1.62. Через точку А, лежащую в плоскости а, проведен 
перпендикуляр А В к плоскости а . Нарисуйте самый короткий 
отрезок ВХ и самый длинный отрезок ВУ, если точки Хи У 
принадлежат таким фигурам плоскости а: а) прямой; б) отрез¬ 
ку; в) окружности; г) кругу; д) равностороннему треугольнику, 
центр которого находится в точке А; е) квадрату, центр которо¬ 
го находится в точке А. 

1.63. Пусть АВСБ — квадрат, точка К лежит внутри сторо¬ 
ны СБ, прямая КІ перпендикулярна плоскости АВС. Нарисуйте 
перпендикуляры из Ь на прямые, проходящие через стороны 
квадрата, и на прямые, проходящие через его диагонали. 

1.64. Пусть АВСБ — ромб с острым углом 60 градусов. На¬ 
рисуйте перпендикуляры из точки Р на прямые, проходящие 
через стороны и диагонали ромба, если: а) прямая РБ перпен¬ 
дикулярна плоскости АВС; б) прямая РА перпендикулярна плос¬ 
кости АВС. 

1.65. Нарисуйте четырехугольную пирамиду, в которой 
основанием является квадрат, а ребро перпендикулярно осно- 


трия 
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ванию. Нарисуйте самый короткий отрезок, соединяющий: а) О 
_ прямой АР- 6) Б с прямой СР; в) Р с прямой АС. 

1 66 Пусть РАВСБ — четырехугольная пирамида с Р^ы 
йпя'ш/ Наоисѵйте самый короткий отрезок, соединяю 
1й точку А с: о) сечением ВОХ этой пирамиды, ™е ™чке ле- 
1т внуі ребре РС. б) гранью РС* ») сечением РШ>. 

Планируем 

1.67. Пусть даны перпендикуляр из точки на 
наклоним из^той Как вычис- 

меЖ АУ наКЛ °™ с ^Гс^К ? ак б, в2^ В ^ 

длина наклоннои и ее уго п ИЗВ естны длина перпен- 

перпендикуляра и п Р оек ^™' ’ на1 1 онной . как вычислить угол 
дикуляра и угол между также проекцию наклонной? 

между неклонн™^ ^ м да1ИуК| „ловкость проведены 

^ ж ,”=»и 

МИДЫ, у которой известн^ аі боковое^е Р ребро основания 

ный угол при боковом ребре? „ус пи _ 

1 7П гіѵгть известна высота правильной треугольной пи 
1.70. Пусть известна * есди известно ребро 

рамиды. Как вычислить. ) известно боковое ребро; 

основания; б) ребро основан , между боковым ребром 

^ 17 б^«Т=*^рГ^И иэ"™н дву- 
ЛС в) ребра РВ.АВ и угол ЛЯС; г) ребра РВ, РА, АС, д) Р Р 

“р^че^рекут^ой 

пирамиды, у которой >^о™™7^л7ко° 

и плоский угол при вершин е: ») ре бро „ дау . 

”го Ребра* ““"о™ ребре; д) боковое ребро и двугранный 
вранный У™„ П 7,^ р^ро осиовти, и двугранный угол 
^бГовГ Х! і) боковое ребро и „оранный угол при 
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основании; з) боковое ребро и двугранный угол между проти¬ 
воположными боковыми гранями? 

Представляем 

1.73. Сколько пар взаимно перпендикулярных плоскостей 
можно насчитать в: а) прямоугольном параллелепипеде; б) пря¬ 
моугольном тетраэдре; в) правильной четырехугольной пирами¬ 
де, в которой проведены диагонали основания? 

1.74. Точки А и В лежат в двух взаимно перпендикуляр¬ 
ных плоскостях вне их общей прямой. Сколько существует то¬ 
чек X на их общей прямой таких, что треугольник АХВ — пря¬ 
моугольный с прямым углом при вершине X? 

Оцениваем 

1.75. В правильном тетраэдре РАВС точка К — переменная 
точка ребра РВ. При каком положении точки К достигает гра¬ 
ничных значений расстояние: а) от К до прямой АС; б) от К до 
плоскости АРС? 

1.76. В правильном тетраэдре РАВС через РХ , где X — пе¬ 
ременная точка ребра ВС, проводится плоскость, перпендику¬ 
лярная основанию. При каком положении точки X достигает 
граничных значений площадь сечения тетраэдра этой плоско¬ 
стью? 

1.77. В правильной треугольной пирамиде РАВС точка X — 
переменная точка ребра РВ. Когда достигает граничных зна¬ 
чений площадь проекции треугольника АХС: а) на плоскость 
АВС ; б) на плоскость РАС? 

Сделаем 

1.78. Через центры двух граней правильного тетраэдра 
проведены прямые, перпендикулярные этим граням. Определи¬ 
те взаимное расположение этих прямых. Проведите еще одну 
такую же прямую. Как она будет расположена по отношению к 
первым двум? Как обобщить полученный результат? 

1.79. Имеется N плоскостей. Через данную точку прово¬ 
дятся прямые, перпендикулярные всем этим плоскостям. Дока¬ 
жите, что все эти прямые лежат в одной плоскости, если: а) все 
плоскости пересекаются по одной и той же прямой; б) каждые 
две плоскости пересекаются, причем прямые пересечения па¬ 
раллельны между собой. 

Исследуем 

1.80. Из каких трех утверждений можно вывести четвер¬ 
тое: 1) аі а ; 2) 6ХР ; 3) аІВ ; 4) аі-Р . 

1.81. Плоскости а и Р пересекаются, точка А лежит в 
плоскости а, точка В лежит в плоскости Р, АА ( — перпенди- 



100 


куляр на плоскость Р, ВВ , — перпендикуляр на плоскость а 
Можно ли установить связь между величинами АВ, АА Ѵ ВВ Ѵ 


А,В Х 1 

Поступаем в ВУЗ 

1.82. Прямоугольные проекции четырехугольника на две 
взаимно перпендикулярные плоскости являются квадратами со 

стороной 2. Одна из его сторон равна 4Е . Вычислите его пе¬ 
риметр. 

Ответ: ц4Е+4і). 

1.83. Круг радиуса К и равносторонний треугольник со 

стороной к4з лежат во взаимно перпендикулярных плоско¬ 
стях. Одна из сторон треугольника лежит в плоскости круга. 
Отрезок, соединяющий центры круга и треугольника, образует 

ті 

с их плоскостями углы, равные — . Найдите длину части сторо¬ 


ны треугольника, лежащей внутри круга. 


Ответ: К 


2л/3-л/2 

2 


1.84. Через гипотенузу прямоугольного треугольника про¬ 
ведена плоскость, наклоненная к катетам треугольника под уг¬ 
лами а и Р соответственно. Найдите угол между этой плоско¬ 
стью и плоскостью треугольника. 

Ответ: агсхт^І$іп 2 а + 5/л 2 Р . 


1.85. Из точки ребра двугранного угла, равного а, в од¬ 
ной из его граней проведен отрезок, составляющий с этим реб¬ 
ром угол Р . Какой угол образует отрезок с другой гранью? 

Ответ: агс5Іп(5Іпа-5Іп$) . 

1.86. На одной из граней острого двугранного угла лежит 
квадрат. Одна из сторон квадрата образует угол а с ребром 
двугранного угла. Определите величины углов между диагона¬ 
лями квадрата и другой гранью двугранного угла. 

А . (п V 

и агсзігіхіп ер сох -о^ 


Ответ: агсхіпхіп 


1 -- 

Ап \ 

т ф-5/иІ — 


1.87. Катеты АВ и АС прямоугольного треугольника АВС 
расположены соответственно в гранях Р и острого двугран¬ 
ного угла величины ф. Катет А В образует с ребром двугранно- 
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го угла острый угол а. Определите угол между этим ребром и 
катетом АС. 

Ответ: агссі%(і% а -сох ф). 

1.88. На ребре двугранного угла 120 градусов взят отрезок 
длины С и из его концов восставлены к нему в различных гра¬ 
нях перпендикуляры длин а и Ь. Определите длину отрезка 
прямой, соединяющего концы этих перпендикуляров. 

Ответ: уіс 2 + а 2 +Ь 2 +аЬ . 

1.89. Через гипотенузу ВС прямоугольного треугольни¬ 
ка АВС проведена плоскость а, расстояние от вершины А до 
этой плоскости равно 3. Найдите угол между плоскостью а и 
плоскостью треугольника, если АВ = 10, АС = 7,5. 

_ 71 

Ответ: — . 

6 

Переключаемся 

1.90. Шест надо установить вертикально. Сколько вам по¬ 
надобится для этого тросов? 

1.91. А почему иную колбасу режут наискосок? 

ЗАДАЧИ К §3 

Дополняем теорию 

1.92. Докажите, что отрезки параллельных прямых, заклю¬ 
ченные между параллельными плоскостями, равны. 

1.93. Пусть одна пара плоскостей пересекается по некото¬ 
рой прямой, а другая пара плоскостей, соответственно парал¬ 
лельных данным, пересекается по другой прямой. Докажите, 
что эти прямые пересечения параллельны между собой. 

1.94. Докажите, что параллельность плоскостей равносиль¬ 
на параллельности перпендикуляров к этим плоскостям. 

1.95. Пусть данная прямая не лежит в данной плоскости. 
Докажите, что они параллельны, если: а) существует плоскость, 
параллельная данным плоскости и прямой; б) существует пря¬ 
мая, параллельная данным плоскости и прямой; в) существует 
прямая, перпендикулярная данным плоскости и прямой; г) су¬ 
ществует плоскость, перпендикулярная данным плоскости и 
прямой; д) существуют две точки на данной прямой, одинаково 
удаленные от данной плоскости. 

1.96. Две прямые параллельны. Одна из них параллельна 
данной плоскости, а другая имеет с этой же плоскостью общую 
точку. Докажите, что другая прямая лежит в данной плоскости. 
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1.97. Две плоскости пересекаются по некоторой прямой. 
Другая прямая параллельна каждой из данных плоскостей. До¬ 
кажите, что она параллельна прямой, по которой зти плоско¬ 
сти пересекаются. 

1.98. Две прямые пересекаются и каждая из них парал¬ 
лельна данной плоскости. Докажите, что плоскость, в которой 
лежат эти прямые , параллельна данной плоскости. 

1.99. Докажите, что параллельны плоскости: а) противопо¬ 
ложных граней прямоугольного параллелепипеда; б) оснований 
прямой призмы; в) противоположных граней параллелепипеда; 
г) оснований наклонной призмы. 

1.100. Докажите, что множеством точек, равноудаленных 
от двух данных параллельных плоскостей, является параллель¬ 
ная им плоскость, проходящая через середину общего перпен¬ 
дикуляра двух данных плоскостей. 

1.101. Докажите, что прямая, перпендикулярная плоско¬ 
сти, перпендикулярна любой прямой: а) на этой плоскости; 
б) параллельной этой плоскости. 

Рисуем 

1.102. Дан куб АВСВА,В,С,В, . Нарисуйте его сечение пло¬ 
скостью КЬМ при таком расположении этих точек: а) К лежит 
внутри ребра А, В,, Ь лежит внутри ребра А,В,, М лежит 
внутри ребра ЛД б) К лежит внутри ребра А 1 В 1 , I лежит внут¬ 
ри ребра А,В,, М лежит внутри ребра СД в) К лежит внутри 
ребра А,В,; Ь лежит внутри ребра А,В,, М лежит внутри реб¬ 
ра ДО,; г) К лежит внутри ребра А, В,, Ь лежит внутри реб¬ 
ра А, В,, М лежит внутри ребра СС,. 

1.103. Дан куб/4ВСД4,В,С,0,. Нарисуйте его сечение плос¬ 
костью, которая проходит через: а) точку А и перпендикуляр¬ 
на плоскости В,ВО; б) точку А и перпендикулярна плоскости 
А,АС; в) точку А и перпендикулярна плоскости СВВ,;г) пря¬ 
мую АС, и перпендикулярна плоскости Л ВО; д) прямую АС, и 
перпендикулярна плоскости В,ВВ; е) прямую АС, и перпенди¬ 
кулярна плоскости АВС; ж) прямую АВ, и перпендикулярна 
плоскости СВВ, ;з) прямую АВ, и перпендикулярна плоскости 
АВС; и) прямую АВ, и перпендикулярна плоскости А,АС. 

1.104. Пусть АВСВА,В,С,В, — куб. Нарисуйте два его се¬ 
чения плоскостями, параллельными между собой и проходящи- 
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ми через прямые: а) АС и В,О ѵ б) АС и С,Д в) АС и В,Д 
г) АС и КЪ, где X и X — середины ребер А,В, и СД д) АС и 
0,0 2 , где О, и 0 2 —центры граней АА,В,В и А,В,С,0,. 

1.105. Пусть РАВС — правильный тетраэдр, точка б — 
центр его основания, точка X лежит внутри ребра РВ. Нарисуй¬ 
те его сечение плоскостью, проходящей через точку X и пер¬ 
пендикулярной прямой: а) ВС; б) РВ; в) РС; г) Р^. 

1.106. Пусть РАВС — правильный тетраэдр, точка X — се¬ 
редина ребра АВ, точка X — середина ребра РС. Нарисуйте 
сечение тетраэдра плоскостью, проходящей: а) перпендикуляр¬ 
но плоскости АВС; б) перпендикулярно прямой XX; в) парал¬ 
лельно прямым РК и АЦ г) через точку X параллельно прямой 
РВ; д) через точку Р параллельно прямой XX. 

1.107. Дана правильная треугольная пирамида РАВС, точ¬ 
ка б — центр ее основания. Нарисуйте сечение пирамиды 
плоскостью, параллельной плоскости АВС и проходящей через: 

а) точку Т внутри ребра РВ; б) точку М внутри медианы РЬ гра¬ 
ни РАС; в) точку X внутри Р^. 

1.108. В правильной четырехугольной пирамиде РАВС О то¬ 
чка б— центр основания. Нарисуйте сечение пирамиды 
плоскостью, проходящей: а) через б параллельно прямой АО; 

б) через б параллельно прямой РА; в) через точку внутри Р() 
параллельно основанию; г) параллельно плоскости РАИ; д) 
через СХ> параллельно прямой АВ; е) через точки X и X — сере¬ 
дины ребер ВС и СХ> параллельно прямой ДД ж) через XX па¬ 
раллельно ВХ> и АР; з) параллельно плоскости РКЦ и) парал¬ 
лельно плоскости РКО; к) перпендикулярно плоскости АВС; 
л) перпендикулярно плоскостям РСО и РАВ. 

Планируем 

1.109. Дан куб АВСОА,В,С,0, с ребром 1. Точка X — се¬ 
редина ребра СД точка X — середина ребра С,В,, точка М 
— центр грани АА 1 В 1 В. Как вычислить расстояния: а) А,К; 
б) XX; в) ХА/? 

1.110. Дан куб АВСОА,В,С,0, с ребром 1. Точка X — се¬ 
редина ребра С,О ,, точка Р — центр грани В В,С,С . Как вы¬ 
числить расстояния: а) от точки А, до плоскости СДО,;б) от 
точки А, до плоскости 88,0 ,; в) от точки А, до плоскости 
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АО,С,; г) от точки К до плоскости А,В,В; д) от точки К до 
плоскости АЛ,С,; е) от точки К до плоскости А, В,С; ж) от 
точки Р до плоскости АА,В; з) от точки Р до плоскости АВВ, ? 

1.111. Дан куб АВСйА,В,С,0, . Как вычислить угол между 
лучом АБ и лучами; а) СС,; б) А,В ,; в) В,С; г) ВС,; д) СИ,; 
е) А,В; ж) М,; з) Б,В; и) СА,\ к) АС,? 

1.112. Дан куб АВСБА,В,С,Б,. Точка К — середина реб¬ 
ра АА, , точка В — середина ребра А,Б,, точка М — середина 
ребра А,В,, точка N — середина ребра В,С,, точка Р — сере¬ 
дина ребра ВВ, , точка б — середина ребра ВС, точка К — се¬ 
редина ребра С,Б,, точка 5 — середина ребра ОБ, . Как вы¬ 
числить угол между прямыми: а) КЬ и М№, б) КЪ и Р^; в) МР 
и Лф г) КЪ и Л5; д) Л5 и Р0? 

1.113. Пусть РАВС — правильный тетраэдр, точка ^ — 
центр его основания, точка К — середина ребра РВ , точка Ь 
середина ребра АС. Как вычислить угол между прямыми: 
а) АР и ВС; б) АР и С0; в) АР и СК; г) АК и ВС; д) АК и РІ; е) А() 
и КЪ? 

1.114. Известны расстояния от трех вершин параллело¬ 
грамма до данной плоскости. Как найти расстояние до этой 
плоскости от четвертой вершины параллелограмма? 

Представляем 

1.115. Какую фигуру образуют в пространстве все точки, 
удаленные от данной плоскости на расстояние: а) равное данно¬ 
му; б) большее данного; в) меньшее данного? 

1.116. Даны две параллельные плоскости. Какую фигуру 
образуют в пространстве все точки, которые: а) равноудалены 
от этих плоскостей; б) к одной из них ближе, чем к другой? 

1.117. Какой фигурой является множество точек, равно¬ 
удаленных от: а) двух параллельных прямых; б) двух пересе¬ 
кающихся прямых; в) двух параллельных плоскостей; г) двух 
пересекающихся плоскостей; д) прямой и плоскости, перпенди¬ 
кулярных между собой? 

1.118. Какой фигурой является множество точек, равно¬ 
удаленных от: а) двух граней тетраэдра; б) трех граней тетраэд¬ 
ра; в) боковых граней правильной пирамиды; г) боковых граней 
правильной призмы (фигура лежит внутри многогранника)? 

1.119. Какой фигурой является множество биссектрис 
всех линейных углов данного двугранного угла? 
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Оцениваем 

1.120. В основании четырехугольной пирамиды РАВСО ле¬ 
жит квадрат. Грань РАВ перпендикулярна основанию и являет¬ 
ся равносторонним треугольником. В этой пирамиде проводит¬ 
ся сечение, параллельное плоскости РСБ. Можете ли вы узнать, 
в каком положении такое сечение имеет наибольшую площадь? 

1.121. В правильной треугольной призме АВСА 1 В { С 1 все 
боковые грани — квадраты. Точка К — середина ребра АС, 
точка Ь — середина ребра АВ, точка М — середина ребра ВВ Х , 
точка N — переменная точка ребра АА Г Проводятся сечения 

призмы плоскостями КЬМ и ВСУ и рассматривается общий от¬ 
резок, этих сечений. Какой из таких отрезков является наи¬ 
большим? А наименьшим? 

Сделаем 

1.122. Точка К удалена от всех вершин треугольника на 1, 
точка /. удалена от всех сторон треугольника на 1. Какая из них 
ближе к плоскости треугольника? 

1.123. Через каждую из двух скрещивающихся диагона¬ 
лей боковых граней правильной треугольной призмы проводят¬ 
ся два сечения так, что они параллельны другой из этих диаго¬ 
налей. Докажите, что эти сечения равны. 

Исследуем 

1.124. В параллелепипеде АВСОА 1 В 1 Ср і в вершине А 
сходятся три ромба со стороной 1 и острым углом, равным ф . 
Как вычислить высоту параллелепипеда? 

1.125. Все плоские углы при одной из вершин тетразд- 
ра прямые. Можно ли в сечении такого тетраэдра получить: 
а) прямоугольный треугольник; б) остроугольный треугольник; 
в) тупоугольный треугольник; г) треугольник любой наперед за¬ 
данной формы? 

Поступаем в ВУЗ 

1.126. Отрезки двух прямых, заключенные между двумя 
параллельными плоскостями, относятся как 2:3, а их углы с 
плоскостями — как 2:1 . Найти эти углы. 

Ответ: агссох 0,75 и 2 агссоз 0,75. 

1.127. Найдите угол между двумя скрещивающимися пря¬ 
мыми а и Ъ , если расстояние между точками А прямой а и 
В прямой Ь , равноотстоящими от оснований С на прямой а 
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и й на прямой Ь общего перпендикуляра к этим прямым, рав¬ 
но 2р, а ОС=АС=Вй= р 

2 71 

Ответ: —. 

3 

1.128. Основание АС и вершина В равнобедренного тре¬ 
угольника АВС находятся на различных гранях прямого дву¬ 
гранного угла с ребром р. Точки А и В удалены от р на рас¬ 
стояние а, а проекция С на ребро р равноудалена от проек¬ 
ций А и В на р. Найдите расстояние от С до р , если АВ образу¬ 
ет с р угол 60 градусов. 

_ ауі 6 

Ответ: -. 

2 

1.129. Отношение длин двух отрезков, заключенных меж¬ 
ду параллельными плоскостями, равно к, а величины углов, ко¬ 
торые каждый из этих отрезков составляет с одной из плоско¬ 
стей, относятся как 2:3. Найдите величины этих углов и допус¬ 
тимые значения к. 


Ответ: к е 



\ 

1,5 

/ 


2агссоз(0,25(к + уік 2 +4)) ; 


2агссоз(0,25(к + л/* 2 +4)). 


1.130. Дан прямоугольник, длины сторон которого рав¬ 
ны 1 и 2. Меньшая сторона прямоугольника лежит на плоско¬ 
сти Р, а диагональ прямоугольника образует с плоскостью Р 
угол величина которого равна а. Найдите величину угла меж¬ 
ду плоскостью прямоугольника и плоскостью Р. 

_ . уГЕхіпа. 

Ответ: агсзт -. 

2 

1.131. Точки А/, И, Р, ^ расположены в пространстве так, 
что АО/ ± Р^, МР ± N^. Докажите, что М^ ± ЫР. 

1.132. АВ и СО параллельные прямые, лежащие в двух пе¬ 
ресекающихся плоскостях, образующих угол 60°. Точки А и О 
удалены от линии пересечения плоскостей на расстояния А и В. 
Найдите расстояние между А В и СО. 

Ответ: у/а 2 + Ъ~ -аЬ . 
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1.133. Два квадрата АВСИ и КЬМЫ расположены в про¬ 
странстве так, что центр квадрата КЬМЫ совпадает с серединой 
стороны АВ. Точка А лежит на стороне ЬМ и АМ < АЬ , точка N 
равноудалена от точек В и С. Расстояние от М до ближайшей к 

ней точке квадрата АВСИ равно 2уі2, а расстояние от К до бли¬ 
жайшей к ней точки квадрата АВСй равно 5. Найдите длины 
сторон квадратов и расстояние от точки до плоскости . 


Ответ: Юл/ГЗ; 30; 10 


14 

13' 


1.134. Угол между скрещивающимися прямыми АВ и СО 


равен 


агссох 


л/35 

10 


Точки Е и Г являются серединами отрез¬ 


ков АВ и Сй соответственно, а прямая ЕЕ перпендикулярна 
прямым АВ и СО. Найдите угол АСВ, если известно, что 

АВ = 2^5, 0>=2Ѵ7, ЕЕ = уіі2. 


5 

Ответ: агссов— . 

8 

1.135. На прямой р в пространстве последовательно рас¬ 
положены точки А, В к С такие, что АВ = 27 и ВС= 18. Найдите 
расстояние между прямыми ряд, если расстояния от точек А, 
В и С до прямой 9 равны 17, 10 и 8 соответственно. 

Ответ: 8. 

Переключаемся 

1.136. Объясните, почему часовая и минутная стрелки 
часов движутся в параллельных плоскостях. 

1.137. Из наблюдательного пункта установили, что рас¬ 
стояние до самолета увеличивается, а угол, под которым он ви¬ 
ден, уменьшается. Взлетает этот самолет или садится? 

1.138. Как на столе расставить 4 одинаковые бутылки так, 
чтобы расстояния между их горлышками были одинаковыми? 
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ГЛАВА 2 

ВАЖНЕЙШИЕ ПРОСТРАНСТВЕННЫЕ 
ФИГУРЫ 


В главе 2 мы продолжим “строительную геометрию" 
и расскажем о строении и свойствах важнейших прост¬ 
ранственных фигур — шара и сферы, цилиндров и кону¬ 
сов, призм и пирамид. Большинство предметов, создан¬ 
ных руками человека, — здания, машины, мебель, посуда 
и т.д., и т.п., состоит из частей, имеющих форму этих 
фигур. 


§4. СФЕРА И ШАР 

После прямых и плоскостей сфера и шар — самые 
простые, но очень важные и богатые разнообразными 
свойствами пространственные фигуры. О геометричес¬ 
ких свойствах шара и его поверхности — сферы — напи¬ 
саны целые книги. Некоторые из этих свойств были из¬ 
вестны еще древнегреческим геометрам, а некоторые 
найдены совсем недавно, в последние годы. Эти свойства 
(вместе с законами естествознания) объясняют, почему, 
например, форму шара имеют небесные тела и икринки 
рыб, почему в форме шара делают батискафы и футболь¬ 
ные мячи, почему так распространены в технике шари¬ 
коподшипники и т.д. Мы можем доказать лишь самые 
простые свойства шара. Доказательства других, хотя и 
очень важных свойств, часто требуют применения со¬ 
всем не элементарных методов, хотя формулировки та¬ 
ких свойств могут быть очень простыми: например, сре¬ 
ди всех тел, имеющих данную площадь поверхности, 
наибольший объем у шара. 

4.1. Определения сферы и шара. Определяются сфе¬ 
ра и шар в пространстве совершенно так же, как окруж¬ 
ность и круг на плоскости. Сферой называется фигура, 
состоящая из всех точек пространства, удаленных от дан- 
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ной точки на одно и то же 
(положительное) расстояние. 

Эта точка называется цент¬ 
ром сферы, а расстояние — 
ее радиусом (рис.4.1). 

Итак, сфера с цент¬ 
ром О и радиусом К — это 
фигура, образованная всеми 
точками X пространства, для 
которых ОХ = К. 

Шаром называется фигу¬ 
ра, образованная всеми точ¬ 
ками пространства, находящимися на расстоянии не 
большем данного (положительного) расстояния от данной 
точки. Эта точка называется центром шара, а данное 
расстояние — его радиусом. 

Итак, шар с центром О и радиусом К — это фигура, 
образованная всеми точками X пространства, для кото- 


Рис.4.1 


рых ОХ < К . 

Те точки X шара с центром О и радиусом К, для 
которых ОХ = К, образуют сферу. Говорят, что эта сфе¬ 
ра ограничивает данный шар или что она является его 
поверхностью. 

О тех же точках X' шара, для которых ОХ < К, го¬ 
ворят, что они лежат внутри шара. 

Радиусом сферы (и шара) называют не только рас¬ 
стояние К, но и любой отре¬ 
зок, соединяющий центр с 
точкой сферы. 

Диаметром сферы (и ша¬ 
ра) называют как величину, 
равную удвоенному радиусу, 
так и любой отрезок, по ко¬ 
торому пересекает шар пря¬ 
мая, проходящая через его 
центр (рис.4.2). 

Точки сферы, являющи¬ 
еся концами диаметра сфе¬ 
ры, называются диаметраль¬ 
но противоположными. 




по 



Рис.4.3 


4.2. Взаимное положение шара и плоскости. Сна¬ 
чала вспомним, как могут быть расположены по отноше¬ 
нию друг к другу круг и прямая (рис.4.3). Три положения 
круга и прямой характеризуются расстоянием от центра 
круга до прямой, т.е. длиной перпендикуляра ОА , опу¬ 
щенного из центра О круга на данную прямую. 

Точно так же в пространстве для шара и плоскости 
возможны три случая. 

1 ) Если расстояние от центра шара до данной плос¬ 
кости больше радиуса шара, то шар и плоскость не име¬ 
ют общих точек (рис.4.4). 

2) Касание шара и плоскости. Если 
расстояние от центра шара до плоскости равно радиусу 
шара, то плоскость имеет с шаром и ограничивающей 



Рис.4.4 


Рис.4.5 
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его сферой только одну общую точку. Этой точкой явля¬ 
ется точка А — основание перпендикуляра ОА , опущен¬ 
ного из центра О шара на данную плоскость а. Все ос¬ 
тальные точки плоскости а удалены от точки О больше, 
чем на радиус К и шару не принадлежат (рис.4.5). В 
случае, когда шар, а также и ограничивающая его сфера, 
имеют с плоскостью единственную общую точку, гово¬ 
рят, что плоскость касается шара и ограничивающей его 
сферы, а их общая точка называется точкой касания. 
Плоскость, касающаяся сферы, называется касательной 
плоскостью этой сферы. 

Выводы, сделанные в рассматриваемом случае, мож¬ 
но выразить как следующий признак касания 
сферы и плоскости: если плоскость проходит 
через точку на сфере и перпендикулярна радиусу, прове¬ 
денному в эту точку, то она касается сферы. 

3) Пересечение шара и плоскости. 
Если расстояние Л от центра шара до плоскости мень¬ 
ше радиуса К шара, то пересечение шара с плоскостью 
представляет собою круг. Центр А этого круга является 
проекцией центра шара О на данную плоскость. Пере¬ 
сечение плоскости со сферой является окружностью ука¬ 
занного круга (рис.4.6). Ее радиус Г вычисляется по фор¬ 
муле 




(і) 
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Действительно, построим на плоскости (X, удален¬ 
ной от точки О на расстояние <і < К , круг И с центром 
в точке А и радиусом V , вычисленным по формуле (1). 
Точка X принадлежит кругу И тогда и только тогда, ко¬ 
гда АХ < г (рис.4.7), а это в свою очередь, имеет место 
тогда и только тогда, когда точка X лежит в плоскос¬ 
ти ОС и для ее расстояния до точки О выполняется нера¬ 
венство 

ОХ = лІс1 2 + АХ 2 <К, (2) 

т.е. эта точка X принадлежит рассматриваемому шару. 
Итак, сечением данного шара плоскостью — в случае, 
когда <1 < К, является круг Б, а сечением сферы — ок¬ 
ружность этого круга. ■ 

Радиус т будет наибольшим, когда (1 = 0 , т.е. когда 
плоскость а проходит через центр шара. Тогда г = К. В 
этом случае окружность по которой сфера пересекается 
с плоскостью, проходящей через центр сферы, называет¬ 
ся большой окружностью сферы. 

Каждые две большие окружности одной сферы пере¬ 
секаются в двух диаметрально противоположных точках 
сферы (рис.4.8). 

Действительно, прямая, по которой пересекаются 
плоскости этих окружностей, проходит через центр сфе¬ 
ры. А общие точки этих окружностей лежат на этой пря¬ 
мой, и потому — диаметрально противоположны. Ш 
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А через две не диаметрально противоположные точ¬ 
ки сферы проходит единственная большая окружность: 
она получается при пересечении сферы с плоскостью, 
проходящей через центр сферы и две данные точки 
(рис.4.9). 

Дуги больших окружностей на сфере (меньшие по¬ 
луокружности) аналогичны отрезкам на плоскости в том 
смысле, что они являются кратчайшими по длине среди 
всех линий на сфере, соединяющих их концы. В частно¬ 
сти, дуга большой окружности короче дуги параллели 
(отличной от экватора) между теми же точками на зем¬ 
ной поверхности (рис.4.10). Поэтому при дальних поле¬ 
тах и дальних плаваниях, ес¬ 
ли возможно, летят и плывут 
не по постоянной широте, а в 
северном полушарии забира¬ 
ют на север — по дуге боль¬ 
шой окружности. Например, 
кратчайший полет из Москвы 
в Хабаровск проходит над да¬ 
леким севером Сибири. 

Теперь мы легко можем 
доказать утверждение, обрат¬ 
ное признаку касания сферы 
и плоскости: если плоскость 
касается сферы, то она перпендикулярна радиусу, прове¬ 
денному в точку касания. 

Действительно, если бы это было не так, то данная 
плоскость была бы удалена от центра сферы меньше, чем 
на радиус, а потому пересекала бы сферу по окружности, 
а не касалась бы ее. ■ 

Объединив признак касания и обратное ему утвер¬ 
ждение, приходим к такой теореме: 

Теоремаі (о касании сферы и плоскости). Плос¬ 
кость и сфера касаются в некоторой точке тогда и толь¬ 
ко тогда, когда плоскость перпендикулярна радиусу, 
проведенному в эту точку. 

4.3. Сфера и многранники. Сфера называется впи¬ 
санной в многогранник, если она касается всех его гра¬ 
ней. В этом случае говорят, что многогранник описан 
около сферы. Центр сферы, вписанной в многогранник, 
равноудален от всех граней этого многогранника. 



прия 



114 


Говорят, что сфера описана около многогранника, 
если она проходит через все его вершины. А о много¬ 
граннике в этом случае говорят, что он вписан в сферу. 
Центр сферы, описанной около многогранника, равно¬ 
удален от всех вершин многогранника. 

4.4. Вид и изображение шара и сферы. Шар издали 
со всех сторон имеет вид круга — вспомните диск Солн¬ 
ца или полной Луны. Это выражено в следующем утвер¬ 
ждении: 

Проекция шара, как и сферы, есть круг того же 
р ади уса. (Здесь и в дальнейшем, говоря просто "проек¬ 
ция", мы имеем в виду ортогональную проекцию на 
плоскость). Докажите это утверждение самостоятельно 
(рис.4.11). 

В согласии с этим утверждением шар и сферу 
изображают в виде круга. При этом для того, чтобы 
не спутать это изображение с изображением круга, 
его можно подштриховать, но обычно рисуют проек¬ 
цию какой-нибудь большой окружности, плоскость ко¬ 
торой не перпендикулярна плоскости проекции; проек¬ 
ция эта будет, как мы знаем, эллипсом. Центр шара изо¬ 
бразится центром этого эллипса (рис.4.12). Если взятая 
большая окружность принята за экватор, то можно оты¬ 
скать соответствующие полю¬ 
сы N и 8, помня, что пря¬ 
мая, их соединяющая, пер¬ 
пендикулярна плоскости эк¬ 
ватора. Типичная ошибка при 
изображении полюсов в том, 
что их рисуют на окружно¬ 
сти, ограничивающей изобра¬ 
жение шара (рис.4.13). На са¬ 
мом же деле изображение 
точки N должно лежать ни¬ 
же, а точки 5 — выше, т.е. 
так, как изображено на ри¬ 
сунке 4.12. Параллели также 
изображаются эллипсами. 

Замечание. Оказывается, что свойство проекции ша¬ 
ра, доказаннное в этом пункте, позволяет судить о шарообраз¬ 
ности реальных предметов. А именно, имеет место следующее 
утверждение: 



Рис.4.11 
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Если проекции фигуры на все плоскости — круги, то фи¬ 
гура эта — сфера в объединении с некоторым множеством 
внутренних точек. (В результате такого объединения может 
получиться как шар, так и его часть.) Доказательство этого ут¬ 
верждения сложно и выходит за рамки школьного курса. 

4.5. Опорная плоскость. Сфера со своей касатель¬ 
ной плоскостью имеет общую точку и лежит от нее по 
одну сторону, т.е. в одном полупространстве (рис.4.5). 
Плоскости, обладающие таким 
свойством относительно неко¬ 
торой фигуры (не обязательно 
сферы), называются опорными 
плоскостями этой фигуры. 

Итак, плоскость называется 
опорной плоскостью данной 
фигуры, если она имеет с фи¬ 
гурой хотя бы одну общую 
точку и фигура содержится 
в одном полупространстве, ог¬ 
раниченном этой плоскостью 
(рис.4.14). 

Мы постоянно встречаемся Рис. 4.14 

с опорными плоскостями (на¬ 
сколько вообще можно говорить о реальных плоских по¬ 
верхностях как о плоскостях). Плоскость стола является 
опорной для всех стоящих на нем предметов; для предме¬ 
та, упирающегося и в пол, и в стену, их поверхности слу- 
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жат опорными плоскостями; для деталей, обрабатывае¬ 
мых на шлифовальном круге, поверхность этого круга то¬ 
же служит опорной плоскостью и т.д. 

Плоскость может быть опорной одновременно в раз¬ 
ных точках фигуры, как на рисунке 4.15, и на целой об¬ 
ласти: так, плоскость основания пирамиды является ее 
опорной плоскостью во всех точках основания (рис.4.16). 

С другой стороны, может быть так, что в одной 
точке фигура имеет бесконечно много опорных плоско¬ 
стей, как это будет, например, в вершине пирамиды 
(рис.4.16). 

4.6. Ограниченные фигуры. Диаметр фигуры. Фигу¬ 
ру называют ограниченной, если найдется такое расстоя¬ 
ние Л, что расстояние между любыми двумя точками 
фигуры не превосходит Л. В противном случае фигуру 
называют неограниченной. 

В неограниченной фигуре есть такие точки, которые 
сколь угодно далеко удалены друг от друга, и никакого 
наибольшего расстояния между точками этой фигуры не 
существует. Но в ограниченной фигуре могут сущест¬ 
вовать наиболее удаленные друг от друга точки, т.е. пары 
таких точек, расстояние между которыми наибольшее. В 
шаре такими точками являются пары диаметрально про¬ 
тивоположных точек. 

Расстояние между наиболее удаленными друг от 
друга точками фигуры (если такие существуют) называ¬ 
ется диаметром фигуры. Отрезок, соединяющий наибо- 
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Рис.4.17 Рис.4.18 


лее удаленные друг от друга точки фигуры, тоже можно 
назвать ее диаметром (как и для шара). 

Ясно, что ограниченная фигура лежит в некотором 
шаре, а неограниченная фигура не лежит ни в каком ша- 
ре. 

♦4.7. Опорные плоскости в концах диаметра. Вспом¬ 
ним теорему об опорной (касательной) плоскости шара. 
В ней содержится следующее утверждение. 

Плоскость, проходящая через конец диаметра шара 
перпендикулярно этому диаметру, не имеет с шаром дру¬ 
гих общих точек и служит его опорной плоскостью. 

Оказывается, эта теорема обобщается на произволь¬ 
ные фигуры! Именно, выполняется следующая теорема: 

Теорема. Плоскость, проходящая через конец 
диаметра фигуры перпендикулярно этому диаметру, не 
имеет с фигурой других общих точек и служит ее опор¬ 
ной плоскостью. 

О Пусть отрезок АВ —диаметр фигуры Р (рис.4.17). 
Проведем через его конец А плоскость а, ему перпенди¬ 
кулярную. Если X — точка этой плоскости, отличная от 
А, то ВХ > ВА, так как перпендикуляр В А короче на¬ 
клонной ВХ . По определению диаметр — это наиболь¬ 
шее расстояние между точками фигуры, так что для всех 
точек У е Р выполняется неравенство ВА > ВУ . Следо¬ 
вательно, никакая точка У фигуры Р не лежит на плос¬ 
кости а , кроме самой точки А. 

Покажем, что вся фигура Р лежит с той стороны от 
плоскости (X, где лежит В (кроме точки А). Действи- 
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тельно, если точки 2 и В лежат по разные стороны от 
плоскости а, то отрезок В2 пересекает плоскость а. 
Поэтому В2 > В А , и точка 2 не может быть точкой фи¬ 
гуры Р . Итак, плоскость а — опорная плоскость фигу¬ 
ры Р в точк еЛ. Я 

Замечание 1. Вся фигура, кроме концов диамет¬ 
ра АВ, расположена строго между плоскостями а и (3, про¬ 
ходящими через его концы А и В перпендикулярно ему 
(рис.4.18). Диаметр фигуры или какого-нибудь предмета — зто 
мера того, что называют линейными размерами или габаритами 
предмета. Всякий предмет можно поместить в кубическую ко¬ 
робку с ребром, равным диаметру предмета. 

Замечание 2. Теорема об опорной плоскости шара 
оказалась, как мы видим, только част¬ 
ным случаем последней теоремы, от¬ 
носящейся к любым фигурам, лишь 
бы у них существовали наиболее от¬ 
даленные друг от друга точки. При 
этом доказательство ее ничуть не 
сложнее. 

И снова, как и в случае теоремы 
о трех перпендикулярах и ее обобще¬ 
ния (см. п.2.3), мы встречаемся с со- 
Рис 4 19 временным обобщением классичес¬ 

кой теоремы, известной еще в Древ¬ 
ней Греции: ведь понятие опорной плоскости принадлежит гео¬ 
метрии XX века. 

4.8. Сфера — фигура вращения. Предметы, имею¬ 
щие форму фигур вращения, постоянно встречаются в 

технике, в искусстве, в быту: 
тарелки, катушки, колеса, вазы 
и т.д. (рис.4.19) — все это ре¬ 
альные тела вращения. Они 
характеризуются тем, что при 
вращении оси самосовмещают- 
ся, как точильные круги, валы 
турбин и т.п. При этом каждая 
точка такой фигуры, не лежа¬ 
щая на оси вращения, движет¬ 
ся по окружности с центром 
на оси. Поэтому такие фигуры 
как бы состоят из окружно- 
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Рис.4.21 Рис.4.22 Рис.4.23 

стей. Эти окружности имеют центры на одной прямой и 
лежат в плоскостях, перпендикулярных этой прямой. 

Таким свойством обладает и сфера. Ее осью враще¬ 
ния является любая прямая, проходящая через центр 
сферы (рис.4.20). 

И в общем случае фигуру вращения определим ука¬ 
занным свойством. Пусть Р — некоторая фигура в про¬ 
странстве, а — некоторая прямая и X — любая точка 
фигуры Р (рис.4.21). Проведем через X плоскость (Х_І_а. 
В этой плоскости построим окружность с центром на 
прямой а, проходящую через точку X. Если фигура Р 
содержит такую каждую окружность, то она называется 
фигурой вращения с осью а. Построенные окружности 
называются параллелями фигуры вращения. 

Другим семейством плоских фигур, заполняющим фи¬ 
гуру вращения Р, является семейство ее меридианов. 
Меридианы получаются в сечении фигуры Р полуплос¬ 
костями, ограниченными осью фигуры (рис.4.22). Все ме¬ 
ридианы фигуры вращения равны (рис.4.23). Действи¬ 
тельно, соответствующие друг другу точки этих фигур 
лежат на одной и той же параллели. Равенство расстоя¬ 
ний для соответствующих пар точек следует из равенства 
прямоугольных трапеций. 

Если представить себе, что полуплоскости, ограни¬ 
ченные осью вращения фигуры, поворачиваются вокруг 
этой оси, то все меридианы фигуры вращения будут са- 
мосовмещаться. В согласии с этим говорят, что фигура 
вращения получается в результате вращения плоской фи¬ 
гуры вокруг оси, лежащей в той же плоскости. Напри- 
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мер, меридиан сферы — по¬ 
луокружность, и сфера по¬ 
лучается вращением полуок¬ 
ружности вокруг ее диамет¬ 
ра. А шар получается враще¬ 
нием полукруга вокруг его 
диаметра. 

4.9. Симметрия сферы и 
шара. Одно из самых важных 
свойств, которым может об¬ 
ладать фигура — это ее симметричность. Само слово 
"симметрия" — с греческого может быть переведено как 
"соразмерность". Симметричная фигура содержит в себе 
равные и однообразно расположенные части, что прида¬ 
ет ей уравновешенность (например, меридианы у фигуры 
вращения). 

Изучая различные фигуры, мы каждый раз будем 
находить их элементы симметрии, т.е. центры, оси и 
плоскости различных видов их симметрии. 

Не считая самого пространства, сфера и шар — са¬ 
мые симметричные фигуры. В предыдущем пункте мы 
уже убедились, что сфера и шар обладают вращательной 
симметрией, т.е. могут быть самосовмещены поворотом 
вокруг осей, проходящих через их центр. В следующих 
пунктах мы познакомимся еще с двумя видами их сим¬ 
метрии. Мы будем говорить о симметрии сферы, но все 
сказанное о ней распространяется на шар. 

4.10. Сфера — центрально симметричная фигура. О 
центральной симметрии говорилось в планиметрии. Все 


р' 




Рис.4.26 
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сказанное там дословно повторяется в стереометрии. На¬ 
помним определения. 

Точки А и А' называются симметричными относи¬ 
тельно точки О, если точка О делит отрезок АА попо¬ 
лам (рис.4.24). Точка О считается симметричной сама се¬ 
бе (относительно О). 

Две фигуры называются симметричными относи¬ 
тельно точки О, если они состоят из попарно симмет¬ 
ричных точек (рис.4.25). Это значит, что для каждой 
точки одной фигуры симметричная ей (относительно О) 
точка лежит в другой фигуре. 

В частности, фигура может быть симметрична сама 
себе относительно некоторой точки О. Это значит, что 
для каждой ее точки X точка X ', симметричная X отно¬ 
сительно О , лежит в ней же. Точка О называется тогда 
центром симметрии фигуры, а фигура называется цен¬ 
трально симметричной (рис.4.26). 

Сфера симметрична относительно своего центра, 
т.е. центр сферы является центром симметрии сферы. В 
самом деле, для каждой точки X сферы с центром О 
симметричная ей (относительно О) точка лежит на сфе¬ 
ре — этой точкой X' будет диаметрально противополож¬ 
ная точка (рис.4.27). 

4.11. Сфера — зеркально симметричная фигура. Зер¬ 
кальная симметрия в пространстве аналогична осевой 
симметрии на плоскости, но в определениях прямую на¬ 
до заменить плоскостью. 
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Точки X и X' называются симметричными относи¬ 
тельно плоскости а, если отрезок XX' перпендикуля¬ 
рен плоскости а и делится ею пополам (рис. 4.28). Каж¬ 
дая точка плоскости а считается симметричной сама се¬ 
бе (относительно а). 

Две фигуры называются симметричными относи¬ 
тельно плоскости а (или зеркально симметричными от¬ 
носительно а), если они состоят из попарно симмет¬ 
ричных точек (рис.4.29). Это значит, что для каждой 
точки одной фигуры симметричная ей точка (относитель¬ 
но а) лежит в другой фигуре. 

В частности, фигура может быть симметрична са¬ 
ма себе относительно некоторой плоскости а. Это 
значит, что для каждой ее точки X точка X ', симмет¬ 
ричная X относительно плоскости а, лежит в ней же. 


Плоскость а называется тогда плоскостью симмет¬ 
рии фигуры, а фигура называется зеркально симмет¬ 



ричной (рис.4.30). 

Сфера симметрична от¬ 
носительно любой плоскос¬ 
ти, проходящей через ее 
центр (рис.4.31). Это озна¬ 
чает следующее. 

Пусть 5 — некоторая 
сфера радиуса К с центром 
в точке О и а — любая 
плоскость, проходящая че¬ 
рез точку О. Возьмем лю- 




123 


бую точку X сферы 8, не лежащую в плоскости а По¬ 
строим симметричную ей относительно а точку X '. Для 
этого опустим из точки X перпендикуляр XV на плос¬ 
кость а и продолжим его за точку У на отрезок УХ' = 
= ХУ . Прямоугольные треугольники ОХУ и ОХ'У рав¬ 
ны (по двум катетам). Поэтому ОХ ' = ОХ = К и точ¬ 
ка X' е8. Итак, а — плоскость симметрии сферы 8. Я 

Симметричные тела встречаются повсюду: чайники, 
чашки, автомобили, дома, корабли, тела животных и т.д. 

4.12. Отражение в плоскости и отражение в зерка¬ 
ле. Отражение в плоскости осуществляется реально при 
отражении в зеркале: изображение предмета в плоском 
зеркале соответствует предмету именно так, как при гео¬ 
метрическом отражении в плоскости зеркала. Это следу¬ 
ет из закона отражения света. 

По закону отражения света луч падающий и луч от¬ 
раженный лежат в одной плоскости с перпендикуляром к 
зеркалу в точке падения и образуют с ним равные углы. 

Лучи, идущие из точки А, отражаясь от плоскости 
зеркала, расходятся так, как если бы они исходили из 
точки А', симметричной точке А относительно плоско¬ 
сти зеркала. Это можно доказать, исходя из закона отра¬ 
жения (рис.4.32). 

Таким образом, каждая точка изображается в зерка¬ 
ле симметричной ей точкой и, стало быть, каждая фигура 
— симметричной фигурой. Отражение в зеркале пред¬ 
ставляет в этом смысле геометрическое отражение в 
плоскости. 
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Отражение в плоскости имеет различные техничес¬ 
кие применения. Например, можно доказать, что, после¬ 
довательно отразившись от трех взаимно перпендикуляр¬ 
ных плоскостей, луч изменит направление на противопо¬ 
ложное (попробуйте доказать это!). Поэтому луч любого 
направления, отразившись от трех взаимно перпендику¬ 
лярных зеркал, возвращается точно в противоположном 
направлении (рис.4.33). На этом основан уголковый отра¬ 
жатель, отправленный в свое время на Луну. Из системы 
отражателей состоят красные сигнальные знаки сзади у 
автомашин и велосипедов. 


*§5. ТРЕХГРАННЫЕ УГЛЫ И СФЕРИЧЕСКИЕ 
ТРЕУГОЛЬНИКИ 

5.1. Определение трехгранного угла и его элемен¬ 
тов. Если в стереометрии аналогами плоских углов мож¬ 
но считать двугранные углы, то трехгранные углы можно 
рассматривать как аналоги плоских треугольников, а кро¬ 
ме того, как мы увидим, они естественно связаны со сфе¬ 
рическими треугольниками. 

Определить трехгранный угол можно так. Возьмем 
любые три луча а, Ь, с, имеющие общее начало О и 
не лежащие в одной плоскости (рис.5.1). Эти лучи яв¬ 
ляются сторонами трех вы¬ 
пуклых плоских углов: уг¬ 
ла а со сторонами Ъ, с, уг¬ 
ла Р со сторонами а, с и 
угла у со сторонами а, Ъ. 
Объединение этих трех уг¬ 
лов а, Р, у и называется 

трехгранным углом ОаЪс 
(или, короче, трехгранным 
углом О). Лучи а, Ъ, с на¬ 
зываются ребрами трех¬ 
гранного угла ОаЪс , а пло¬ 
ские углы а, р, у — его гранями. Точка О называется 
вершиной трехгранного угла. 




125 


При каждом из ребер трехгранного угла определяет¬ 
ся соответствующий двугранный угол такой, ребро кото¬ 
рого содержит соответствующее ребро трехгранного уг¬ 
ла, а грани которого содержат грани трехгранного угла, 
прилежащие к этому ребру. 

Величины двугранных уг¬ 
лов трехгранного угла ОаЪс 
при ребрах а, Ъ, с будем со¬ 
ответственно обозначать через 

а, Ь, с . 

Три грани а, Р, у трех¬ 
гранного угла ОаЪс и три его 
двугранных угла при ребрах а , 

Ъ , С , а также величины а, Р, р и с5Я 

у и а, Ъ , с будем называть элементами трехгранного 
угла. (Вспомните, что элементы плоского треугольника — 
это его стороны и его углы.) 

Наша задача — выразить одни элементы трехгран¬ 
ного угла через другие его элементы, т.е. построить "три¬ 
гонометрию" трехгранных углов. 

5.2. Тригонометрия трехгранного угла. Начнем с вы¬ 
вода аналога теоремы косинусов. 1) Сначала рассмотрим 
такой трехгранный угол ОаЪс , у которого хотя бы две 
грани, например ос и Р, являются острыми углами. Возь¬ 
мем на его ребре С точку С и проведем из нее в гранях 
а и Р перпендикуляры СА и СВ к ребру С до пере¬ 
сечения с ребрами а и Ъ в точках А и В соответствен¬ 
но (рис.5.2). Выразим расстояние АВ из треугольников 
ОАВ и САВ по теореме косинусов. Получим 

АВ 2 = АС 2 + ВС 2 - 2 АС • ВС • сове 

и 

АВ 2 = ОА 2 + ОВ 2 - 2 ОА • ОВ ■ созу . 

Вычитая из второго равенства первое, получим: 

ОА 2 - АС 2 + ОВ 2 - ВС 2 + 2 АС • ВС ■ сове - 

-2АО ■ ВО • сову = 0 . ( 1 ) 

Так как треугольники ОСВ и ОСА прямоугольные, то 
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ОА 2 - АС 2 = ОС 2 и ОВ 2 -ВС 2 =ОС 2 . 
Поэтому из (1) и (2) следует, что 

ОА • ОВ • созу = ОС 2 + АС ■ ВС ■ созс , 

т.е. 


но 


созу = 


ОС ОС АС ВС 

-+- созс 

ОА ОВ ОА ОВ 


( 2 ) 


ОС 

ОА 


а ос АС . ВС 

созъ, -= соза, -= 5шр, -= зіпа , 

К ОВ ОА ОВ 


поэтому получим: 

созу - соза ■ соз$ + зіпа ■ зіп$ • созс (3) 

— аналог теоремы косинусов для трехгранных углов. 

Покажем, что эта формула верна для трехгранных 
углов с любыми гранями. Возможны еще такие случаи. 

2) Обе грани а и (3 — тупые углы. Возьмем тогда 
луч с', дополняющий луч С до прямой, и рассмотрим 
трехгранный угол ОаЪс' , дополняющий угол ОаЪс до 
двугранного угла. В нем уже две грани — острые углы, 
имеющие величины я —а и я —(3, третья грань — тот 
же угол у и тот же противолежащий ей двугранный 
угол с при ребре с’ . Поэтому по формуле (3) 

созу = соз( я - а) • соз( я - Р) + зіп(п — а) • зіп{п - Р) • созс , 
т.е. (3) верно и для этого случая. 

3) Один из углов аир, например а, острый, а 
другой — Р — тупой. Возьмем тогда луч а', дополняю¬ 
щий луч а до прямой, и рассмотрим трехгранный угол 
ОаЪс. В нем две грани — острые углы, имеющие ве¬ 
личины а и я - Р, третья грань имеет величину я — у и 
величина противолежащего ей двугранного угла равна 
я - с . Применяя формулу (3), получаем: 

соз( я - у) = соза • соз( я - Р) + зіпа ■ зіп( я - Р) • соз( я - с) , 
откуда следует (3) для рассматриваемого случая. 

4) Хотя бы один из углов а или Р прямой. Тогда ра¬ 
венство (3) можно получить предельным переходом из 
уже рассмотренных случаев 1) —3). 
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Итак, формула (3) (будем называть ее формулой ко¬ 
синусов) установлена для любых трехгранных углов. Из 
нее с помощью обычных формул тригонометрии можно 
получить другие соотношения между элементами трех¬ 
гранных углов. Выведем, например, аналог теоремы сину¬ 


сов. Для этого из (3) найдем сове и, подставив его в ра¬ 
венство віп 2 с - 1 - сов 2 с , получаем: 

. 2- , 2~ « ( С05 У -С0$а-С05$) 2 

ВІП С = 1 - СОВ С = 1-5- Т- - = 

8ІП а -8ІП р 


_ 1 - с ов 2 а - сов 2 р - сов 2 у + 2сова • сов р ■ сову 
віп 2 а- віп 2 $ 

Поделив на ВІп 2 у , получаем равенство: 
віп 2 с _ 1 - сов 2 а - сов 2 $ - сов 2 у + 2сова • со.ф • сову 
віп 2 у віп 2 а • віп 2 $ • віп 2 у 

( 4 ) 


Его правая часть симметрична относительно величин а, 
(3, у . Следовательно, если так же вычислить отношения 

віп 2 а віп 2 Ъ 

--— и -—, то справа получим то же выражение, 

віп а віп $ 

что ив (4). Поэтому эти отношения равны, а так как вхо¬ 
дящие в них синусы все положительные, то получаем 
следующий аналог теоремы синусов для трехгранного уг¬ 
ла: 

віпа _ віпЪ _ віпс ^ 

віпа віп$ віпу 

Отметим еще один частный случай формулы (3): ес¬ 
ли двугранный угол при ребре С прямой, то сове = О , и 
получаем, что 

сову = сова ■ сов р. (6) 

Равенство (6) является аналогом теоремы Пифагора 
для "прямоугольного" трехгранного угла: его "гипотену- 
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за" — грань у выражается через "катеты" — грани а 
и Р. 

5.3. Равенство трехгранных углов. Естественно на¬ 
звать два трехгранных угла равными, если равны все их 
соответственные элементы, т.е. равны их соответствен¬ 
ные грани и равны двугранные углы при соответствен¬ 
ных ребрах. Признаки равенства трехгранных углов по¬ 
хожи на признаки равенства треугольников. Но есть и 
отличия: например, два трехгранных угла равны, если со¬ 
ответственно равны их двугранные углы. Вспомните, что 
два плоских треугольника, у которых соответственные 
углы равны, подобны. А для трехгранных углов анало¬ 
гичное условие приводит не к подобию, а к равенству. 

Обсудим четыре признака равенства трехгранных 
углов. 

Первый признак: по двум граням и двугран¬ 
ному углу, заключенному между этими гранями. Равенст¬ 
во остальных элементов можно установить так. Сначала 
из теоремы косинусов установить равенство третьих гра¬ 
ней, а затем из теоремы синусов получить равенство 
двух оставшихся двугранных углов. 

Второй признак: по грани и двум прилежа¬ 
щим к ней двугранным углам. Непосредственно из уже 
полученных равенств (3) и (5) этот признак не вытекает. 
Но его можно свести к первому признаку, если восполь¬ 
зоваться замечательным свойством трехгранных углов, 
которое называется двойственностью. Оно 
состоит в следующем: если в какой-либо теореме о 

трехгранном угле ОоЪс заменить величины о, Ь, с на 
я—а, я —Р, я-у и наоборот, заменить а, Р, у на 

и-а, я -Ь, я -с, то снова получим верное утвержде¬ 
ние о трехгранных углах, двойственное исходной теоре¬ 
ме. Правда, если такую замену произвести в теореме си¬ 
нусов, то снова придем к теореме синусов (она сама се¬ 
бе двойственна). Но если так сделать в теореме косину¬ 
сов (3), то получим новую формулу 

сове = -сова • совѣ + віпа • віпЬ ■ сову . (7) 

Из формулы (7) во втором признаке сначала можно 
установить равенство третьих двугранных углов, а затем 
по теореме синусов и равенство остальных пар граней. 



129 




А почему имеет место двойственность становится ясно, 
если для трехгранного угла ОаЪс построить двойствен¬ 
ный ему трехгранный угол Оа'Ь'с', ребра а', Ь', с' ко¬ 
торого перпендикулярны граням исходного угла (рис.5.3). 
Величина грани а' двойственного угла в сумме с вели¬ 
чиной двугранного угла а при соответсвующем ребре а 
исходного трехгранного угла равна я (рис.5.4), т.е. а' = 
= я —а. А так как угол, двойственный к Оа'Ь'с', снова 
будет углом ОаЪс , то и а = я - а'. 

Записав теорему косинусов (3) для угла Оа'Ь'с' , и 
получим (7). 

Третий признак: по трем граням. Сначала 
из теоремы косинусов (3) вытекает равенство одной па¬ 
ры двугранных углов, а затем по теореме синусов — и 
равенство остальных двух пар двугранных углов. 

Четвертый признак: по трем двугранным 
углам. Он сводится к третьему применением двойствен¬ 
ности. 

Обдумайте, справедливы ли для трехгранных углов 
другие теоремы, аналогичные теоремам о свойствах тре¬ 
угольников. Например, справедливы ли аналоги теорем о 
замечательных точках треугольников или теорем о рав¬ 
нобедренном треугольнике. 

5.4. Сферические треугольники. Фиксируем некото¬ 
рую сферу 8 радиусом К с центром в точке О и выбе¬ 
рем на 8 любые три точки А, В, С, не лежащие на од¬ 
ной большой окружности (рис.5.5). Среди них нет точек, 


рия 
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Рис.5.5 Рис.5.8 

лежащих на одном диаметре сферы. Соединим точки А, 
В, С на 8 дугами больших окружностей (меньшими по¬ 
луокружности) . Обозначим через <х дугу ВС , через Р 
дугу АС и через у — дугу АВ . Фигура, состоящая из 

точек А, В, С, дуг а, р, у и ограниченной ими части 
сферы 5 (меньшей полусферы), называется сферичес¬ 
ким треугольником АВС . Точки А, В, С называются 
вершинами сферического треугольника АВС , дуги (X, Р, 

у — его сторонами, а уг¬ 
лами в его вершинах назы¬ 
ваются углы между каса¬ 
тельными, проведенными из 
этих вершин к сторонам 
треугольника (рис.5.6). 

Между треугольниками 
на сфере 8 и трехгранными 
углами с вершиной в цент¬ 
ре О сферы 8 естествен- 
Рис.5.7 ным образом устанавлива¬ 

ется взаимно однозначное соответствие: каждому тако¬ 
му треугольнику АВС соответствует трехгранный угол 
ОАВС , ребра которого а, Ъ, С проходят через верши¬ 
ны треугольника, и, наоборот, каждый трехгранный угол 
с вершиной в точке О "вырезает" на сфере 8 сферичес¬ 
кий треугольник (рис.5.7). 

Более того, легко установить соответствие между 
элементами трехгранных углов и элементами соответст- 
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вующего сферического треугольника, т.е. длинами его 
сторон и величинами его углов. 

Во-первых, так как касательные к окружности пер¬ 
пендикулярны радиусам, проведенным в точку касания, 
то углы сферического треугольника равны соответст¬ 
вующим двугранным углам того трехгранного угла, кото¬ 
рый "вырезает" из сферы данный сферический треуголь¬ 
ник (рис.5.7): 

АА = а, АВ = Ь, АС - с. (1) 

Во-вторых, так как длина дуги окружности равна 
произведению радиуса на величину соответствующего 
центрального угла в радианах, то стороны а , (3 , у сфе¬ 
рического треугольника АВС выражаются через вели¬ 
чины углов граней (Х 0 , Р 0 , у 0 соответствующего трех¬ 
гранного угла по формулам 

а = Ка 0 , Р = ДР 0 . У = Ку 0 - (2) 

Из полученных равенств (1) и (2) и доказанных в 
п.5.2 теорем синусов и косинусов для трехгранных углов 
можно получить соответствующие теоремы для сфери¬ 
ческих треугольников. 

Например, обобщение теоремы синусов выражается 

так: 


. а . р .у 

ЗІП — ЗІП — ЗІП — 


- — = -— =-—, ( 3 ) 

зіпА зіпВ зіпС 

а обобщение теоремы Пифагора для прямоугольного 
сферического треугольника имеет такой вид: 


у а Р 

соз— = соз — соз— . (4) 

К К К 


Из равенства (4) следует, что (Х<у и Р<у, т.е. в 
прямоугольном сферическом треугольнике катет меньше 
гипотенузы. 

Исходя из признаков равенства трехгранных углов, 
сформулируйте признаки равенства сферических тре¬ 
угольников и сравните их с признаками равенства 
обычных плоских треугольников. Найдите и попробуйте 
доказать для сферических треугольников и другие анало¬ 
ги теорем о плоских треугольниках, например, аналоги 
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теорем о равнобедренных треугольниках или теорем о 
замечательных точках треугольников. Из этих теорем мы 
выделим в следующем пункте лишь "неравенство тре¬ 
угольника". 

5.5. "Неравенство треугольника” для трехгранных 


углов и сферических треугольников. 

Теорема. У любого трехгранного угла сумма уг¬ 
лов двух его граней больше угла третьей грани. 

Эта теорема равносильна для сферических треуголь¬ 
ников такой теореме: 

Теорема. У любо¬ 
го сферического треугольни¬ 
ка сумма любых двух сторон 
больше третьей стороны. 

□ Рассмотрим сферичес¬ 
кий треугольник АВС со сто¬ 
ронами а = ВС , Р = АС и 
у = АВ (рис.5.8). Пусть а — 
наибольшая из его сторон. То¬ 
гда доказать надо лишь нера¬ 
венство Р + у > а. Проведем 
высоту АІ) в треугольнике АВС . Поскольку сторо¬ 
на ВС — наибольшая, то высота АО лежит внутри тре¬ 
угольника АВС и разбивает его на два прямоугольных 
треугольника АВО и АС О с общим катетом АО и ка¬ 
тетами ВО = а, и СО = а 2 . Поскольку катет меньше ги¬ 



потенузы, то а, < Р и а 2 < у . А тогда 

а = а 1 + а 2 <Р + у. т.е., р + у >а. ■ 


§6. ЦИЛИНДР 

6.1. Определение и общие свойства цилиндра. Слово 
цилиндр часто встречается в технике. Цилиндры обычно 
представляют себе круглыми, т.е. с круглым основанием 
(рис.6. Іа). В общем же случае их можно определить так. 

Пусть даны две параллельные плоскости (X и (X и 
на плоскости (X задана некоторая фигура Р. Из всех 
точек фигуры Р проведем параллельные друг другу от- 
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резки до плоскости а'. Фигура, которую образуют эти 
отрезки, и называется цилиндром (рис.6.16). Фигура Р , 
из точек которой проведены отрезки, называется основа¬ 
нием цилиндра. Отрезки, образующие цилиндр, так и 
называются его образующими. 

Укажем простейшие свойства цилиндра. 

Свойство 1. Все образующие цилиндра равны 
друг другу. 

Это свойство вытекает из следующей простой лем¬ 
мы, полезной и в других ситуациях. 

Лемма. Параллельные отрезки, концы которых ле¬ 
жат на параллельных плос¬ 
костях, равны. 

Действительно, пусть кон¬ 
цы X и У параллельных от¬ 
резков XX' и У У лежат в 
плоскости а, а их вторые 
концы — X' и У — лежат в 
плоскости а', параллельной 
плоскости а (рис.6.2). Прове¬ 
дем плоскость Р через парал¬ 
лельные прямые XX' и У У. РисВ.2 

Плоскость Р пересечет параллельные плоскости а 
и а' по параллельным прямым ХУ и Х'У . Так как 
ХХ'\\УУ и ХУ\\Х'У , то четырехугольник ХХ'У'У — 
параллелограмм, и потому XX' — УУ ' . Ш 
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Концы образующих рассматриваемого цилиндра на 
плоскости а', параллельной плоскости а , образуют не¬ 
которую фигуру Р' . Можно считать, что образующие 
выходят из нее. Поэтому и фигура Р' может считаться 
основанием цилиндра. Если, как обычно принято, пред¬ 
ставлять плоскости оснований горизонтальными, то одно 
основание называется нижним, а другое — верхним. 

Свойство 2. Основания цилиндра равны друг 
другу. 

Действительно, пусть Р и Р' — основания данного 
цилиндра. Каждой точке X еР соответствует точка X' 

— конец образующей, идущей из точки X . Если точ¬ 
кам X, У основания Р соответствуют точки X', У ос¬ 
нования Р', то отрезки XX' и У У равны и парал¬ 
лельны (рис.б.За). Стало быть, четырехугольник XX 'У У 

— параллелограмм. Поэтому отрезки ХУ и Х'У также 
равны и параллельны. Равенство отрезков ХУ и Х'У 
(для произвольно выбранных точек X , У ) и означает ра¬ 
венство фигур Р и Р '. И 

Свойство 3. Все сечения цилиндра плоскостями, 
параллельными плоскостям основания цилиндра, равны 
основанию цилиндра. 

Действительно, любое такое сечение является об¬ 
щим основанием двух цилиндров, на которые секущая 
плоскость разбивает данный цилиндр (рис.6.36). Поэтому 
оно равно другим основаниям этих цилиндров, которые 
являются основаниями исходного цилиндра. И 
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Замечание. Можно 
сказать, что цилиндр получается 
при параллельном переносе ос¬ 
нования вдоль образующих. Он 
получается также параллельным 
переносом образующей по осно¬ 
ванию. Переносим ли мы парал¬ 
лельно образующие по основа¬ 
нию или основание по образую¬ 
щим — получим один и тот же 
цилиндр. 

Перпендикуляр, опущен¬ 
ный из любой точки плоско¬ 
сти одного основания цилиндра на плоскость другого его 
основания, называется высотой цилиндра (рис.6.4). Дли¬ 
ну такого перпендикуляра также называют высотой ци¬ 
линдра. Так как плоскости оснований параллельны, то 
перпендикуляры у них общие и все они равны. Поэтому 
высоту можно проводить из любой точки плоскости ос¬ 
нования. 

Для того, чтобы задать цилиндр, достаточно задать 
его основание и одну образующую. Соответственно, ци¬ 
линдры различаются по виду оснований и наклону обра¬ 
зующих. 

Цилиндр называется прямым, если его образующие 
перпендикулярны плоскости основания (рис.6.5). /\дя это¬ 
го достаточно, чтобы какая- 
то образующая была перпен¬ 
дикулярна плоскости основа¬ 
ния, так как остальные обра¬ 
зующие параллельны ей и то¬ 
же будут перпендикулярны к 
плоскости основания. 

Замечание. Цилиндра¬ 
ми называются также фигуры, 
образуемые не только отрезка¬ 
ми, но и параллельными прямы¬ 
ми. Мы такие цилиндры не рас¬ 
сматриваем. 

6.2. Другой подход к определению цилиндра. Ци¬ 
линдру можно дать и другое определение, равносильное 
первому. А именно, цилиндр можно определить как фи¬ 
гуру, образованную равными и параллельными друг дру- 
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гу отрезками, идущими из всех точек некоторой плоской 
фигуры Р (основания цилиндра) в одну сторону от ее 
плоскости а (рис.6.6). 

Чтобы убедиться, что такое определение цилиндра 
приводит к тому же результату, что и определение, дан¬ 
ное в п.6.1, необходимо проверить, что концы отрезков, о 
которых идет речь во втором определении, лежат в од¬ 
ной плоскости а', параллельной плоскости а. Сделаем 
такую проверку. Возьмем некоторую точку А, принад¬ 
лежащую фигуре Р, построим отрезок А А' и прове¬ 
дем через точку А' плоскость а', параллельную плос¬ 
кости а (рис.6.7). Если теперь взять любую точку 
X &р и провести через X прямую /, параллельную 
прямой АЛ', то / пересечет плоскость а' в такой точ¬ 
ке X ', что XX' = АА' (по лемме п.6.1). А это и означа- 



Рис.6.8 
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Рис.6.9 



ет, что концы всех отрезков XX' , равных и параллель¬ 
ных отрезку А А' и идущих с ним в одном направлении 

от плоскости а, лежат в плоскости а' ||а. 

6.3. Цилиндр вращения. Рассмотрим прямой ци¬ 
линдр, основание которого — круг (рис.6.8а), т.е. прямой 
круговой цилиндр. Отрезок, соединяющий центры его 
оснований, называется осью цилиндра. 

Покажем, что ось прямого кругового цилиндра явля¬ 
ется его осью вращения, а сам он — фигура вращения. 

Действительно, все сечения прямого кругового ци¬ 
линдра плоскостями, параллельными плоскостям осно¬ 
ваний, являются кругами с центрами на оси (по свойст¬ 
ву 3 п.6.1). Плоскости этих кругов перпендикулярны оси 
(рис.6.86). Поэтому прямой круговой цилиндр является 
фигурой вращения и его называют цилиндром враще¬ 
ния. Он получается вращением прямоугольника вокруг 
своей оси симметрии (рис.6.9), а также вращением пря¬ 
моугольника вокруг стороны (рис.6.10). Из сказанного 
следует, что сечение цилиндра вращения любой плоско¬ 
стью, проходящей через ось цилиндра, является прямо¬ 
угольником (рис.6.11). Эти прямоугольники и называются 
осевыми сечениями цилиндра вращения. 

Образующие цилиндра вращения, исходящие из то¬ 
чек окружности основания, образуют его боковую пове¬ 
рхность. Она сама является цилиндром, основанием ко¬ 
торого служит окружность. Боковая поверхность тоже 
будет фигурой вращения. 
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Поверхностью цилиндра вращения называется объ¬ 
единение его оснований и боковой поверхности цилинд¬ 
ра. Поверхность цилиндра вращения иногда называют 
его полной поверхностью, подчеркивая этим, что она со¬ 
стоит из боковой поверхности и двух оснований. 

Цилиндр вращения симметричен относительно лю¬ 
бой плоскости, проходящей через его ось (рис.6.11), а 
также относительно плоскости, делящей пополам его об¬ 
разующие (рис.6.12). Цилиндр вращения имеет центр 
симметрии — середину его оси (рис.6.13). 

Как нарисовать цилиндр вращения видно из рисун¬ 
ка 6.8а; основания изображаются эллипсами. 

*6.4. Эллипс как сечение цилиндра вращения. Если 
боковую поверхность цилиндра пересечь плоскостью 
так, чтобы эта плоскость не пересекала его оснований, то 
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в сечении получится эллипс (рис.6.14). Это следует из 
определения эллипса как параллельной проекции окруж¬ 
ности на плоскость. (Поэтому, наклонив стакан с водой, 
вы наблюдаете эллипс). 

Рассматривая эллипс как сечение цилиндра враще¬ 
ния, докажем важное метрическое свойство эллипса, 
(метрическими называются свойства, которые выража¬ 
ются через расстояния), которое дает еще один подход к 
определению эллипса (а также позволяет его построить, 
точнее, начертить). 

Сумма расстояний от любой точки эллипса до двух 
точек, называемых фокусами, есть величина постоянная. 

Пусть эллипс Е получен как сечение боковой 
поверхности цилиндра вращения С плоскостью а 
(рис.6.15). Впишем в цилиндр 
С два шара Д и Д , ка¬ 
сающиеся как цилиндра, так 
и плоскости а (цилиндр мож¬ 
но взять достаточно высоким, 
чтобы шары Д и Д не пе¬ 
ресекали его оснований). Точ¬ 
ки касания шаров Д и Д с 
плоскостью а обозначим Р 1 
и Р 2 и назовем фокусами эл¬ 
липса. Окружности, по кото¬ 
рым Д и Д касаются цилин¬ 
дра С, обозначим через 5, 
и Д. Ясно, что Д и Д — 
большие окружности шаров Д 
и Д, а плоскости, в которых 
лежат Д и Д, перпендикуляр¬ 
ны оси цилиндра С. Поэтому 
все отрезки образующих ци¬ 
линдра с концами в точках ок¬ 
ружностей Д и Д равны друг 
другу. Обозначим их длину через 2 а. Возьмем любую 
точку X е Е . Проведем через точку X образующую ци- 
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линдра С. Она пересечет 5, и 5 2 в точках У х и У 2 . Так 
как отрезки ХР х и ХУ х касаются шара Д в точках Р х 
и У х и имеют общий конец X, то ХР х = ХУ,. Анало¬ 
гично ХР 2 = ХУ 2 . Поэтому 

ХР х + ХР 2 =ХУ х +ХУ 2 =У х У 2 =2а.Ш 
Из произведенных построений ясно, что прямая 
Р Х Р 2 будет осью симметрии эллипса (рис.6.16). Отрезок 
А х А 2 этой прямой с концами на эллипсе является боль¬ 
шим диаметром эллипса, и длина его равна 2 а (так как 
Л Х Р Х = Л 2 Р 2 ). Точка О — середина отрезков Р Х Р 2 и 


А х А 2 — будет центром симметрии эллипса. Проходящий 
через точку О отрезок В х В 2 , перпендикулярный А Х А 1 , с 
концами на эллипсе будет малым диаметром эллипса. Его 


длина 2 Ь равна диаметру шаров Д и Д (диаметру ос¬ 
нования цилиндра С). Так как В Х Р Х = В Х Р 2 и В Х Р Х + 
+ В х Р 2 —2а, то В х Р х =а. Если длину отрезка Р Х Р 2 обоз¬ 
начить через 2с, то ОР х =ОР 2 = с , и из прямоугольного 
треугольника ОР х В х получаем, что 

а 2 =Ь 2 + с 2 . (1) 



Действительно, пусть 


Эти соотношения и за¬ 
висимости между элемента¬ 
ми эллипса позволяют нам 
теперь показать, что множе¬ 
ство точек на плоскости, 
сумма расстояний которых 
до двух данных точек (назы¬ 
ваемых фокусами) есть ве¬ 
личина постоянная (и боль¬ 
шая, чем расстояние между 
фокусами), является эллип¬ 
сом. 

плоскости а даны две точ¬ 


ки Р х и Р 2 и задано некоторое расстояние 2 а > 


> Р Х Р 2 = 2с. По этим данным находим из равенства (1) 
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радиус Ъ = л/а 2 -с 2 шаров Д и 0 2 , и строим эти шары, 
касающиеся плоскости (X в точках и Р 2 по разные 
стороны от а. Цилиндр С, касающийся шаров Д и 
(его образующие параллельны прямой, проходящей через 
центры и Ь пересекает плоскость а по искомо¬ 
му эллипсу, для которого точки Д и Д — фокусы и 
2 а — сумма расстояний 
от точек эллипса до фоку¬ 
сов. (Для окружности Р х = 

= /Д, с = О и а = Ъ.) 

Опираясь на доказанное 
свойство, легко нарисовать 
эллипс. Для этого надо (бу¬ 
лавками или кнопками) за¬ 
крепить нить в двух точках 
(фокусах эллипса), а затем, 
натянув ее карандашом, на¬ 
чертить эллипс (рис.6.17). 

♦6.5. Винтовые линии. Кратчайшими линиями на плос¬ 
кости, соединяющими две точки, являются отрезки. Как 
было сказано в п.4.2, кратчайшими линиями на сфере, 
соединяющими две точки, являются дуги больших ок¬ 
ружностей. Рассмотрим задачу о кратчайших линиях, со¬ 
единяющих пары точек А, В на боковой поверхности 
цилиндра вращения. Ясно, что когда точки А, В лежат 
на образующей цилиндра, соединяющей их кратчайшей 
линией будет отрезок АВ . Если же точки А, В не лежат 
на одной образующей, то кратчайшей линией, соединяю¬ 
щей А и В на боковой поверхности цилиндра, будет ду¬ 
га винтовой линии. 

Винтовой линией называется кривая, которую описы¬ 
вает точка, совершающая равномерное винтовое движе¬ 
ние. Винтовое движение слагается из равномерного дви¬ 
жения вдоль прямой и равномерного движения вокруг 
прямой, причем движущаяся точка остается на постоян¬ 
ном расстоянии от этой прямой (рис.6.18). Эта прямая 
может быть названа осью винтового движения и соответ¬ 
ственно осью винтовой линии. 



Рис.6.17 




Рис.6.18 


Из данного определения следует, 
что винтовая линия лежит на цилинд¬ 
ре с той же осью. Окружность можно 
считать частным случаем винтовой ли¬ 
нии, когда точка лишь вращается во¬ 
круг прямой, не совершая движения 
вдоль прямой. 

Модель винтовой линии можно 
получить, если реальный цилиндр вра¬ 
щения (например, круглую палку) ту¬ 
го обмотать ниткой. 

Винтовая линия в общем случае, 
т.е. не сводящаяся к окружности, не 
лежит ни в какой плоскости, т.е. она 
является не плоской, а пространствен¬ 
ной кривой. 

6.6. Цилиндры в практике. Пред¬ 
меты, имеющие более или менее точ¬ 


ную форму цилиндра, а также и такие, у которых есть 
детали цилиндрической формы, встречаются повсемест¬ 


но: в быту, в строительстве, в технике — и играют важ¬ 
нейшую роль. Оси автомобилей и вагонов, цилиндры и 
поршни двигателей и т.д. — все они имеют главные час¬ 
ти в виде круговых цилиндров. Стальные трубы пред¬ 
ставляют собой прямые цилиндры с тонким круговым 


кольцом в основании. 

Под цилиндрами понимают обычно круглые предме¬ 
ты, но если иметь в виду цилиндры в нашем общем 


смысле, то можно привести множество других примеров. 
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Рельсы, различные виды проката, бетонные желоба и 
другие изделия имеют разнообразные формы цилиндров 
(хотя и не круглых). В практике их характеризуют фор¬ 
мой перпендикулярного сечения. Колонны, если они не 
сужаются кверху, столбы и балки в строительных конст¬ 
рукциях имеют форму цилиндров, в частности, призм, 
прямых или наклонных (рис.6.19). Например, мостовые 
фермы составляются сплошь из частей, имеющих форму 
призм. 


§7. ПРИЗМА 

7.1. Определение и общие свойства призмы. Призма 
является частным случаем цилиндра. А именно: призмой 
называется цилиндр, основание которого — многоуголь¬ 
ник. Если основание призмы — П- 
угольник, то призма называется П- 
угольной (рис.7.1). 

Так как основания любого ци¬ 
линдра равны друг другу, то оба ос¬ 
нования призмы являются равны¬ 
ми друг другу многоугольниками, ле¬ 
жащими в параллельных плоскостях 
(свойство 2 п.6.1). Соответственные 
стороны этих многоугольников па¬ 
раллельны. 

Каждая пара соответственных 
сторон оснований призмы является противоположными 
сторонами параллелограмма, заполненного образующими 
призмы (рис.7.2). Эти параллелограммы называются бо¬ 
ковыми гранями призмы. Те стороны боковых граней, 
которые не лежат на основаниях, называются боковыми 
ребрами призмы. 

Объединение боковых граней призмы называется ее 
боковой поверхностью. Поверхностью призмы является 
объединение оснований призмы и ее боковой поверхно¬ 
сти. 

Тем самым, «-угольная призма ограничена двумя 
равными П -угольниками — основаниями — и П боковы¬ 
ми гранями — параллелограммами. Любой из этих парал- 
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лелограммов имеет с каждым основанием по °А«° И 
щей стороне. Итак, призму можно определить и как мно¬ 
гогранник, две грани которого — основания призмы 
равные П -угольники, а еще П граней — параллелограм¬ 
мы имеющие с основаниями по одной общей стороне. 

Поскольку призма — цилиндр, то все понятия, отно¬ 
сящиеся к цилиндрам, относятся и к призмам. Например, 
высота призмы — это общий перпендикуляр плоскостей, 
где лежат основания призмы (или его длина). Призма на¬ 
зывается прямой, если ее боковые ребра перпендикуляр¬ 
ны плоскостям оснований (рис.7.3). Не прямые призмы 

называют наклонными (рис.7.1). 

Правильной призмой называется прямая призма, ос¬ 
нование которой — правильный многоугольник (рис.7.4). 

Перпендикулярным сечением призмы называется 
проекция ее основания на любую плоскость, перпендику- 



Рис.7.4 


Рис.7.5 


Рис.7.6 
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Рис.7.7 Рис.7.8 

лярную боковым ребрам призмы (рис.7.5). Все перпенди¬ 
кулярные сечения одной призмы равны друг другу. Пер¬ 
пендикулярные сечения прямой призмы равны ее основа¬ 
ниям. 

7.2. Параллелепипед. Подобно тому как тетраэдр яв¬ 
ляется пространственным аналогом треугольника, так па¬ 
раллелепипед является пространственным аналогом па¬ 
раллелограмма. 

Параллелепипед можно определить как призму, в ос¬ 
новании которой — параллелограмм (рис.7.6). Таким об¬ 
разом, параллелепипед — это призма, у которой все гра¬ 
ни — параллелограммы. Их всего шесть. Грани паралле¬ 
лепипеда распадаются на три пары равных и параллельно 
расположенных граней. Поэтому любую грань параллеле¬ 
пипеда можно принять за его основание. 

Для каждой вершины параллелепипеда есть одна 
противоположная ей вершина, та которая не лежит с 
данной вершиной в одной грани. Отрезок, соединяющий 
противоположные вершины параллелепипеда, называется 
диагональю параллелепипеда (рис.7.7). У параллелепипе¬ 
да четыре диагонали. 

Докажем, что диагонали параллелепипеда пересека¬ 
ются в одной точке и делятся ею пополам. 

Возьмем две диагонали параллелепипеда 
АВСВА Х В Х С Х В Х , например, диагонали АС Х и А Х С 
(рис.7.8). Поскольку четырехугольник АСС Х А Х — парал¬ 
лелограмм ( АА Х =СС Х и АА Х || СС, ), то диагонали АС Х 


гтрия 
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и А Х С пересекаются в некоторой точке О и делятся ею 

ПОПО Диагонали ВИ Х и АС Х являются диагоналями па¬ 
раллелограмма АВС Х А (АВ = С Х Д и ^НС.А), а по¬ 
тому пересекаются в середине диагонали АС Х , т.е. в 
точке О. Следовательно, и диагональ АО, проходит 
через точку О и делится ею пополам. Наконец, диагона¬ 
ли А,І> и ЛС, как диагонали параллелограмма АИС Х В Х 
пересекаются в точке, которая делит их пополам. Итак, 
все диагонали АС Ѵ А Х С, ВИ Х и В х О параллелепипеда 
АВСОА х В х С х И х проходят через одну точку О и делятся 

7 3. Прямоугольный параллелепипед. Пространст¬ 
венным аналогом прямоугольника является прямоу^ 
гольный параллелепипед. Параллелепипед ™зываетм 
прямоугольным, если все его грани - прямоугольники 
(пис.7.9). Куб — это прямоугольный параллелепипед, все 

в ребра которого равны. Куб 
С} л я 1 является пространственным 

і\ аналогом квадрата. Все гра- 

,у і \ ни куба — квадраты. 

В 1 ^-ГГ“ Наглядно очевидны сле- 

\ дующие основные свойства 

■ прямоугольного параллеле- 

_пипеда (но вы все-таки до- 

/I У п \ \ П кажите их самостоятельно): 

Л У ь \\ / 1) ребра, сходящиеся в 

г і / м г каждой вершине прямоуголь- 

™ рис 7д А ного параллелепипеда, вза¬ 
имно перпендикулярны; _ 

2) каждое ребро прямоугольного параллелепипеда пер¬ 
пендикулярно его противоположным граням, на которых 

лежат ^^/^грани прямоугольного параллелепипеда 

либо параллельны, либо перпендикулярны. , 

Пространственным аналогом теоремы Пифагора 
является следующее утверждение: квадрат диагонали 
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Рис.7.10 


Рис.7.11 


Рис.7.12 


прямоугольного параллелепипеда равен сумме квадратов 
трех его ребер, исходящих из одной вершины (рис.7.9). 

Действительно, из прямоугольных треугольников 

АВС и АСС 1 получаем: АС 2 = АВ 2 + ВС 2 и АС 2 = 
= АС 2 +СС 2 . Поэтому АС 2 = АВ 2 + ВС 2 + СС 2 . И так 
как ВС = АП и СС, = АА Х , то АС 2 = АВ 2 + АП 2 + 

+ аа 2 .я 

Прямоугольный параллелепипед, конечно, является 
прямой призмой. Но среди параллелепипедов есть и та¬ 
кие, которые будут прямыми, но не прямоугольными 
(рис.7.10). У таких прямых параллелепипедов две пары 
граней — прямоугольники (их естественно считать боко¬ 
выми гранями), а одна пара граней — параллелограммы, 
отличные от прямоугольников, — основания прямого па¬ 
раллелепипеда. 

7.4. Симметрия параллелепипеда. Все 'диагонали па¬ 
раллелепипеда пересекаются в одной точке и делятся 
этой точкой пополам. Поэтому противоположные вер¬ 
шины параллелепипеда симметричны относительно этой 
точки. Следовательно, каждый параллелепипед имеет 
центр симметрии — точку пересечения его диагоналей 
(рис.7.11). 

В общем случае осей и плоскостей симметрии парал¬ 
лелепипед не имеет, Прямой, но не прямоугольный па¬ 
раллелепипед всегда имеет ось симметрии — прямую, 
проходящую через центры симметрии его оснований, и 
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плоскость симметрии, проходящую через середины его 
боковых ребер. Если основания прямого параллелепипе¬ 
да— ромбы (но не квадраты), то появляются еще две оси 

и две плоскости симметрии (рис.7.12). 

Найдите сами элементы симметрии прямоугольно¬ 
го параллелепипеда, среди граней которого нет квадра¬ 
тов. Если среди граней пря¬ 
моугольного параллелепипе¬ 
да есть квадраты, то он яв¬ 
ляется правильной четырех¬ 
угольной призмой. Симмет¬ 
рия правильных призм рас¬ 
смотрена в следующем пунк¬ 
те, а симметрия куба — 
в §12. 

7.5. Симметрия правиль¬ 
ных призм. Поворот вокруг 
прямой. Напомним, что пра¬ 
вильной называется прямая призма, в основании которой 
лежит правильный многоугольник. Симметричность пра¬ 
вильных призм определяется симметричностью их осно¬ 
ваний (рис.7.13), а так же перпендикулярностью основа¬ 
ниям боковых ребер и граней. 

У правильной П -угольной призмы имеется П плоско¬ 
стей симметрии, проходящих через соответствующие оси 
симметрии оснований призмы (рис.7.14). Кроме того, у 
нее имеется еще одна плоскость симметрии, которая 
проходит через середины боковых ребер (рис.7.15). 




Рис.7.14 
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Осями симметрии правильной П -угольной призмы 
всегда являются П осей симметрии сечения этой призмы, 
проходящего через середины боковых ребер (рис.7.16). 
Если к тому же П четно, то осью симметрии являет¬ 
ся еще прямая, которая соединяет центры оснований 
(рис.7.17). Если же П нечетно, то это не так и других 
осей симметрии нет. 

Отрезок, соединяющий центры оснований правиль¬ 
ной призмы, называется ее осью (рис.7.17). 

Если П четно, то середина оси правильной П -уголь¬ 
ной призмы является центром симметрии этой призмы 
(рис.7.18). Если же П нечетно, то центра симметрии у 
правильной призмы нет (как и у ее основания). 

Итак, симметричность правильной П -угольной приз¬ 
мы определяется симметричностью ее основания — пра¬ 
вильного П -угольника. Но, как известно из планиметрии, 
правильные П -угольники имеют еще один вид симмет¬ 
рии — вращательную, т.е. они самосовмещаются при по- 

360° 

вороте вокруг своего центра на угол ф =- (рис.7.19), 

П 

а также на любой угол, кратный ф. Аналогично, пра¬ 
вильные п -угольные призмы самосовмещаются при по¬ 
вороте вокруг своей оси на такой же угол ф (рис.7.20). 

Подробнее это означает следующее. Плоскости, пер¬ 
пендикулярные оси правильной П -угольной призмы Р, 
параллельны ее основанию. Поэтому все сечения приз¬ 
мы Р такими плоскостями равны ее основанию и проек¬ 
тируются на него. Центры этих правильных П -угольни¬ 
ков лежат на оси призмы. Поэтому, если эти многоуголь¬ 
ники одновременно повернуть в их плоскостях в одном 
направлении на угол ф вокруг их центров, то все они са- 
мосовместятся. А потому при таком преобразовании и 
призма Р самосовместится. Такое преобразование приз¬ 
мы называется поворотом вокруг прямой — оси призмы 
— на угол ф . Тем самым призма среди симметрий имеет 
и поворотную симметрию. 

Заметим еще, что осевая симметрия в пространстве 
является поворотом на 180° вокруг оси симметрии. Дей¬ 
ствительно, в результате поворота на 180° вокруг пря- 
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Рис. в./ 

мой а точка X, не лежащая на прямой а, перейдет в 
такую точку X ', что прямая а перпендикулярна отрез¬ 
ку XX' и пересекает его в середине. 


§8. КОНУС 

8.1. Определение конуса. Форму конуса (прибли¬ 
женно) имеют терриконы и вулканы, воронки и колбы, 
кульки и кучи песка и т.д. (рис.8.1). В геометрии же ко¬ 
нус, как и цилиндр, определя¬ 
ют как фигуру, образован¬ 
ную отрезками. 

Пусть дана плоская фи¬ 
гура Р и некоторая точка Р, 
не лежащая с фигурой Р 
в одной плоскости. Отрезки, 
проведенные из точки Р во 
все точки фигуры Р, образу¬ 
ют фигуру, которую назы¬ 
вают конусом (рис.8.2). Точ¬ 
ка Р называется вершиной 
конуса, а фигура Р — основанием конуса. Отрезки, со¬ 
единяющие вершину конуса с точками его основания, 
называются образующими конуса. 

Высотой конуса называется перпендикуляр из вер¬ 
шины конуса на плоскость его основания (рис.8.3), а так¬ 
же длина этого перпендикуляра. 
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Рис.в.З 


Замечание. Конусом называют также фигуры, об¬ 
разованные лучами, идущими из точки Р через точки фигу¬ 
ры Р (рис.8.4а), а также и фигуры, 
образованные прямыми, проходящими 
через точки фигуры Р и точку Р 
(рис.8.4б). В этих случаях образующи¬ 
ми конуса являются лучи или прямые, 
а фигура Р называется направляю¬ 
щей конуса. Основания у таких кону¬ 
сов нет. Нам придется рассматривать 
такие конусы лишь в п.8.6, где расска¬ 
зывается о конических сечениях. 

8.2. Сечение конуса плоско¬ 
стью, параллельной плоскости ос¬ 
нования. 

Т е о р е м а | о сечении конуса). Если плоскость 
пересекает конус и параллельна плоскости его основа¬ 
ния, то сечение конуса такой плоскостью подобно осно¬ 
ванию конуса. Коэффициент 
их подобия равен отношению 
расстояния от вершины кону¬ 
са до плоскости сечения к вы¬ 
соте конуса. 

Напомним, что фигура Р' 
подобна фигуре Р с коэффи¬ 
циентом к > О , если можно 
так сопоставить их точки, что 
Х'У = кХУ для любых то¬ 
чек X, У фигуры Р и соот¬ 
ветствующих им точек Х',У' 



фигуры Р' (рис.8.5). г 

□ Пусть Р — вершина конуса л, фигура г — его 

основание, Р' — сечение конуса К плоскостью а', па¬ 
раллельной плоскости а основания Р (рис.8.6). Дока¬ 
жем, что фигуры Р' и Р подобны. Для этого каждой 
точке X еР сопоставим точку X' еР', в которой отре¬ 
зок РХ пересекает плоскость ОС . 

Проведем высоту РА конуса К и пусть А' точка, 

в которой высота РА пересекает плоскость а'. Отре- 
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зок РА' является высотой конуса К' , отсеченного плос¬ 
костью а'. 

Возьмем любые две точки X , У основания Р и 
пусть X', У — соответствующие им точки Р' . Рассмот¬ 
рим треугольники РХУ и РХ'У. Они подобны, так как 
отрезки X' У и ХУ параллельны (поскольку плоскость 
РХУ пересекает параллельные плоскости ОС и ОС по па¬ 
раллельным прямым). Поэтому 

Х'У'.ХУ=РХ':РХ . (1) 

Теперь рассмотрим треугольники РАХ и РА X . Они 
также подобны и потому 

РХ'.РХ = РА':РА. (2) 

Из равенств (1) и (2) следует, что Х'УХУ = 

= РА''.РА , а это и означает подобие фигур Р’ и Р с 

коэффициентом к — РА''.РА . Ш 

8.3. Конус вращения. Рассмотрим конус, у которого 
основание круг, а вершина Р проектируется в центр О 
его основания (рис.8.7а). Как следует из теоремы о сече¬ 
нии конуса, в пересечении такого конуса с плоскостями, 
параллельными плоскости его основания (и, тем самым, 
перпендикулярными его высоте РО), получаются круги с 
центрами на высоте РО (рис.8.76). Следовательно, рас¬ 
сматриваемый конус является фигурой вращения: его 
высота и есть его ось вращения. Поэтому такой конус 
называют конусом вращения. 
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Итак, конусом вращения называется конус, основа¬ 
ние которого — круг и вершина которого проектируется 
в центр основания. 

Осевые сечения конуса вращения — это его сече¬ 
ния плоскостями, проходящими через его ось (рис.8.8). 
Все такие сечения представляют собой равнобедренные 
треугольники, поскольку вершина конуса вращения рав¬ 
ноудалена от всех точек окружности его основания. 

"Половина" осевого сечения конуса вращения — пря¬ 
моугольный треугольник с катетом на оси конуса 
(рис.8.7а). Прямой круговой конус и получается враще¬ 
нием вокруг катета этого треугольника или вращением 
равнобедренного треугольника вокруг оси симметрии. 

Любая плоскость, проходящая через ось конуса вра¬ 
щения, является его плоскостью симметрии. 

Фигура, состоящая из тех образующих конуса враще¬ 
ния, которые соединяют его вершину с окружностью ос¬ 
нования, называется боковой поверхностью конуса вра¬ 
щения. Она сама является конусом вращения с той же 
вершиной, основанием которого служит окружность ос¬ 
нования исходного конуса вращения. Все образующие, 
лежащие на боковой поверхности конуса вращения, рав- 
нонаклонены к плоскости его основания (рис.8.9). 

Поверхность конуса вращения состоит из его осно¬ 
вания и его боковой поверхности. (Поверхность конуса 
вращения называют также его полной поверхностью). 
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Рис.в.11 Рис.в.12 

8.4. Усеченный конус. Усеченный конус получается, 
если от конуса отсечь меньший конус плоскостью, парал¬ 
лельной основанию (рис.8.10). В усеченном конусе два 
основания: "нижнее" — основание исходного конуса — и 
“верхнее" — основание отсекаемого конуса. По теореме 
о сечении конуса — основания усеченного конуса подоб¬ 
ны. 

Высотой усеченного конуса называется перпендику¬ 
ляр, опущенный из точки одного основания на плоскость 
другого. Все такие перпендикуляры равны (см.п.3.5). Вы¬ 
сотой называют также их длину, т.е. расстояние между 
плоскостями оснований. 

Усеченный конус вращения получается из конуса 
вращения (рис.8.11). Поэтому его основания и все парал¬ 
лельные им его сечения — круги с центрами на одной 
прямой — на оси. Усеченный конус вращения получает¬ 
ся вращением прямоугольной трапеции вокруг ее боко¬ 
вой стороны, перпендикулярной основаниям, или враще- 
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нием равнобедренной трапеции вокруг оси симметрии 
(рис.8.12). 

Боковая поверхность усеченного конуса вращения 
— это принадлежащая ему часть боковой поверхности 
конуса вращения, из которого он получен. Поверхность 
усеченного конуса вращения (или его полная поверх¬ 
ность) состоит из его оснований и его боковой поверхно¬ 
сти. 

8.5. Изображения конусов вращения и усеченных 
конусов вращения. 

Прямой круговой конус рисуют так. Сначала рисуют 
эллипс, изображающий окружность основания (рис.8.13). 
Затем находят центр основания — точку О и вертикаль¬ 
но проводят отрезок РО, который изображает высоту 
конуса. Из точки Р проводят к эллипсу касательные 
(опорные) прямые (практически это делают на глаз, при¬ 
кладывая линейку) и выделяют отрезки РА и РВ этих 
прямых от точки Р до точек касания А и В. Обратите 
внимание, что отрезок АВ — это не диаметр основания 
конуса, а треугольник АРВ — не осевое сечение конуса. 
Осевое сечение конуса — это треугольник АРС: отре¬ 
зок АС проходит через точку О. Невидимые линии ри¬ 
суют штрихами; отрезок ОР часто не рисуют, а лишь 
мысленно намечают, чтобы изобразить вершину кону¬ 
са Р прямо над центром основания — точкой О. 

Изображая усеченный конус вращения, удобно на¬ 
рисовать сначала тот конус, из которого получается 
усеченный конус (рис.8.14). 

♦8.6. Конические сечения. Мы уже говорили, что бо¬ 
ковую поверхность цилиндра вращения плоскость пере¬ 
секает по эллипсу (п.6.4). Также и сечение боковой по¬ 
верхности конуса вращения плоскостью, не пересекаю¬ 
щей его основание, является эллипсом (рис.8.15). Поэто¬ 
му эллипс называется коническим сечением. 

К коническим сечениям относятся и другие хорошо 
известные кривые — гиперболы и параболы. Рассмотрим 
неограниченный конус, получающийся при продолжении 
боковой поверхности конуса вращения (рис.8.16). Пере¬ 
сечем его плоскостью а , не проходящей через вершину. 
Если а пересекает все образующие конуса, то в сече¬ 
нии, как уже сказано, получаем эллипс (рис.8.15). 
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Поворачивая плоскость <Х , можно добиться того, 
чтобы она пересекала все образующие конуса К, кроме 
одной (которой ОС параллельна). Тогда в сечении по¬ 
лучим параболу (рис.8.17). Наконец, вращая плоскость ОС 
дальше, переведем ее в такое положение, что а, пересе¬ 
кая часть образующих конуса К , не пересекает уже бес¬ 
конечное множество других его образующих и парал¬ 
лельна двум из них (рис.8.18). Тогда в сечении конуса К 

с плоскостью а получаем 
кривую, называемую гипер¬ 
болой (точнее, одну ее 
"ветвь"). Так, гипербола, ко¬ 
торая является графиком 
а 

функции у = — , — частный 
X 

случай гиперболы — равно¬ 
бочная гипербола, подобно 
тому как окружность явля¬ 
ется частным случаем эл¬ 
липса. 

Любые гиперболы можно получить из равнобочных 
с помощью проектирования, аналогично тому как эллипс 
получается параллельным проектированием окружности. 

Чтобы получить обе ветви гиперболы, надо взять се¬ 
чение конуса, имеющего две "полости", т.е. конуса, обра¬ 
зованного не лучами, а прямыми, содержащими образую¬ 
щие боковой поверхности конуса вращения (рис.8.19). 

Конические сечения изучали еще древнегреческие 
геометры, и их теория была одной из вершин античной 
геометрии. Наиболее полное исследование конических 
сечений в древности было проведено Аполлонием 
Пергским (III в. до н.э.). 

Имеется ряд важных свойств, объединяющих в один 
класс эллипсы, гиперболы и параболы. Например, ими 
исчерпываются "невырожденные", т.е. не сводящиеся к 
точке, прямой или паре прямых, кривые, которые зада¬ 
ются на плоскости в декартовых координатах уравнения¬ 
ми вида 

ах 2 + Ъху + су 2 + дх + еу +/ = 0. 
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Конические сечения играют важную роль в природе: 
по эллиптическим, параболлическим и гиперболическим 
орбитам движутся тела в поле тяготения (вспомните за¬ 
коны Кеплера). Замечательные свойства конических се¬ 
чений часто используются в науке и технике, например, 
при изготовлении некоторых оптических приборов или 
прожекторов (поверхность зеркала в прожекторе полу¬ 
чается вращением дуги параболы вокруг оси параболы). 
Конические сечения можно наблюдать как границы тени 
от круглых абажуров (рис.8.20). 


§9. ПИРАМИДА 

9.1. Пирамида — частный случай конуса. О пирами¬ 
дах говорилось уже в предисловии. Из данного там опре¬ 
деления ясно, что любая пирамида Т однозначно задает¬ 
ся своей вершиной Р и своим основанием — много¬ 
угольником (2 . 

Действительно, если соединить отрезками точку Р с 
вершинами многоугольника 0, то получим все боковые 
ребра пирамиды Т (рис.9.1). Вместе со сторонами осно¬ 
вания (2 эти боковые ребра образуют "каркас" ребер пи¬ 
рамиды Т . Любая сторона основания вместе с двумя бо¬ 
ковыми ребрами, идущими к ее концам, ограничит тре¬ 
угольник — боковую грань пирамиды. Все боковые грани 
вместе с основанием ограничат пирамиду Т. Заметим 
еще, что все точки внутри пирамиды лежат на отрезках, 



Рис. 9.1 


Рис.9.2 


соединяющих вершину пирамиды с внутренними точка¬ 
ми ее основания (рис.9.2). 

Из проведенных рассуждений следует, что пирамида 
является конусом, основание которого — многоугольник. 
И можно дать такое определение: пирамидой называется 
конус, основанием которого является многоугольник. 

Боковая поверхность пирамиды состоит из всех ее 
образующих, которые соединяют вершину с точками на 
границе основания. Ясно, что боковая поверхность состо¬ 
ит из треугольников, имеющих общую точку — вершину 
пирамиды. Сами эти треугольники называются боковыми 
гранями пирамиды, а их стороны, идущие из вершины 
пирамиды — боковыми ребрами пирамиды. Поверх¬ 
ность пирамиды состоит из основания пирамиды и ее 
боковой поверхности. 

Усеченная пирамида получается так же, как по¬ 
лучается усеченный конус из конуса: отсечением мень¬ 
шей пирамиды плоскостью, параллельной основанию ис¬ 
ходной пирамиды. Все сказанное об усеченном конусе 
относится и к усеченной пирамиде (рис.9.3). 

9.2. Правильная пирамида. Напомним, что пирамида 
называется правильной, если ее основание — правиль¬ 
ный многоугольник и все боковые ребра равны. Поэтому 
все боковые грани правильной пирамиды — равные равно¬ 
бедренные треугольники с вершиной в вершине пирами¬ 
ды. Напомним, что правильная треугольная пирамида и 
правильный тетраэдр — не одно и то же. Правильный 
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тетраэдр является правильной треугольной пирамидой, 
но не наоборот! 

Согласно данному определению правильной пирами¬ 
ды, о любой пирамиде по ее внешнему виду можно су¬ 
дить, правильная она или нет: достаточно произвести не¬ 
обходимые измерения на ее гранях. Но это определение 
не удобно при построении правильных пирамид. Найти 
простой способ построения правильной пирамиды помо¬ 
жет нам следующая теорема о характерном свойстве 
правильной пирамиды. 

Теорема (о правильной пирамиде). Пирамида 
является правильной тогда и только тогда, когда ее ос¬ 
нование — правильный многоугольник, а вершина про¬ 
ектируется в центр основания. 

□ Пусть Т — правильная пи¬ 
рамида с вершиной Р и основани¬ 
ем Р . Опустим из точки Р перпен¬ 
дикуляр РО на плоскость а осно¬ 
вания Р. Возьмем любые две вер¬ 
шины А и В основания Р и про¬ 
ведем отрезки ()А и О В ; получим 
прямоугольные треугольники Р()А 
и РОВ (рис.9.4). Эти треугольники 
равны, так как они имеют равные 
гипотенузы РА и РВ и общий ка¬ 
тет РО. Следовательно, равны их другие катеты, т.е. 
ОА = ОВ . Итак, проекция вершины Р пирамиды Т на 
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плоскость — равноудалена от всех вершин правильного 
многоугольника Р . Поэтому О, является центром много¬ 
угольника Р . 

Итак, доказано, что вершина правильной пирамиды 
проектируется в центр ее основания. 

Рассмотрим теперь пирамиду Т , основание которой 
— правильный многоугольник Р и вершина которой Р 
проектируется в его центр — точку (). Снова берем две 
произвольные вершины А и В основания Р и рассмат¬ 
риваем прямоугольные треугольники Р^А и Р^В . Те¬ 
перь в этих треугольниках общий катет Р^ и равные ка¬ 
теты <2А и ^В (поскольку ^ — центр правильного мно¬ 
гоугольника Р). Следовательно, опять АР()А = АР()В. 
Поэтому РА = РВ. Значит все боковые ребра пирами¬ 
ды Т равны, т.е. пирамида Т — правильная. И 

Доказанная теорема показывает, что правильную пи¬ 
рамиду можно определить как такую пирамиду, у кото¬ 
рой основание — правильный многоугольник и вершина 
проектируется в его центр. 

Теперь ясно, как построить правильную пирамиду. 
Надо взять правильный многоугольник Р и из его цен¬ 
тра ^ провести какой-нибудь перпендикуляр ^Р к плос¬ 
кости многоугольника Р. Точка Р будет вершиной 
правильной пирамиды, а многоугольник Р — основани¬ 
ем этой пирамиды. Изображая правильную пирамиду, 
обычно, плоскость ее основания считают горизонталь¬ 
ной, а высоту ОР — вертикальной. 

9.3. Симметрия правильной пирамиды. У правиль¬ 
ной П -угольной пирамиды П плоскостей симметрии. Они 
проходят через вершину пирамиды и оси симметрии ее 
основания (рис.9.5). При отражении в такой плоскости 
вершина пирамиды остается на месте, а основание со¬ 
вмещается само с собой. Поэтому и пирамида совмеща¬ 
ется сама с собой. 

Кроме того, правильная п -угольная пирамида совме¬ 
щается сама с собой при повороте вокруг прямой, содер- 
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360° 

жащей ее высоту, на угол ф =- (а также на любой 

п 

угол, кратный ф) (рис.9.6). 

Других движений, совмещающих правильную пира¬ 
миду саму с собой, кроме случая, когда она является пра¬ 
вильным тетраэдром, нет. Поэтому у таких пирамид нет 
осей симметрии и центров симметрии. Симметрия пра¬ 
вильного тетраэдра будет подробно рассмотрена в §12. 

9.4. Конусы и пирамиды в практике. Классический 
пример правильных четырехугольных пирамид представ¬ 
ляют знаменитые египетские пирамиды. Конусы образу¬ 
ют сыпучие тела, насыпаемые с одного места (песок, пус¬ 
тая порода из шахт и т.д.). Аналогично происхождение 
примерно конической формы вулканов: ее образуют сте¬ 
кающая лава и выбрасываемые камни и пепел. 

Примеры предметов, имеющих форму малосужаю¬ 
щихся конусов или чаще усеченных конусов вращения 
или усеченных пирамид, дают шпили, столбы, колон¬ 
ны, фабричные трубы. Например, адмиралтейская игла 
— шпиль Адмиралтейства в Петербурге — представляет 
собой, как и многие другие шпили, узкую усеченную пи¬ 
рамиду. Форму усеченного конуса имеют многие части 
предметов обихода (например, посуда). В технике также 
часто встречаются инструменты, детали и части машин, 
имеющие конические формы. Подыщите другие приме¬ 
ры. 
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ЗАДАЧИ С РЕШЕНИЯМИ 
ЗАДАЧИ К §4 



2.1. Даны два круга одного 
шара, окружности которых лежат 
на сфере и имеют единственную 
общую точку. Докажите, что пря¬ 
мая пересечения плоскостей, в ко¬ 
торых лежат эти круги, имеет с 
шаром единственную общую точ¬ 
ку. 

/\ Пусть (рис.Р3.20) точка О 
— центр шара, точки О, и 0 2 — 
центры данных кругов, аир — 


плоскости, в которых они лежат, А — общая точка этих кру¬ 
гов, а — общая прямая плоскостей аир. 


Для доказательства достаточно установить, что а является 
касательной хотя бы к одной из данных окружностей. В самом 
деле, пусть а — касательная к окружности с центром О,. Про¬ 


ведем (ОА) и (О і А) . Что же мы видим? Если а — касательная, 
то а±(0,Л) . Но тогда а1(ОА) (?). Отсюда следует, что а — ка¬ 
сательная к большей окружности, которая получается в сече¬ 
нии шара плоскостью, проходящей через О и а Но тогда а 
имеет с шаром единственную общую точку (?). 

Осталось доказать, что а действительно касательная хотя 
бы к одной из данных окружностей. Пусть это не так, т.е. а 

не является касательной ни к 
одной из них. Тогда рисунок бу¬ 
дет такой(?) (см. рис.РЗ.21). Центр 
шара О лежит, как мы уже зна¬ 
ем, на перпендикуляре к а, про¬ 
ходящем через точку О,, и на 
перпендикуляре к Р, проходящем 
через О г . Однако непохоже, что¬ 
бы эти перпендикуляры пересека¬ 
лись... 

Рис.РЗ.21 И в самом деле, если бы это 

произошло, то точка О была бы равноудалена от трех то¬ 
чек А , В , С прямой а , что невозможно. 
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Итак, а — касательная хотя бы к одной из данных окруж¬ 
ностей, а тогда, как мы уже показали, она имеет с шаром един¬ 
ственную общую точку. 

Заметим к этому доказательству, что нам хватило того об¬ 
стоятельства, что а — касательная хоть к одной из данных ок¬ 
ружностей. На самом деле, а — касательная к каждой окруж¬ 
ности (?), но в процессе доказательства это не понадобилось. 

Доказательство получилось не слишком коротким, да еще 
с элементами "от противного". Нельзя ли короче? (Этот вопрос 
всегда уместен!) Оказывается можно. Вот более короткое рас¬ 
суждение. 

Пусть а имеет с шаром еще одну общую точку, назовем 
ее В . Так как В еа, то В еа . Кроме того, В принадлежит 
шару. Значит, В принадлежит сечению піара плоскостью а, 
т.е. кругу с центром О,. Аналогично В принадлежит кругу 
с центром 0 2 . Получилось, что данные круги имеют еще одну 

общую точку, что противоречит условию. 

Ясно, что получилось короче, но осталось "от противного". 
А нельзя ли напрямую? Можно! Обозначим данные круги К х 
и К 2 , а шар Ш. Тогда 

{А} = К х П* 2 = (ШПа ) П (ШП р ) = ШП (аПР) =ШПа. ▲ 

Всего одна строчка! Причем любопытно, что в этом рассу¬ 
ждении не использовалось то условие, что даны именно шар и 
круги. Да, но что же тогда использовалось и что мы на самом 
деле доказали? Тут есть над чем подумать... 

Что касается самой задачи, то интересно вот что. Уже 
зная, что а имеет с шаром единственную общую точку, мы 
легко получаем, что а — касательная к каждой из данных ок¬ 
ружностей (?). Если же эти два круга не лежат в одном шаре, 
то, как легко видеть, а может и не быть их общей касатель- 
ной(?). Таким образом, принадлежность двух кругов одному ша¬ 
ру и наличие у них общей каса¬ 
тельной равносильны (если круги 
не лежат в одной плоскости). 

2.2. Докажите, что пересече¬ 
ние двух сфер, отличное от точ¬ 
ки, является окружностью. 

^ “На пальцах" это делает¬ 
ся так. Рассмотрим рисунок Р3.22. 

Здесь нарисованы две полуокружности с центрами в 

точках О, и О,, пересекающиеся в точке М . Будем вращать 
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эту конфигурацию вокруг О х 0 2 . Полуокружности при враще¬ 
нии дадут сферы, а точка М — окружность. 

Идею можно довести до конца, надо только понять, что 
стоит за словами "будем вращать". Увы, быстро не получится. 

Поэтому выберем другой путь. Через точку М проведем 
плоскость, перпендикулярную прямой 0 Х 0 2 . Она пересечет 
первую сферу по окружности. И вторую тоже. Эти две ок¬ 
ружности лежат в проведенной нами плоскости, имеют общий 
центр — точку пересечения проведенной плоскости и пря¬ 


мой О х О г . И радиус каждой 



из них равен расстоянию от М 
до О х 0 2 . Значит, получается 
не две разных окружности, а 
две совпадающие, то есть одна. 

Итак, общая линия двух 
сфер является окружностью 
(рис.РЗ.23), тот же результат 
получается и при другом рас¬ 
положении сфер (?). А. 

2.3. На плоскости лежат 
два шара радиусами Я х и К 2 . 


Они имеют единственную общую точку. 

а) На каком расстоянии от плоскости находится эта 
точка, б) На каком расстоянии между собой находятся точки 
касания шаров и плоскости, в) Чему равен радиус наимень¬ 
шей сферы, касающейся данных шаров и плоскости? А наи¬ 
большей? 

/\ Стоит запомнить, что сведение стереометрической за¬ 
дачи к планиметрической, как правило, облегчает ее решение. 
Покажем это. 

Обозначим данную плоскость а, центры данных шаров 
О х и 0 2 , точки касания шаров с плоскостью А х и Л 2 , общую 


точку шаров — М . 

Проведем плоскость через прямые О х А х и 0 Х 0 2 . В ре¬ 
зультате приходим к такому рисунку (рис.Р3.24) (?). На нем нет 
окружностей сечения, считается, что К 2 >К Х , МЫ — перпен¬ 


дикуляр из М на а, а Р — точка пересечения 0 Х 0 2 и а . 


а) Обозначим О х Р через а , тогда О г Р — а + Л, + Р^. Из 


подобия треугольников О х А х Р и О г А 2 Р находим а : 
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мм = . Рис.Р3.24 

Л, + К 2 

б) Проведем О х К Ю 2 А 2 . Из треугольника 0 Х К0 2 получим 


а,а 2 = о ,к = ^ор 2 -о 2 к г = 

= уі(К 2 + Л,) 2 — (К 2 — Л,) = 2 ■^К І К 2 . 
в) Наименьшая сфера, отвечающая условию, имеет центр в 
проведенной нами плоскости(?). Обозначим его 0 3 (рис.Р3.25). 
Так как А Х А 2 = А Х А 3 + А 3 А 2 , то, используя результат задачи б), 


получим 

2 = 2 Л ]К 1 К 3 + %ІК 2 К 3 

откуда 

_ 

А наибольшей сферы, удов¬ 
летворяющей условию задачи, 
нет(?). А, 

2.4. В правильной треуголь¬ 
ной пирамиде известен двугран¬ 
ный угол при основании. Как 
найти двугранный угол при бо¬ 
ковом ребре? 

^ Обычный путь решения 
таков. Выбираем пару ребер пи¬ 
рамиды, которые являются реб¬ 
рами двух двугранных углов, о которых идет речь в задаче. 
Чтобы рисунок был понагляднее, выберем скрещивающиеся 
ребра пирамиды. Итак, пусть в пирамиде РАВС выбраны реб¬ 
ра АВ и РС . Рисуем далее линейные углы двугранных уг¬ 
лов при основании (АРКС) и при боковом ребре (ААЬВ) 



Рис.Р3.25 
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(рис.Р3.26). Тут уже возможны "не¬ 
приятности”, точка Ь может ока¬ 
заться за пределами пирамиды — 
не на ребре РС , а на его продол¬ 
жении^). Примем величину угла 
при основании за а , а величину уг¬ 
ла при боковом ребре за (3. Нам 
требуется выразить величину (3 че¬ 
рез величину а . Для этого, обычно, 
вводят линейный параметр, то есть 
считают известным некий полезный 
для решения задачи отрезок. При¬ 
мем, к примеру, длину отрезка АВ за а или за 1 , или еще 
лучше за 2, чтобы удобнее делить на 2. Затем находим це¬ 
почку треугольников, пройдя по которой, мы сможем найти 
угол (3 , имея угол а и отрезок АВ = 2 . (Разумеется, найти 
угол — все равно что найти какую-либо его тригонометричес¬ 
кую функцию.) Все это несложно и полезно проделать самому. 

Используя соотношения в трехгранном угле — главным 
образом теорому косинусов — мы можем решить задачу быст¬ 
рее и при этом избежать "неприятностей", связанных с распо¬ 
ложением точек на рисунке. 

Рассмотрим трехгранный угол с вершиной А и ребра¬ 
ми АВ, АС, АР. По теореме косинусов запишем такое равен¬ 
ство 

сов/.РАС - сов/РАВ ■ сов/ВАС 

сов/А В =- , -——-. 

вт/РАВ • вт/ВАС 

Обозначим /РАС = /РАВ = <р, запишем его покрасивее: 

_ со«р -ссюф-ссмбО" 
вігкр ■ віпбО' 

Отсюда получаем 

1 


сова 


сова = —;=с1 %ср . 

V3 


( 1 ) 


В том же трехгранном угле запишем теорему косинусов 
для двугранного угла при ребре АР : 

_ сов/ВАС — сов/ВАР ■ сов/САР 
сов/АР зіп/ВАР ■ віп/САР 

Перепишем эту формулу покрасивее: 
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СОХ60 * - СОХф СОХф 0,5 - СОИ 2 ф 
соф =-:-:-=-;-• (2) 

ХШф ХШф 5ІП ф 

В принципе, если говорить о геометрии — задача решена. 
Из формулы (1) надо выразить сІ % ф через известный по усло¬ 
вию соха , затем выразить сох ф и хіжр через соха , после че¬ 
го получим косинус нужного нам угла (3. После выкладок (?) 
получается сохР = 0,5(1 - Зсох 2 р). Задача решена. А, 


ЗАДАЧИ К §6 

2.5. Как вычислить расстояние между двумя точками на 
поверхности цилиндра, если измерения можно проводить 
только на его поверхности? 

Могут представиться разные ситуации: 1) обе точки 
лежат на боковой поверхности цилиндра; 2) одна точка лежит 
на боковой поверхности цилиндра, а другая — на его основа¬ 
нии; 3) обе точки лежат на основаниях цилиндра и при этом: а) 
на одном и том же основании и б) на разных основаниях. Си¬ 
туация а) относится к планиметрии и в данном случае триви¬ 
альна. 

Наиболее принципиальный случай в ситуации 1). Пусть 
две точки лежат на боковой поверхности цилиндра, расстояние 
между ними надо найти, не забираясь внутрь цилиндра — это 
легко себе представить, если цилиндр сделан, к примеру, из ме¬ 
талла. (Обратите внимание, что надо найти расстояние между 
двумя точками в пространстве, а не по 
поверхности цилиндра.) 

Для вычисления расстояния между 
двумя точками можно воспользоваться 
соотношениями в треугольнике, где ле¬ 
жит соответствующий отрезок, или про¬ 
странственной теоремой Пифагора. В 
данном случае нужный нам треугольник 
лежит внутри цилиндра, и потому к нему 
не подобраться. Пойдем вторым путем. 

Для применения пространственной тео¬ 
ремы Пифагора проведем три взаимно 
перпендикулярные прямые, естественно, Рис.Р3.27 
связанные с цилиндром. Пусть одна из них проходит через ось 
цилиндра, а две другие взаимно перпендикулярные прямые 
проходят через диаметры нижнего основания (рис.Р3.27). 
Пусть А к. В —данные точки, А І В І , А 2 В 2 , А 3 В 3 —проек- 




170 


ции отрезка АВ на эти прямые. Тогда согласно пространст¬ 
венной теореме Пифагора \АВ\ =|Л,Д,| +|Л 2 5 2 | "Н^з^зі • 

Можно заметить, что |Л 2 Д 2 | + |Л 2 5э| равно квадрату длины 
проекции отрезка АВ на плоскость нижнего основания цилин- 
дра(?). |Л,Я,| — разность расстояний точек А я В до плоско¬ 
сти нижнего основания цилиндра. Теперь действуем так: через 
точки А я В проводим образующие цилиндра до пересечения 
с нижним основанием в точках А' я В' соответственно. Изме¬ 
рим | АА '|, | ВВ '| и \А'В'\. Находим: 

\АВ\ г =\А'В'\ 2 +\АА\-\ВВ§. 

В остальных случаях задача принципиально решается так 
же. В случае 3,6) надо преодолеть небольшую техническую 
трудность — найти проекцию одной из точек на плоскость ос¬ 
нования, в которой лежит другая из них (?). 

Условие этой реальной задачи можно усложнить (самим!). 
Можно, например, сделать естественное предположение о том, 
что к основаниям цилиндра не подобраться. Скажем, данный 
цилиндр — это достаточно длинная труба или этих оснований 
вообще нет — отломаны. Как решить задачу в этом случае? 

Как и во всякой задаче с реальными объектами, при ре¬ 
шении могут появиться чисто практические вопросы. Напри¬ 
мер, здесь: а какие измерительные приборы имеются? А что 
можно делать на поверхности цилиндра? 

Сначала получите хоть какое-либо решение задачи, и для 
этого можете считать, что у вас есть любые средства и возмож¬ 
ности. Затем постарайтесь свести эти средства и возможности 
до минимума, буквально до подручных средств. В данной за¬ 
даче практически можно обойтись только линейкой с деления¬ 
ми (если цилиндр не слишком большой для этой линейки). 

ЗАДАЧИ К §7 

2.6. Дана прямая треугольная призма достаточной высо¬ 
ты. Докажите, что ее можно пересечь плоскостью так, чтобы в 
сечении получился равносторонний треугольник. 

/\ Пусть треугольник АВС является перпендикулярным 

сечением призмы. Пусть \АВ\ = с, |ЛС| = Ь, \ВС\ = о (а*Ь 
или а* с). Если в сечении призмы можно получить равносто¬ 
ронний треугольник, то любой треугольник, плоскость которого 
будет параллельна плоскости этого треугольника, также будет 
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равносторонним!?). Поэтому без ограничения общности мы 
можем считать, что одна из вершин 
равностороннего треугольника, нахо- 
дится в точке С . Пусть СА Х В Х — ис- 1 
комый треугольник (рис.Р3.28). Обоз¬ 
начим \АА х \ — х , \ВВ Х \ = у. Если уда¬ 
стся найти такие х и у , что \А Х В Х \ = $ 

= \А Х С\ = |В,С|, то задача будет ре¬ 
шена. (Теперь ясно, почему одну из 
вершин искомого треугольника взяли 
в точке С . Если бы не это, то при¬ 
шлось бы вводить еще одно неизвест¬ 
ное расстояние — |СС 1 ] , и решение получилось бы длиннее.) 

Для нахождения х и у легко составить такую систему: 

а 2 +у 2 =Ь*+х*=с*+[х-у)*. (?) 

Эту систему решите самостоятельно. 

Кроме того, заметим, что данный рисунок не являет¬ 
ся единственно возможным. Искомый треугольник может рас¬ 
полагаться так, что его вершины А х и В х будут находиться 
по разные стороны от (АВС) . Тогда система примет несколько 
другой вид(?). Решение ее будет таким же. Впрочем, без рас¬ 
смотрения второй системы можно обойтись, сведя второй 
случай к первому!?). 

Технические трудности существенно возрастут, если вы 
захотите по этой же идее решить задачу б). Поэтому перейдем 
к более геометричному решению этой задачи. 

Прежде всего заметим, что хотя бы один из двугранных 

углов данной призмы меньше 60‘ (?). Выберем на ребре этого 
двугранного угла призмы точку А и будем строить равносто¬ 
ронний треугольник с вершиной в точке А , стороны которого 
лежат на гранях призмы. 

Мы тем самым несколько ослабляем требование задачи, а 
значит, несколько упрощаем ее. 

Пусть АК и АЬ — два равных отрезка в гранях призмы 

и /.КАЬ =60". Тогда ясно, что треугольник АКЬ равносто¬ 
ронний (рис.РЗ.29.). Если мы продлим его стороны АК и АЬ 
до пересечения с ребрами призмы, то получим треугольник 
АК Х Ь Х . Очевидно, что он будет равносторонним, а значит, ис¬ 
комым, если (/^і,) || (КЪ) (?). Основная идея решения задачи 



Рис.Р3.28 
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Рис.Р3.29 


будет основана на том, что "клю¬ 
чевой" треугольник АКЬ такой, что 
(А - ,!,) ||(АХ), всегда можно постро¬ 
ить. 

Самый трудный момент реше¬ 
ния — понять, при каком условии 
будут параллельны (А^А,) и (КЪ). 
Для этого мы проведем перпендику¬ 
лярное сечение призмы АВС. 
Пусть КЪ' — проекция отрезка 
КЪ на плоскость АВС . Оказывает¬ 
ся, (К,!,) ||(АХ) тогда и только то¬ 


гда, когда (АХ')||(5С) (?). Значит, чтобы добиться параллельно¬ 
сти (А:,Х,) и (АХ), достаточно добиться параллельности (КЪ’) 

и (ВС). А это сделать можно. 


Точку К' можно получить сколь угодно близкой к точ¬ 
ке А (?), но из этого следует, что 

I К', (ВС)|>|1', (ВС)!■ 


Теперь поменяем ролями точки К' и X . Но тогда 
|А', (ВС)| <|х', (ВС)|. 

Из соображений непрерывности найдется такое положе¬ 
ние точек К и Ъ , что (А’',(ВС)| = |Х',(ВС)|. Но тогда (КЪ )|| 


|| (ВС), т.е. (/С,!,) ||(АХ), и "ключевой" треугольник существует. 

Для окончательной отделки решения необходимо обосно¬ 
вать расположение треугольника АКЬ выше плоскости АВС . 
Но это вы сделайте самостоятельно!?). А 

2.7. В наклонной треугольной призме АВСА І В І С 1 осно¬ 
ванием является равнобедренный прямоугольный треуголь¬ 
ник (АС = ВС) , грань АА 1 В,В — квадрат. Боковое ребро 

призмы равно я , высота призмы равна А. Найти угол между, 
а) боковым ребром и скрещивающимся с ним ребром основа¬ 
ния; б) боковым ребром и плоскостью основания; в) плоско¬ 
стью боковой грани, являющейся квадратом и плоскостью ос¬ 
нования; г) плоскостями боковых граней. 

А Прежде всего сделаем хороший рисунок (рис.РЗ.ЗО). 

а) ^(СС,), (АВ) = ААА { ), (АВ) = 90', 
ЦАА Х ),(ВС) = ДСС,), (ВС). 
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Для нахождения угла между СС, и ВС (обозначим его 
через х ) применим формулу, полученную в задаче 10 к гла¬ 
ве 1. Для этого спроектируем вершину С, на плоскость АВС 

(Г> — проекция точки С,) и проведем отрезок СГ>. Теперь по 
этой формуле 

соз/С х СВ = соз/С х СО ■ соз/БСВ . 

Угол Г>СС, обозначим (для удобства записей) через ф. 

Исходя из условия задачи зіпц> = — , поэтому 

а 


СОЗЦ) = 



с оз/ЮСВ = соз45‘ = 

_ л/2 
2 ' 

Поэтому 




Найдя тригонометрическую Рис рз 30 

функцию угла, мы можем счи¬ 
тать, что нашли сам угол (эта договоренность действует во всех 
подобных задачах). 

б) А этот угол мы нашли при решении задачи из пункта а). 
Вы это замечаете? 

в) И этот угол фактически уже найден при решении за¬ 
дачи а). Если вы пока не видите в чем дело, проведите среднюю 
линию квадрата АВА 1 В Ѵ параллельную боковому ребру приз¬ 
мы и продлите СГ) до пересечения с АВ . 

г) Довольно просто искать двугранные углы по теореме 
косинусов для трехгранного угла. 

В нашем случае 

. _ _ созААСВ - созААСС, • созАВСС, 

созАСС. =- - - ^ , 

зіп/1АСС 1 ■ зіп/1ВСС 1 


по условию /АСВ = 90', поэтому 

соз/СС х = -сІ%/АСС х сі%/ВСС х , 


но 


/АСС Х = /ВСС Х . 


(?) 
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И так как мы обозначили ^ ВСС Х через х , то 

совАСС, = -сІ% 2 х . 

Найти сІ%х , зная соях (найденный в пункте а)), — дело 

техники, причем тригонометрической. 

Попробуйте сами тем же методом найти угол (то есть 
его тригонометрическую функцию) между плоскостями граней 

АА,В { В и 55,С,С . 

Стоит еще заметить, что угол между плоскостями не мо¬ 
жет быть тупым. Поэтому, если в результате вычислений мы 
получаем отрицательный косинус, то это значит, чтЪмы нашли 
не сам угол между плоскостями, а смежный к нему. А 

ЗАДАЧИ к § 8 


2.8. Через середину высоты усеченного конуса провели 
сечение, параллельное основанию. Были высказаны два пред¬ 
положения: 1) площадь сечения равна среднему арифметичес¬ 
кому площадей оснований и 2) площадь сечения равна сред¬ 
нему геометрическому площадей оснований. Верно ли какое- 

либо из этих предположений? 

/\ Прежде всего заметим, что первое предположение вы¬ 
глядит похожим на истину. В планиметрии есть нечто подобное 
— теорема о средней линии трапеции. 

Ответ на вопрос задачи можно получить непосредствен¬ 
ным вычислением площади такого сечения(?). Но мы будем 
действовать иначе. 

При решении достаточно сложной задачи обычно возни¬ 
кают разные предположения. Прежде чем их начать доказы¬ 
вать, полезно убедиться в том, что это стоит делать. Для этого 
можно привести примеры, в которых это предположение вер¬ 
но, но можно поискать и контрпримеры, в которых оно невер¬ 
но, тогда и доказывать нет смысла. 

Примером или контрпримером часто бывают предельные 
случаи для ситуации, описанной в задаче. 

В нашей задаче возьмем в качестве такого предельного 
случая конус, который получается из данного усеченного кону 
са, когда площадь одного основания равна нулю. Тогда согласно 
предположению площадь сечения равна половине площади дру¬ 
гого основания. Но это неверно(?). Значит, для нашего предпо¬ 
ложения найден контрпример и доказывать его нет смысла. 

В заключении подумайте, что еще стоит добавить для окон¬ 
чания решения. 
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2.9. Пусть Я — радиус основания конуса, Ь — длина 
его образующей, Н — его высота, 

О — диаметр описанной около ко¬ 
нуса сферы. Найдите зависимость 
между этими величинами. 

^ Задача эта простая, но есть в 
ней несколько особенностей, кото¬ 
рые стоит запомнить. Во-первых, и 
конус, и сфера, описанная около не¬ 
го, — фигуры вращения. Поэтому 
лучше рисовать комбинацию не про¬ 
странственных фигур, а тех, которые 
при вращении дают данную нам про¬ 
странственную комбинацию. В нашем 
случае рисунок таков (рис.РЗ.ЗІ). 

Здесь нарисована полуокружность с диаметром й , а в 
ней расположен прямоугольный треугольник, один из катетов 
которого лежит на диаметре полуокружности. 

Если эту плоскую конфигурацию вращать вокруг диамет¬ 
ра, то мы и получим сферу, описанную вокруг конуса. 

Во-вторых, с самого начала не ясно, где расположен центр 
сферы относительно конуса: в нем, вне его или на его основа¬ 
нии. При обычном способе решения с помощью треугольников 
приходится разбирать все эти три случая. 

Мы сделаем иначе. Проведем отрезок ВР и рассмотрим 
теперь новый рисунок (рис.Р3.32). 

На этом рисунке треугольник АВР — прямоугольный, ибо 
угол В опирается на диаметр окружности АР . Но тогда мож¬ 
но использовать известные соотношения в прямоугольном тре¬ 
угольнике: 

1) ВС 2 = АС СР , иначе 
Я 2 = Н (й-Н) и 

2) АВ 2 = АР ■ АС , иначе В 2 = О • Я . 

К этим двум зависимостям добавим еще ту, 

что получается по теореме Пифагора из тре¬ 
угольника АВС : 

3) Ь 2 = Я 2 +Н 2 . А, 

Теперь вы можете сами поупражняться в 
решении задач такого типа: даны две из этих 
четырех величин и требуется найти остальные. 




Рис.РЗ.ЗІ 


Рис.Р3.32 
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ЗАДАЧИ К §9 


2.10. В правильной четырехугольной пирамиде известны 
сторона основания и высота. Как вычислить площадь сечения, 
проходящего через сторону основания перпендикулярно про¬ 
тивоположной боковой грани? Выберите сами числовые дан¬ 


ные и получите результат. 

/\ Пусть СОО,С, — искомое сечение (рис.РЗ.ЗЗ). Преж¬ 
де всего определим вид этого четырехугольника. Так как 
СО || АВ , то СО || [РАВ]. Но тогда СО ||С,0,. (Почему?) 

Предположим, что 00,||СС, 



Рис.РЗ.ЗЗ 


тогда четырехугольник СОО,С, — 
параллелограмм. Учитывая, что 
Ай || ВС, получим (по признаку 
параллельности плоскостей), что 
плоскости /400, и ВСС Х парал¬ 
лельны, — но они имеют общую 
точку Р. Значит, наше предпо¬ 
ложение неверно и на самом де¬ 
ле СОО,С, — трапеция. (К тому 
же результату могли бы прийти 
иначе: С х О х <СО , следовательно, 


СОО,С, не параллелограмм.) 

Нам известны сторона основания пирамиды и высота РО,. 
Запишем формулу площади трапеции СОО х С х : 

со+од . 

2 

В ней неизвестны С х О х и А — расстояние между прямы¬ 
ми СО и С,0,. Рассмотрим сечение пирамиды РК1 , где точка 
К — середина АВ , точка Ь — середина СО . Обозначим бук¬ 
вой М точку пересечения КР и С,0,. Так как СОі.(РКЬ), 
то СО ИМ . Значит, ЬМ — высота трапеции и ее длина есть 
неизвестная величина А. Кроме того, ВМ А.РК . (Обоснуйте 
это.) 

Для удобства дальнейших вычислений рассмотрим отдель¬ 
но треугольник РКВ (рис.Р3.34). Он равнобедренный (РК — 
- рь ). в нем известно КЪ (равное АО ). РК находим из тре- 
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угольника РК<2 по теореме Пифагора. Так как в треугольнике 
РКЬ известны три стороны, то можно найти его площадь, а 
уже затем и высоту ЬМ на боковую сторону РК . 

Перейдем к вычислению С х О х . Так как С х О х \\АВ, то 


А РС х й х подобен АРАБ , а коэффициен¬ 


том подобия является отношение 


ад 


АВ 


Этот коэффициент равен также отноше- 
РМ 

нию - - , которое можно вычислить из 

РК 

треугольника РКЬ . 

Пусть, к примеру, СО = 2 (чтобы 
легче было делить пополам). Р^ = 3. Те¬ 
перь проведите все вычисления. 



Рис.рз.34 


Решая эту задачу, предположили, что искомое сечение яв¬ 
ляется четырехугольником, и доказали, что оно является трапе¬ 
цией Но оно необязательно будет четырехугольником. Рассмот¬ 
рим треугольник РКЬ. В нем ЬМ — высота из вершины осно¬ 
вания на боковую сторону. Однако хорошо известно, что такая 
высота необязательно пересекает именно сторону треугольника 
— она может проходить и через Р, если треугольник РКЬ 


прямоугольный, и проходить за стороной РК , если треуголь¬ 
ник РКЬ тупоугольный. Соответственно, площадь искомого 
сечения будет получаться другой. (Объясните.) 

В связи с этим надо подумать: а какое именно сечение по¬ 
лучается при выбранных нами числовых данных — трапеция, 
треугольник или отрезок? Для этого определим вид треугольни¬ 
ка РКЬ. 


КЪ 2 =2 2 = 4. 

РЬ 2 + РК 2 = 2РК 2 = 2 (Рб 2 +ОК 2 ) = 2(9 + 1) = 20. 

Так как КЪ 2 <РЬ 2 + РК 2 , то треугольник РКЬ остро¬ 
угольный, значит, высота ЬМ падает именно на сторону РК , 
а тогда сечение является трапецией, как мы и предполагали. 


2.11. Известны длины ребер тетраэдра. Как найти его вы¬ 
соту? 

^ Пусть РАВС — данный тетраэдр, Р(3 — искомая вы¬ 
сота. 


етрия 
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Длину отрезка Р() найдем из какого-либо треугольника, в 
котором он находится. Таким треугольником может быть тре¬ 
угольник Р^^ x , где ^^ x — перпендикуляр из е на ( ВС ) 
(рис.РЗ.35). |/»е,| находим из треугольника Р5С (?). Р<2@ — 

линейный угол двугранного угла при ребре ВС . Его можно 
найти по теореме косинусов для трехгранного угла с верши¬ 
ной В (или С ). После этого находим \Р ()|. 

В этом несложном решении осталось обосновать его неза¬ 
висимость от рисунка. Положение точки еі А*- 51 решения несу¬ 
щественно!?). Впрочем, если точка находится внутри тре¬ 
угольника АВС , то хотя бы одна проекция точки на пря¬ 
мые, проходящие через стороны треугольника, будет лежать 
внутри стороны треугольника АВС (?), ее можно назвать 
точкой ^ x . А что если точка ^ находится вне треугольни¬ 
ка АВС ? Есть два варианта ответа. Первый — убедиться в том, 

что для любого положения точ¬ 
ки по отношению к треуголь¬ 
нику АВС решение принципи¬ 
ально не меняется (?). Второй — 
доказать, что в любом тетраэдре 
проекция хоть одной вершины 
лежит внутри противоположной 
ее грани, и тем самым свести 
задачу к уже рассмотренному 
случаю!?). 

Вычислительная часть этой 
задачи довольно длинная. Тем 
любопытнее то обстоятельство, 
что ответ может быть получен 
без всяких вычислений. Отрезок, равный высоте тетраэдра, мо¬ 
жет быть построен циркулем и линейкой (?)! 

Эту задачу мы решали в предположении, что тетраэдр дан. 
Но на нее можно посмотреть несколько иначе. 

Поставить вопрос: "Можно ли построить тетраэдр, ребра 
которого равны шести данным отрезкам?" (Аналогичная задача 
на плоскости хорошо известна.) К решению этой задачи можно 
подойти разными путями. Один из них идет от задачи, рассмот¬ 
ренной нами только что(?). А 

2.12. Найдите радиус шара, впнсаного в правильную п- 
угольную пирамиду, зная сторону основания а и плоский 
угол при вершине ф. 
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/\ Для решения достаточно 
рассмотреть часть такой пирамиды, 
являющейся тетраэдром. Основани¬ 
ем этого тетраэдра является тре¬ 
угольник, у которого две вершины 
— это две соседние вершины пра¬ 
вильного и-угольника, лежащего в 
основании пирамиды, а третья вер¬ 
шина — центр основания этого пра¬ 
вильного многоугольника. Вершина 
этого тетраэдра — это вершина дан¬ 
ной пирамиды (рис.РЗ.Зб). 

На этом рисунке РО — высо¬ 
та данной пирамиды и ребро тетраэдра, ОАВ — основание тет¬ 
раэдра. 

Центр О вписанной сферы лежит на РО — в той точке, 
где РО пересекается с биссектором двугранного угла при реб¬ 
ре АВ или, что все равно, с биссектрисой СО линейного уг¬ 
ла РСО этого двугранного угла, начало которой в середи¬ 
не АВ (?). 

Треугольник РСО рассмотрим отдельно (рис.Р3.37). Про¬ 
ведем в нем еще ОР1РС . Что есть на этом рисунке? 0(2 = 
= Ой = г , где г — радиус вписанного шара(?). РО — высота 
данной пирамиды, РС — ее апофема, 

ОС — радиус окружности, вписан¬ 
ной в основание пирамиды. 

Перейдем к самим вычислениям. 

Из подобия треугольников РОР и 
РОС (?) имеем: 

ОР _ ос 
ОР РС ' 

ОР = г , ОР = РО - 00 — Н - г , где 
Н — высота данной пирамиды. 

д С =^ с щ1 (из А ОСВ). (?) 

/>С=-с#- (из А РСВ ). (?) 

2 2 



Рис.Р3.37 



О 

я 


Тогда 
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откуда 
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„ я 
НсЩ- 
_ п 

ф я 

сІ8^ + с(і 

2 п 


Высоту Н находим из А РОС по теореме Пифагора. Получаем 

Н 

И, окончательно, 


а 2 оі з 


а я 

= 

2 и 


1 2 ОС 2 Я 

- 

2 п 


а я 

с/я о +сСя- 
2 п 


Можно еще попытаться упростить полученное выраже¬ 
ние, но это уже неважно. 

И еще. Когда вы будете знать формулы для объемов, вер¬ 
нитесь к этой задаче. Тогда ее можно будет сделать короче. 

2.13. В данную правильную треугольную усеченную пи¬ 
рамиду с боковым ребром я можно поместить сферу, касаю¬ 
щуюся всех граней, н сферу, 
касающуюся всех ребер. Най¬ 
ти стороны оснований пира¬ 
миды. 

Усеченную пирамиду 
сначала надо нарисовать. Удоб¬ 
но сделать так — сперва нари¬ 
совать исходную "полную" пи¬ 
рамиду, а потом отсечь от нее 
"макушку". 

В нашем случае рисунок 
будет такой (рис.Р3.38). 

Данная нам пирамида — 

АВСА Х В Х С Ѵ Р() — высота "полной" пирамиды, Р<2 Х — ее 

часть до верхнего основания усеченной пирамиды. 

Эта задача сводится к планиметрической, при этом не на¬ 
до рисовать ни одной из данных сфер. 






181 


Так как в усеченную пирамиду можно вписать сферу, 
касающуюся всех ребер, то в ее боковую грань можно впи¬ 
сать окружность!?). Обозначим АС = 2х , А І С І = 2 у (так бу¬ 
дет удобнее делить эти отрезки пополам) и ^ ^ 

для описанного четырехугольника АА Х С Х С 1 1/^ 1 

получим, что 2х + 2у = 2а , откуда [ 

х + у = а (1)(?). Д 0 

Из существования вписанного шара / \ 
следует, что существует полуокружность, В /- >и д 
расположенная в трапеции ( РР> 

— апофема "полной" пирамиды) так, что ее Ргіс.РЗ.39 
центр лежит в середине ОО . х , а сама она касается остальных 
трех сторон трапеции(?). 

Сделаем отдельный рисунок (рис.РЗ.39). О — центр ша¬ 
ра, ^ и —точки касания. Но тогда 

= (?) 

Осталось выразить эти величины через х и у . Из А АВС 


Из А А Х В Х С Х 


Из трапеции АА г С г С 


получаем уравнение 


00 ~ Ж 




сс, = >’-(*-у)’. 


-^(х+у) = уІа 2 -(х-у) 2 . (2) 

Решив систему уравнений (1) и (2), получим, что стороны 


основании равны 


( [ 2 ] 

а • 1 +. - . 

I ѴЗ 


2.14. В правильной четырехугольной пирамиде центры 
вписанного и описанного шаров совпадают. Найдите косинус 
двугранного угла при основании. 

42^ Пусть РА ВС Б — правильная четырехугольная пирами¬ 
да, Р^ — ее высота, О — центр вписанного и описанного ша- 
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ра, РК — апофема пирамиды, 
08 — перпендикуляр на грань 
РСБ (рис.РЗ.40). Тогда ОР — 
радиус описанного шара, 08 — 
= 0(2 — радиус вписанного ша¬ 
ра. Обозначим через х , 
РК — через у , радиус описан¬ 


ного шара — Я , а радиус впи¬ 
санного — т . Искомый коси¬ 
нус выражаем из ДРб^ (?) 


ОК х 
С05ф = __=_ 


Так как АР08 = У-РК<2 , то из Д Р08 запишем 


С05 ф = 


08 

ОР 


г 

Я ' 


Получили первое уравнение 

х = — 
У К 

Из ДР^Ж по теореме Пифагора 

12 = 


Р д*=РК 2 ~б* 


( 1 ) 


значит, 

(Я+г) 2 = у 2 -х 2 . (2) 

И, наконец, из ДОбА в котором ОБ = К , по теореме Пифа¬ 
гора имеем ОБ 2 = Об 2 +^^ 2 > значит, 

К 2 = г 2 +(х4і) 2 . (3) 

Запишем полученные уравнения как систему 

X _ г 

7 ” л (1) 

. =(Р+г) 2 (2) 

2 х 2 =Я 2 -г 2 . (3) 

В этой системе четыре неизвестных, а уравнений всего 
три. Как же ее решать? А ее и не надо решать, ибо нужны 
не х и у , а их отношение. 
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. К 2 -г 2 

Из (3) получаем х =---, подставив это значение х ‘ 

л» 


В (2), получаем 


отсюда 


Из (1) получаем 


2 ЗЛ 2 + АКг + г 2 

У = -2- 


К -г 2 


ЗЛ 2 +4 Кг + г 2 


У 2 л 2 

Приравняем правые части 

К 2 -г 2 _ г 2 

ЗК 2 + АКг + г 2 К 2 ' 

Левую часть можно упростить, ибо знаменатель раскладывает¬ 
ся на множители)?). Получаем 

К-г _ г 2 
3 К + г ~ Т 2 ' 

Числитель и знаменатель левой части поделим на К . Получим 

1 - Г - 2 
_ К _ г 2 


», Г 1 - СОУф 2 

Но — = С05 ер. Тогда -— = сох ср . 

Я 3 + СОХ ср 

Решая это тригонометрическое уравнение, получим три 
корня, причем два из них не подходят по условию задачи. Ос¬ 
тается один, именно 

соуср = 42-1. Лк 
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ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 
ЗАДАЧИ К §4 

Дополняем теорию 

2.1. Две сферы имеют единственную общую точку. Уста¬ 
новите зависимость между их радиусами и расстоянием между 
их центрами. 

2.2. Докажите, что в одном и том же шаре: а) равные хор¬ 
ды равноудалены от центра (и обратно); б) чем больше хорда, 
тем ближе она к центру (и обратно); в) чем больше хорда, тем 
больше угол под которым она видна из центра (и обратно). 

2.3. Из одной точки сферы выходят равные хорды, а) До¬ 
кажите, что они образуют равные углы с диаметром, выходя¬ 
щим из той же точки, б) Проверьте обратное утверждение, 
в) Какую фигуру образуют концы этих хорд, не совпадающие с 
данной точкой? 

2.4. В шаре с центром О провели сечение с центром А. 
Докажите, что прямая ОА перпендикулярна плоскости сечения. 

2.5. Докажите, что центр шара лежит на: а) прямой, пер¬ 
пендикулярной любому его круговому сечению и проходящей 
через его центр; б) прямой, проходящей через центры двух его 
круговых сечений, лежащих в параллельных плоскостях. 

2.6. Докажите, что в одном и том же шаре: а) равные 
сечения равноудалены от центра (и обратно); б) чем больше 
сечение, тем ближе оно к центру (и обратно). 

2.7. На сфере проведены две окружности, имеющие един¬ 
ственную общую точку. Докажите, что центр сферы, центры 
обеих окружностей и общая точка лежат в одной плоскости. 

Рисуем 

2.8. Нарисуйте шар. Нарисуйте шар, центрально-симмет¬ 
ричный данному относительно: а) точки, лежащей вне шара; 

б) точки, лежащей на его сфере; в) середины радиуса. Нари¬ 
суйте пересечение этих двух шаров (если оно не пусто). 

2.9. Нарисуйте шар. Нарисуйте шар, зеркально-симмет¬ 
ричный данному относительно плоскости: а) не пересекающей 
шар; б) касательной к шару; в) пересекающей шар. Нарисуйте 
пересечение этих двух шаров (если оно не пусто). 

2.10. Нарисуйте шар. Нарисуйте его хорду, не лежащую 
в его экваториальной плоскости, а затем нарисуйте хорду: 
а) симметричную данной относительно центра шара; б) сим¬ 
метричную данной относительно экваториальной плоскости; 

в) симметричную данной относительно плоскости большого 
круга, причем этот большой круг пересекает данную хорду. 
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2.11. Нарисуйте фигуру, которая получается в результа¬ 
те вращения круга вокруг прямой, проходящей: а) мимо него; 

б) через точку на его окружности; в) внутри него, но не через 
центр. 

2.12. Нарисуйте фигуру, которая получается в результа¬ 
те вращения кругового сегмента вокруг прямой, проходящей: 
а) через его хорду; б) параллельно его хорде; в) перпендикуляр¬ 
но его хорде; г) пересекающей его хорду в ее конце. 

2.13. Нарисуйте фигуру, которая получается в результа¬ 
те вращения кругового сектора вокруг прямой, проходящей: 

а) через его крайний радиус; б) через его средний радиус; 

в) перпендикулярно его среднему радиусу и через центр круга; 

г) через центр круга и в его плоскости. 

Планируем 

2.14. Как найти длину шестидесятой параллели на Земле? 

2.15. а) На сфере данного радиуса даны три точки. Рас¬ 
стояния между этими точками известны. Как найти расстояние 
от центра сферы до плоскости, проходящей через эти точки? 

б) Каждая сторона треугольника с данными сторонами имеет с 
шаром единственную общую точку. Как найти расстояние от 
центра сферы до плоскости треугольника? 

2.16. Через одну прямую проведены к шару две касатель¬ 
ные плоскости. Известен радиус шара и расстояние между точ¬ 
ками касания шара с этими плоскостями. Как найти угол между 
этими плоскостями? Как найти расстояние от шара до общей 
прямой этих плоскостей? 

Представляем 

2.17. В пространстве зафиксирована точка. Какая фигура 
образована всеми точками такими, что: а) ОХ < 2; б) ОХ > 1; 

в) \ <,ОХ <21 

2.18. Рассмотрим на сфере фиксированную сетку мери¬ 
дианов и параллелей, а) Сколько меридианов проходит через 
данную точку сферы? б) Сколько параллелей проходит через 
данную точку сферы? в) Сколько общих точек имеют два мери¬ 
диана? г) Через каждую ли точку на сфере проходит меридиан? 
Параллель? д) Как расположены плоскости: двух меридианов; 
двух параллелей; меридиана и параллели? е) Может ли длина 
параллели равняться длине меридиана? Быть больше длины ме¬ 
ридиана? ж) Для каждой ли параллели есть параллель с той же 
длиной? с меньшей длиной? 

2.19. На сколько частей разбивают сферу: а) две окружно¬ 
сти, расположенные на ней; б) три окружности, расположен¬ 
ные на ней; в) плоскости граней тетраэдра, находящегося в нут- 
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ри нее; г) плоскости граней треугольной призмы, находящейся 
внутри нее? 

2.20. Сколько равных сечений шара можно провести че¬ 
рез; а) данную точку шара; б) данную хорду шара? 

2.21. На сфере дана точка. Сколько можно провести через 
нее: а) больших окружностей; б) окружностей данного радиуса, 
лежащих на сфере? Решите те же задачи, если будут даны две 
точки на сфере. 

2.22. Шар касается плоскости. Эта фигура проектируется 
на плоскость, проходящую через радиус шара, проведенный в 
точку касания. Как выглядит проекция? 

2.23. Две плоскости касаются шара. Эта фигура проекти¬ 
руется на плоскость, проходящую через радиусы, проведенные 
в точки касания. Как выглядит эта проекция, если две данные 
плоскости; а) параллельны; б) пересекаются? 

2.24. Какой фигурой является множество точек простран¬ 
ства, из которых данный отрезок виден под данным углом? 

2.25. Два шара имеют общую часть, отличную от точки. 
Является ли она: а) центрально-симметричной; б) зеркально 
симметричной? Обладает ли такими свойствами объединение 
таких шаров? 

2.26. Какие элементы симметрии имеет: а) полушар; 
б) четверть шара; в) шаровой сегмент (часть шара между секу¬ 
щей его плоскостью и сферой); г) шаровой пояс (часть шара 
между двумя пересекающими его параллельными плоскостями), 
д) часть шара, отсеченная от него двумя перпендикулярными 
плоскостями, не проходящими через его центр? 

Оцениваем 

2.27. Шар лежит на плоскости. К нему проведены две ка¬ 
сательные плоскости, образующие между собой данный угол и 
составляющие с данной плоскостью равные углы. В каком по¬ 
ложении эти равные утлы имеют наибольшее значение? А наи¬ 
меньшее? 

2.28. а) Данный шар касается двух перпендикулярных 
плоскостей. Как расположен наименьший шар, касающийся 
данного шара и данных плоскостей? А наибольший? б) Решите 
аналогичную задачу, если плоскостей три. 

Сделаем 

2.29. Докажите, что два равных и параллельных сечения 
одного и того же шара: а) центрально-симметричны; б) зеркаль¬ 
но симметричны. 
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Исследуем 

2.30. В шаре данного радиуса провели два сечения данных 
радиусов, а) Как найти расстояние между ними, если эти 
сечения параллельны? б) Как найти расстояние от центра до их 
общего отрезка, если они пересекаются? 

2.31. Шар пересекает две перпендикулярные плоскости. 
Известны радиусы получающихся при этом кругов. Можно ли 
найти радиус шара, если известные круги: а) имеют единствен¬ 
ную общую точку; б) имеют общую хорду данной длины; в) на¬ 
ходятся на известном расстоянии между собой? 

2.32. В шаре радиусом Л провели два сечения радиусом г, 
плоскости которых пересекаются под углом ср . Можно ли уста¬ 
новить связь между К, г и ф, если эти сечения: а) имеют един¬ 
ственную общую точку; б) имеют общую хорду данной длины; 
в) находятся на известном расстоянии между собой? 

2.33. На сфере, радиус которой равен 2, расположены три 
окружности радиуса 1, каждая из которых касается трех дру¬ 
гих. Как найти радиус окружности, которая расположена на 
этой сфере и касается каждой из данных окружностей? 

Поступаем в ВУЗ 

2.34. В шаре проведен диаметр АВ и две равные хорды АМ 
и АЫ, каждая под углом а к диаметру. Найдите угол между 
хордами, если отрезок МЫ виден из центра шара под утлом Р . 

- .ушр 

Ответ: 2 агсзт -. 

2 сова. 

2.35. Отрезок АВ единичной длины, являющийся хордой 

сферы радиуса 1, расположен под углом — к диаметру СО 

этой сферы. Расстояние от конца С диаметра до ближайшего к 
нему конца А хорды равно Л. Определите величину отрез¬ 
ка СО. 

Ответ: 1. 

2.36. Отрезки АА Ѵ ВВ Ѵ СС Ѵ концы которых лежат на 
сфере радиуса 10, попарно перпендикулярны и пересекаются в 
точке М. Длина отрезка АА Х равна 12, длина отрезка ВВ ] рав¬ 
на 18. Найдите расстояние от центра сферы до точки М, если 
известно, что отношение длины отрезка СМ к длине отрез- 

11 

ка Л/С, равно — . 
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Ответ: Ѵб7 . 

2.37. Три хорды шара, исходящие из одной его точки на 

его поверхности, равны А, углы между хордами равны 60°. 
Найдите радиус шара. 

_ а4 6 

Ответ: -. 

4 

2.38. В шаре радиуса К хорда АВ равна Л. Пусть точки С 
и Б лежат на поверхности шара и угол АСВ прямой, а угол АБВ 
равен 60°. Найдите угол между плоскостями АС В и АБВ. 

Ответ: агсзт —. 

3 

2.39. Через касательную к шару радиуса К проведены две 

плоскости под углом 45° друг к другу. Найдите радиусы 
сечений шара этими плоскостями, если известно, что они отно¬ 
сятся как 1:2. 

Ответ: радиус большего сечения равен К 

2.40. Три параллельные прямые касаются в точках А, В 
и С сферы радиуса 4 с центром в точке О. Найдите угол ВАС, 
если известно, что площадь треугольника ОВС равна 4, а пло¬ 
щадь треугольника АВС больше 16. 

_ 5 71 

Ответ: —. 

12 

2.41. В плоскости Р дан равнобедренный треугольник АВС 
такой, что АВ = ВС— у , АС= 2а. Шар радиуса г касается плос¬ 
кости Р в точке В. Две скрещивающиеся прямые проходят 
через точки А и С и касаются шара. Угол между каждой из 
этих прямых и плоскостью Р равен а . Найдите расстояние ме¬ 
жду этими прямыми. 

Ответ: 

2.42. Основанием тетраэдра АВСБ является треугольник 

АВС, в котором АА = — , /.С - ВС = 2л/2 . Длины ребер А Б, 
2 6 

ВБ, СБ равны между собой. Сфера радиуса 1 касается ребер 


2а(§ау]2гу ■ 5іпа - (г 2 + у 2 )-зт 2 а 
л/у 2 -а 2 сох 2 а 




189 


АО, ВО, продолжения ребра СО за точку О и плоскости АВС. 
Найдите величину отрезка касательной, проведенной из точ¬ 
ки А к сфере. 

Ответ: Ѵз-і. 

2.43. Отрезок Р^ параллелен плоскости, в которой лежит 
прямоугольник КЬМЫ, причем КЬ= 1, Р()=3. Все стороны пря¬ 
моугольника КЬМЫ и отрезки КР, ЬР, N0, М(), Р<2 касаются не¬ 
которого шара. Найдите радиус этого шара. 

Ответ: 

11 

2.44. Сфера касается ребер А8, В8, ВС и АС тетраэд¬ 
ра 8АВС в точках К, Ь, М и N соответственно. Найдите длину 
отрезка КЪ, если Л/Л/= 7, ЫК=5, /,N=2 л/29 и КЬ = ЬМ. 

Ответ: 9. 

2.45. Две касающиеся сферы вписаны в двугранный угол 

Я 

величиной — . Пусть А — точка касания первой сферы с пер¬ 
вой гранью, В — точка касания второй сферы со второй гра¬ 
нью. Найдите отношение АК:КЬ, если К та. I — точки пере¬ 
сечения отрезка АВ с первой и второй сферами соответствен- 



Ответ: 3 : 1. 

2.46. Два равных шара касаются друг друга и граней дву¬ 
гранного угла 2а . Пусть А — точка касания одного шара с од¬ 
ной гранью угла, а В — точка касания другого шара с другой 
гранью угла. В каком отношении отрезок В делится сферами? 

Ответ: 1:/§ 2 а:1. 

2.47. Три шара попарно касаются друг друга и некоторой 
плоскости. Точки касания шаров с плоскостью образуют пря¬ 
моугольный треугольник с катетом, равным 3, и противополож¬ 


ным углом 30”. Определите радиусы данных шаров. 


Ответ: 0,75-ѵ/з , л/3 , Зл/З . 

2.48. Три шара касаются плоскости треугольника со сто¬ 
ронами а, Ъ та съ его вершинах и попарно касаются друг дру¬ 
га. Найдите радиусы шаров. 

Ьс ас аЬ 


Ответ: —, 
2а 


2 Ь' 2с' 
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2.49.Шар радиуса К и окружность радиуса 1,25/? имеют 
общий центр О. Точка А расположена так, что АО= 1,25/? и 
множество точек данной окружности, которые можно соеди¬ 
нить с А прямой, не пересекающейся с шаром, есть дуга, соот¬ 
ветствующая центральному углу а. Найдите угол между ОА и 
плоскостью, содержащей данную окружность. 

Г 


Ответ: агссоз 


7 

25соз - 
V 2/ 


Переключаемся 

2.50. Муравей ползет по сфере. Сначала он прополз по 
меридиану вниз, затем по параллели направо, затем по мери¬ 
диану вверх. Длина каждого участка пути одна и та же. Может 
ли он оказаться там, где он был с самого начала? 

2.51. Можно ли циркулем постоянного раствора прово¬ 
дить окружности разных радиусов? 

2.52. Придумайте свой способ вычисления радиуса реаль¬ 
ного шара. 

2.53. Маленькие шарики чуть отличаются между собой по 
диаметру. Предложите устройство для их быстрой сортировки 
по размерам. 

2.54. Как измерить расстояние по земле между двумя на¬ 
селенными пунктами, если они находятся на: а) одном меридиа¬ 
не; б) одной параллели? 


ЗАДАЧИ К §5 

Дополняем теорию 

2.55. Докажите, что три биссекторные плоскости трех¬ 
гранного угла пересекаются по одной прямой. 

2.56. В трехгранном угле все углы при вершине — пря¬ 
мые. Из его вершины выходит луч. Пусть а, Р, у — углы, ко¬ 
торые он составляет с ребрами трехгранного угла. Докажите, 
что соу 2 сх +соу 2 р + соу 2 у = 1. 

Рисуем 

2.57. Нарисуйте невыпуклый трехгранный угол. 

2.58. Нарисуйте трехгранный угол Нарисуйте трехгран¬ 
ный угод центрально-симметричный данному относительно: 
а) вершины; б) точки внутри его ребра; в) точки внутри его 
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грани; г) точки внутри него. В случае г) нарисуйте пересечение 
и объединение исходного и полученного углов. 

2.59. Нарисуйте трехгранный угол. Нарисуйте трехгран¬ 
ный угол, зеркально-симметричный данному относительно пло¬ 
скости его грани. 

Планируем 

2.60. В трехгранном угле все плоские углы прямые. Из¬ 
вестны два угла, которые составляет с двумя его ребрами луч, 
выходящий из вершины угла и проходящий внутри него. Как 
найти угол между этим лучом и третьим ребром? 

2.61. Пусть известны три плоских угла трехгранного угла. 
Как вычислить: а) угол между его ребром и плоскостью проти¬ 
воположной грани; б) расстояние от некоторой точки ребра до 
плоскости противоположной грани; в) угол между ребром и 
лучом в противоположной грани, выходящим из вершины трех¬ 
гранного угла; г) угол между ребром и лучом, выходящим из 
вершины трехгранного угла, если известно, какие углы он со¬ 
ставляет с другими ребрами этого угла? 

2.62. Каждый угол трехгранного угла равен 60". Внутри 
угла расположена точка, удаленная от двух граней на расстоя¬ 
ние а , а от третьей — на расстояние 2 а Как найти расстоя¬ 
ние от этой точки до вершины угла? 

2.63. Пусть все двугранные углы трехгранного угла равны. 
Некоторая точка, лежащая внутри него, удалена от его верши¬ 
ны на данное расстояние и равноудалена от всех граней. Как 
найти расстояние от нее до его граней? 

Представляем 

2.64. Сколько трехгранных углов образуется при попар¬ 
ном пересечении трех плоскостей, имеющих общую точку? 

2.65. Укажите элементы симметрии трехгранного угла, в 
котором: а) все плоские углы прямые; б) все плоские углы рав¬ 
ны между собой; в) два плоских угла равны. 

Оцениваем 

2.66. Докажите, что сумма плоских углов выпуклого трех¬ 
гранного угла меньше 2п. 

Сделаем 

2.67. Плоские углы трехгранного угла равны. Через его 
вершину проведена прямая, составляющая равные углы с его 
ребрами, а) Докажите, что она составляет равные углы с его 
гранями, б) Проверьте утверждение, обратное а). Пусть пло¬ 
ский угол трехгранного угла равен ср. Найдите углы, которые 
эта прямая составляет с ребрами и гранями трехгранного угла. 
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2.68. В трехгранном угле, плоские углы которого равны, 
находится точка, равноудаленная от его граней. Докажите, что 
она равноудалена от его ребер. Докажите обратное. 

Исследуем 

2.69. Верно ли, что каждый двугранный угол трехгранного 
угла меньше суммы двух его других двугранных углов? 

2.70. Какими свойствами обладает трехгранный угол, в ко¬ 
тором два плоских угла равны? 

2.71. Какими свойствами обладает трехгранный угол, в ко¬ 
тором три плоских угла равны? 

Поступаем в ВУЗ 

2.72. Трехгранный угол образован тремя плоскостями 
а, Р, х • Две плоскости а и Р перпендикулярны плоскости х , 
а между собой они образуют угол ф . Сфера 5 касается плос¬ 
кости х и пересекает плоскости а и Р по окружностям ра¬ 
диуса Я. Расстояние центра сферы от вершины трехгранного 
угла равно 1. Определите радиус сферы Я. 


Ответ: 


1 2 хіп 2 0,5ф + г 2 
1 + $іп г 0,5ф 


2.73. Один из двугранных углов трехгранного угла ра¬ 
вен А; прилежащие к данному двугранному углу плоские углы 
равны а и Р . Найдите третий плоский угол. 


Ответ: со$х = соях • сох Р + хіпа ■ хіп р • сохА . 

2.74. В трехгранном угле каждый из плоских углов при 
вершине равен а. Как удалена от его вершины точка, которая 
находится внутри угла на расстоянии а от каждой грани? 


Ответ: Ѵ3огс?#0,5а . 

2.75. Все плоские углы трехгранного угла 8Р<2Я (5 — вер¬ 
шина) — прямые. На грани Р0.8 взята точка А иа расстоянии 12 
от ребра ^8 и на расстоянии 5 от ребра Р8 . Из некоторой 
точки Т, расположенной внутри трехгранного угла 8Р^Я, в 

Я 

точку А направлен луч света. Он образует угол — с ребром Я8 


п 

и угол - 


с ребром Р8 . Луч зеркально отражается от граней 


угла 8Р^Я сначала в точке А, затем в точке В, затем в точке С. 
Найдите длину отрезка ВС. 

Ответ: 14. 
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2.76. У трехгранного угла ОАВС угол между гранями ОАВ 
и ОВС прямой, а величина каждого иэ остальных двугранных 
углов равна х ■ Найдите величину плоского угла АОС. 


Ответ: агссоз{сІ% 2 . 

2.77. Дан трехгранный угол с вершиной О, у которого ве¬ 
личина каждого из плоских углов равна <р . Плоскость а пере¬ 
секает ребра этого трехгранного угла в точках А, В, С, при¬ 
чем О А = ОВ, а отрезок ОС короче отрезка ОА. Известно, что ве¬ 
личина двугранного угла между плоскостью а и гранью ОАВ 
равна Р . Два шара расположены по разные стороны от плоско¬ 
сти так, что каждый шар касается всех граней трехгранного уг¬ 
ла и плоскости а. Найдите: а) величину угла между прямой, 
проходящей через центры шаров, и плоскостью грани ОАВ; 
б) отношение радиусов указанных шаров. 

.3 


г . А л/з ф 

Ответ: агат -л? — 

ІЗ *2 


V 


Зс ^ 2 |-1 - і 8 ' 2 


Зс# 2 |-1+с^ 

2.78. Каждый из двугранных углов трехгранного угла ра¬ 
вен а. Как удалена от его вершины точка, которая находится 
внутри угла на расстоянии а от каждого ребра? 


Ответ: 


а-4ъіі 


<8 


а 




ЗАДАЧИ К §6 

Дополняем теорию 

2.79. Докажите, что сечение цилиндра плоскостью, парал¬ 
лельной его оси и проходящей через внутреннюю точку его ос¬ 
нования, является прямоугольником. 

2.80. Докажите, что: а) около цилиндра можно описать 
сферу; б) в сферу можно вписать цилиндр. 

2.81. Докажите, что около сферы можно описать цилиндр. 

2.82. Докажите, что в цилиндр можно вписать сферу, если 
образующая цилиндра равна диаметру его основания. 


Еетрия 
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Рисуем 

2.83. Нарисуйте цилиндр. Нарисуйте его сечение: а) про¬ 
ходящее через ось; б) параллельное оси; в) перпендикулярное 
оси; г) какого-либо другого вида. 

2.84. Нарисуйте цилиндр. Нарисуйте плоскость, опорную 
к нему и проходящую через: а) образующую; б) основание; 
в) как-нибудь иначе. 

2.85. Нарисуйте множество точек: а) удаленных от данной 
прямой на данное расстояние; б) удаленных от данного отрезка 
на данное расстояние; в) удаленных от каждой из двух парал 
лельных прямых на одно и то же расстояние. 

2.86. Нарисуйте фигуру, которая получается в результа¬ 
те вращения прямоугольника вокруг прямой, проходящей, 
а) через его сторону; б) через его среднюю линию; в) мимо не¬ 
го и параллельно его стороне. 

2.87. Нарисуйте фигуру, получающуюся при пересечении 
двух равных, тонких и достаточно длинных цилиндров, оси ко¬ 
торых пересекаются под прямым углом. 

2 88. а) В сферу вписан цилиндр. Нарисуйте осевое сече¬ 
ние этой фигуры, б) Около сферы описан цилиндр. Нарисуйте 
осевое сечение этой фигуры. 

Планируем 

2.89. В цилиндре с радиусом основания Я и высотой Я 
проводится сечеиие иа расстоянии х от оси цилиндра. Как вы¬ 
разить его площадь как функцию от х? 

2.90. Две пересекающиеся плоскости, опорные к цилинд¬ 
ру радиуса Я, проходят через его образующие. Как найти рас¬ 
стояние от прямой пересечения этих плоскостей до цилиндра? 

2.91. В данную сферу вписан цилиндр с известными раз¬ 
мерами. Как найти расстояние от центра сферы до поверхно¬ 
сти цилиндра? 

Представляем 

2.92. Какие элементы симметрии есть у цилиндра? 

2.93. На какое наибольшее число частей можно разрезать 
цилиндр плоскими разрезами, если разрезов: а) 2; б) 3, в) 4? 

2.94. Как плоским разрезом разбить цилиндр на две рав¬ 
ные части? 

2.95. Какой фигурой является проекция цилиндра на плос¬ 
кость: а) параллельную его оси; б) перпендикулярную его оси, 
в) пересекающую его ось? 
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Оцениваем 

2.96. Точка А находится на окружности одного из основа¬ 
ний цилиндра, а точка В — на окружности другого основания, 
а) При каком положении прямая АВ составляет с плоскостью 
основания наименьший угол? б) В каком положении отрезок АВ 
ближе всего к оси цилиндра? А дальше всего? 

2.97. В шаре радиусом К находится цилиндр с наиболь¬ 
шим по площади осевым сечением. Как он расположен? 

2.98. Рассмотрим всевозможные цилиндры с диагональю 
осевого сечеиия 1. Каковы наибольший из шаров, содержащих 
такой цилиндр, и наименьший? 

2.99. Цилиндр радиуса К касается плоскости по некото¬ 
рой образующей и, не пересекаясь с ним, этой же плоскости 
касается шар радиуса г. Расстояние от оси цилиндра до центра 
шара равно а В каком положении находится минимально воз¬ 
можный шар, который касался бы одновременно цилиндра, 
плоскости и заданного шара? 

Сделаем 

2.100. Пусть плоскость, опорная к цилиндру, проходит че¬ 
рез образующую его поверхности. Докажите, что она: а) про¬ 
ходит через прямую, опорную к его основанию; б) перпендику¬ 
лярна плоскости осевого сечения цилиндра, проходящего через 
эту образующую. 

2.101. Два цилиндра имеют единственную общую обра¬ 
зующую на поверхности каждого из них. Через эту образую¬ 
щую проведена плоскость, опорная к одному из цилиндров. До¬ 
кажите, что она будет опорной и к другому из них. 

Исследуем 

2.102. Два равных цилиндра, размеры которых известны, 
лежат на данной плоскости (то есть каждый из них имеет с ней 
общее основание или общую образующую иа поверхности). 
Цилиндры имеют единственную общую точку. Можете ли Вы 
найти расстояние между осями этих цилиндров? 

2.103. Сможете ли Вы расположить пять равных цилин¬ 
дров так, чтобы каждый имел единственную общую точку с ка¬ 
ждым из остальных? А шесть таких же цилиндров? 

Поступаем в ВУЗ 

2.104. В цилиндре высота равна диаметру основания. Под 
углом а к плоскости основания проведена прямая, соединяю¬ 
щая некоторую точку окружности нижнего основания с неко¬ 
торой точкой окружности верхнего основания. Найдите рас¬ 
стояние между этой прямой и осью цилиндра, если радиус ос¬ 
нования равен К. 
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Ответ: 

2.105. 

АВСА 1 В 1 С Х 
1 


4-со$ 2а 


К . 


зта 

Сторона основания АВС правильной призмы 
равна 1, а каждое иэ боковых ребер имеет дли¬ 


ну -. Цилиндр расположен так, что точка А , и середина М 

4з 

ребра СС, лежат на его боковой поверхности, а ось цилинд¬ 
ра параллельна прямой АВ Х и отстоит от нее на расстоя¬ 
нии 0,25. Определите радиус цилиндра. 

_ Л 

Ответ: —. 

4 

2.106. Внутри цилиндра, высота которого равна Зг, лежат 
три равных шара радиуса г так, что каждый шар касается двух 
других шаров и боковой поверхности цилиндра, причем два 
шара касаются иижнего основания цилиндра, а третий шар ка¬ 
сается верхнего основания цилиндра. Найдите радиус основа¬ 
ния цилиндра. 


Ответ: 


3 + 2уІ2 
242 ' 


2.107. На плоскость положены два цилиндра, радиусы ко¬ 
торых г; цилиндры примыкают друг к другу по образующей. 
На них положены два других касающихся по образующей ци¬ 
линдра с радиусами К и осями, перпендикулярными осям пер¬ 
вых двух цилиндров. Найдите радиус шара, касающегося всех 
четырех цилиндров. 

(Л+г ) 2 

Ответ: - . ■" • 

2{К +г + 4в 2 + 6/?г+г 2 ) 

2.108. На плоскости лежат два шара с радиусами г и ци¬ 
линдр с радиусом К ( К > г ). Шары касаются друг друга и боко¬ 
вой поверхности цилиндра. Цилиндр касается плоскости по 
своей образующей. Найдите радиус шара, большего, чем дан¬ 
ные, касающегося обоих данных шаров, цилиндра и плоскости. 

, о 

( 2к4г+г43К+г 

Ответ: - 

I 2 (Л-г) 
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Переключаемся 

2.109. Как найти длину самого длинного предмета, кото¬ 
рый уместится в цилиндрическом футляре? 

2.110. Для вычисления площади поверхности испарения 
горючего в цилиндрических цистернах, расположенных гори¬ 
зонтально, в справочниках предлагается использовать такую 
формулу: 5= 0,865с?/, где <? — диаметр основания цистерны, / — 
ее длина. Всегда ли целесообразно применять эту формулу? 

2.111. Два шарика от настольного тенниса укладывают в 
цилиндрический футляр. При каком условии это возможно? 

2.112. Внутри полого цилиндра должна вращаться прямо¬ 
угольная рамка. Ось вращения перпендикулярна оси цилиндра 
и проходит через его середину. При каком условии это воз¬ 
можно? 


ЗАДАЧИ К §7 

Дополняем теорию 

2.113. Докажите, что можно описать сферу около: а) пра¬ 
вильной призмы; б) прямоугольного параллелепипеда. 

2.114. Докажите, что в прямую призму можно вписать 
сферу, если ее высота равна диаметру окружности, вписанной 
в ее основание. 

2.115. Докажите, что перпендикулярные сечения призмы 
равны между собой. (Перпендикулярное сечение призмы — это 
многоугольник, который получается при пересечении призмы 
или ее продолжения плоскостью, перпендикулярной ее обра¬ 
зующей). 

2.116. Докажите, что в прямой призме: а) плоскости боко¬ 
вых граней перпендикулярны основанию; б) высота равна бо¬ 
ковому ребру; в) ее перпендикулярное сечение равно основа¬ 
нию. 

2.117. Докажите, что квадрат диагонали прямоугольного 
параллелепипеда равен сумме квадратов трех его измерений. 

Рисуем 

2.118. Нарисуйте правильную треугольную призму и: 
а) плоскость ее симметрии, параллельную основанию; б) другие 
плоскости симметрии; в) ось поворотной симметрии. 

2.119. Нарисуйте параллелепипед, имеющий: а) одну плос¬ 
кость симметрии; б) две плоскости симметрии; в) три плоско¬ 
сти симметрии; г) одну ось поворотной симметрии; д) две оси 
поворотной симметрии; е) три оси поворотной симметрии. Ре¬ 
шите аналогичную задачу для треугольной призмы. 
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2.120. 1) В треугольной призме АВСА Х В Х С Х вершина А , 
проектируется в центр треугольника АВС и все ее ребра равны. 
Нарисуйте: а) высоты этой призмы из вершин Си С,; б) пер¬ 
пендикулярное сечение этой призмы, проходящее через точ¬ 
ку А х , в) проекцию вершины А , на плоскость грани ВСС Х В Х , 

г) проекции верхней грани и всей призмы на плоскость АВС, 

д) проекцию верхнего основания на плоскость В Х ВС . 

2) Сделайте аналогичные рисунки в треугольной призме 
АВСА Х В Х С Х , у которой в основании находится равносторонний 
треугольник, грань АА Х С Х С является квадратом, а две другие в 
точках А и С имеют острые углы. 

2.121. В параллелепипеде АВСБА х В х С х О х все грани ромбы. 

Острые углы этих ромбов, равные 60 , сходятся в вершине А. 
Нарисуйте: а) высоты этого параллелепипеда из вершин А х 
и С; б) перпендикулярные сечения, проходящие через точки Д 
С; в) проекции верхнего основания и всего параллелепипеда на 
плоскость АВС . 

2.122. Нарисуйте прямоугольный параллелепипед. Нари¬ 
суйте ему симметричный относительно диагональной плоско¬ 
сти. Нарисуйте объединение исходного и полученного паралле¬ 
лепипедов. 

Планируем 

2.123. В правильной треугольной призме ребро основания 
равно 1, а боковое ребро равно 2. Как вычислить: а) расстоя¬ 
ние между боковыми ребрами: б) расстояние между боковым 
ребром и плоскостью противоположной грани; в) расстояние от 
вершины одного из оснований до ребра в другом основании, 
которое не лежит с этой вершиной в одной грани; г) площадь 
сечения, проходящего через ребро основания и вершину друго¬ 
го основания, не лежащую с этим ребром в одной грани? 

2.124. В треугольной призме АВСА Х В Х С Х все ребра рав¬ 
ны и /Л Х АС = /А х АВ =60'. Как вычислить угол между: 
а) боковым ребром и основанием; б) прямой А Х С Х и плоско¬ 
стью В Х ВС ; в) боковыми гранями и основанием; г) боковыми 
гранями; д) боковым ребром и скрещивающимся ребром осно¬ 
вания? 
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2.125. Как найти радиус сферы, описанной около: а) куба 
с ребром 1; б) прямоугольного параллелепипеда с ребрами а, Ь, 
с; в) правильной треугольной призмы с ребром 1? 

Представляем 

2.126. а) У призмы 10 вершин. Сколько у нее ребер и гра¬ 
ней? б) У призмы 12 ребер. Сколько у нее вершин и граней? 
в) У призмы 13 граней. Сколько у нее вершин и ребер? 

2.127. Можно ли одной плоскостью разбить правильную 
треугольную призму на: а) две правильные треугольные приз¬ 
мы; б) две треугольные призмы, среди которых нет правиль¬ 
ных; в) треугольную и четырехугольную призму; г) две равные 
призмы; д) два многогранника, не являющиеся призмами? 

2.128. Как одним плоским разрезом разбить прямоуголь¬ 
ный параллелепипед на: а) два прямоугольных параллелепипеда; 
б) две прямых треугольных призмы; в) две четырехугольных 
призмы, не являющихся параллелепипедами; г) два равных пря¬ 
моугольных параллелепипеда? 

Оцениваем 

2.129. В правильной треугольной призме с ребром 1 про¬ 
водится сечение через: а) ребро основания; б) диагональ боко¬ 
вой грани; в) вершину основания параллельно противополож¬ 
ному ребру. В каждом случае установите, в каком положении 
площадь такого сечения достигает граничных значений. 

2.130. Высота прямой призмы равна 2, в ее основании — 
прямоугольник со сторонами 1 и 2. Через ребро основания 
проведено сечение. В каком положении оно имеет наибольшую 
площадь? 

2.131. Из квадратного листа со стороной 1 делают пра¬ 
вильную четырехугольную призму без одного из оснований. 
Какая из таких призм имеет наибольшую диагональ? 

2.132. В правильной треугольной призме АВСА Х В Х С Х все 
ребра имеют длину а Рассматриваются отрезки с концами на 
диагоналях АВ Х и С4,, параллельные плоскости АВВ Х А Х . Ка¬ 
кой из них имеет наименьшую длину? 

Сделаем 

2.133. В параллелепипеде проведены параллельные сече¬ 
ния, каждое из которых проходит через три его вершины, не 
лежащие в одной грани. Докажите, что они делят пересека¬ 
ющую их диагональ параллелепипеда иа три равные части. 

Исследуем 

2.134. Существует ли такой прямоугольный параллелепи¬ 
пед, в котором: а) диагональ в два раза длиннее самого длинно¬ 
го ребра; б) диагональ составляет с ребрами, выходящими из 
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той же вершины три заданных угла; в) диагональ в два раза 
длиннее самой длинной диагонали грани; г) диагональ состав¬ 
ляет с диагоналями граней, выходящими из той же вершины, 
три заданных угла? 

Поступаем в ВУЗ 

2.135. Сторона основания правильной треугольной приз¬ 
мы АВСА Х В 1 С 1 равна а, точки О и О, являются центрами ос¬ 
нований АВС и Л,В,С, соответственно. Длина ортогональной 

5а 

проекции отрезка АО І на прямую В х О равна — . Определите 
высоту призмы. 

Ответ: а 

2.136. В основании прямой треугольной призмы 

АВСА 1 В 1 С 1 лежит правильный треугольник АВС со сторо¬ 
ной Ѵз, боковые ребра имеют длину 4 . Пусть К — точка пе¬ 
ресечения диагоналей ВС, и В Х С боковой грани ВВ Х С Х С. 
Сфера, центр которой принадлежит призме, касается граней 
АВС, АА,В,В , АА Х С Х С и прямой А,К . Найдите радиус сферы. 

Ответ: 0,75. 

2.137. В основании прямой треугольной призмы 

АВСА 1 В 1 С 1 лежит правильный треугольник АВС со стороной 4. 
Прямые АВ 1 и СА Х перпендикулярны. Найдите высоту приз¬ 
мы. 

Ответ: 2л/2. 

2.138. На диагоналях АВ { и СА, боковых граней треу¬ 
гольной призмы АВСА Х В Х С Х расположены соответственно точ¬ 
ки О и В так, что йЕ || ВС . Определите отношение йЕ к ВС. 

Ответ: 1:2. 

2.139. Непересекающиеся диагонали двух смежных боко¬ 
вых граней прямоугольного параллелепипеда наклонены к плос¬ 
кости основания под углами а и Р. Найдите угол между этими 
диагоналями. 

Ответ: агссо5[зіпа ■ і/ир) . 
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2.140. Одна из вершин верхнего прямоугольного основа¬ 
ния наклонного параллелепипеда проектируется ортогонально в 
центр его нижнего основания. Сечение, проведенное через эту 
вершину и параллельные диагонали оснований, имеет площадь 
два раза большую площади основания. Острый угол при верши¬ 


не сечения равен — . Найдите отношение сторон основания. 

3 

Ответ: У3:1. 

2.141. Дан прямоугольный параллелепипед АВСОА х В х С х О х , 
в основании которого лежит квадрат со стороной 3, боковые 
ребра имеют длину 5. Равносторонний треугольник расположен 
так, что одна его вершина находится в точке С , а две другие 
расположены на прямых ВВ Х и С,Л, соответственно. Найдите 
длину медианы этого треугольника. 

Ответ: 

2.142. Основанием АВСИ прямой призмы АВСОА х В х С х О х 
служит ромб со стороной а и острым углом ф, а высота 



призмы равна к. Найти расстояние от вершины В х до диагона¬ 
ли А х О . 


Ответ: 


афі 


2 2 • 2 
+ <2 Ш ф 


лік 2 +а 2 


2.143. В параллелепипеде все грани — равные ромбы с 
острыми углами а . Найдите отношение площадей диагональ¬ 
ных сечений параллелепипеда. 


Ответ: 


хйі1,5а 

5ІпО,5а 


2.144. Основанием призмы является квадрат со стороной 
длины а, а боковые ребра наклонены к плоскости основания 
под углом а, причем проекция одного из них содержит диаго¬ 
наль квадрата. Из вершины квадрата, для которой проходящее 
через нее ребро и диагональ квадрата образуют острый угол 
параллельно другой диагонали проведена секущая плоскость 
под углом Р к плоскости основания. Найдите площадь сечения 


в предположении, что сечение не пересекает верхнее основа¬ 
ние. 
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Ответ: - о . 

хіп(а - (3) 

2.145. Докажите, что если все диагонали параллелепипеда 
равны, то он прямоугольный. 

2.146. На диагоналях ЛВ, и ВС Х граней параллелепипе¬ 
да АВСОА х В х Ср х взяты точки М и N так, что отрезки А0Ѵ 
и А,С параллельны. Найдите отношение длин этих отрезков. 

Ответ: 1:3. 

Переключаемся 

2.147. 1) Из центра одного основания правильной тре¬ 
угольной призмы в центр другого основания ползет жук. Каков 
его кратчайший путь по поверхности призмы? 

2) Решите аналогичную задачу для правильной четырех¬ 
угольной призмы. 

2.148. Можете ли вы вычислить длину диагонали спи¬ 
чечного коробка, ничего на нем не измеряя? 


ЗАДАЧИ К §8 

Дополняем теорию 

2.149. В конусе радиусом Я и высотой Н проводится 
сечение, параллельное основанию. Выразите как функцию от х 
площадь этого сечения, где х — расстояние от вершины конуса 
до этого сечения. 

2.150. Говорят, что конус вписан в сферу (а сфера описа¬ 
на около конуса), если его вершина и окружность основания 
лежат на сфере. Докажите, что около конуса можно описать 
сферу. 

2.151. Говорят, что конус описан около сферы (а сфера 
вписана в конус), если есть такая сфера, которая лежит в кону¬ 
се, касается основания, а с боковой поверхностью конуса име¬ 
ет общую окружность. Докажите, что около сферы можно опи¬ 
сать конус, а в конус можно вписать сферу. 

Рисуем 

2.151. Нарисуйте опорную плоскость к конусу, проходя¬ 
щую через: а) его образующую; б) его основание; в) ровно одну 
точку основания; г) вершину. 

2.153. Нарисуйте конус. Нарисуйте конус: а) центрально 
симметричный данному относительно вершины; б) зеркально 
симметричный данному относительно плоскости основания; 
в) зеркально симметричный данному относительно плоскости, 
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параллельной основанию и пересекающей его ось. Нарисуйте 
объединение исходного и полученного конусов. 

2.154. Равносторонний треугольник вращается вокруг: 
а) высоты; б) стороны; в) прямой, параллельной высоте и про¬ 
ходящей через вершину. Нарисуйте получившуюся фигуру вра¬ 
щения. 

2.155. Квадрат вращается вокруг: а) диагонали; б) прямой, 
параллельной диагонали и проходящей через вершину. Нари¬ 
суйте получившуюся фигуру вращения. 

2.156. Ромб вращается вокруг: а) стороны; б) прямой, пер¬ 
пендикулярной стороне и проходящей через вершину ромба. 
Нарисуйте получившуюся фигуру вращения. 

Планируем 

2.157. Пусть Ли г — радиусы оснований усеченного кону¬ 
са, і — его образующая. Как найти его высоту? 

2.158. В конусе радиусом Л и высотой Н провели два сече¬ 
ния, параллельные основанию. Их площади X и і. Как найти 
расстояние между этими сечениями? 

2.159. Через вершину конуса проведено сечение. Пусть 
известен угол в осевом сечении конуса при его вершине и угол 
между образующими конуса, принадлежащими этому сечению. 
Как найти угол, который данное сечение составляет с плоско¬ 
стью основания? 

2.160. Как найти радиус шара, вписанного в конус? 

2.161. В данную сферу вписан конус, размеры которого 
известны. 

Представляем 

2.162. Как проходит в конусе его сечение, являющееся: 
а) кругом; б) треугольником; в) какой-нибудь другой фигурой? 

2.163. На сколько частей можно разделить конус: а) двумя 
плоскостями; б) тремя плоскостями? 

2.164. В каждом ли конусе существует сечение, параллель¬ 
ное основанию, площадь которого равна площади осевого сече¬ 
ния? 

2.165. Может ли в конусе находиться отрезок, более длин¬ 
ный, чем диаметр основания и образующая? А в усеченном ко¬ 
нусе? 

Оцениваем 

2.166. В каком положении образующие конуса образуют 
между собой наибольший угол? 

2.167. Дан конус. Какое положение имеет то его сечение, 
проходящее через вершину, которое имеет наибольшую пло¬ 
щадь? 
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2.168. Дан шар. а) Как расположен такой вписанный в не¬ 
го конус, который имеет наибольшее по площади осевое сече¬ 
ние? А наименьшее ? б) Решите аналогичную задачу про конус, 
описанный около данного шара. 

2.169. Образующая поверхности конуса равна 1. Как рас¬ 
положен: а) наибольший описанный около него шар; б) наи¬ 
меньший описанный около него шар; в) наибольший вписан¬ 
ный в него шар; г) наименьший вписанный в него шар ? 

Сделаем 

2.170. Через образующую конуса проведена плоскость, 
опорная к нему. Докажите, что она: а) проходит через прямую, 
опорную к его основанию; б) перпендикулярна осевому сече¬ 
нию конуса, проходящему через ту же образующую. 

2.171. Угол при вершине осевого сечения конуса равен а . 
Угол между двумя его образующими равен (3. Через эти обра¬ 
зующие проводятся опорные плоскости к этому конусу. Как 
найти угол между: а) этими плоскостями; б) прямой пере¬ 
сечения этих плоскостей и плоскостью основания конуса? 

2.172. Конус известных размеров стоит основанием на 
плоскости. Этой плоскости и боковой поверхности данного ко¬ 
нуса касаются шары известного радиуса. Кроме того, каждые 
два соседних шара касаются между собой. Как подсчитать чис¬ 
ло таких шаров? 

Исследуем 

2.173. Три равных конуса лежат на плоскости и каж¬ 
дые два имеют общую образующую. Можно ли в образовав¬ 
шееся углубление вложить такой же конус ? 

Поступаем в ВУЗ 

2.174. В прямом круговом конусе с вершиной 5 угол меж¬ 
ду высотой 50 и образующей решен <р. На плоскости основа¬ 
ния вне конуса выбраны две точки А и В так, что прямые 5А 
и 5В взаимно перпендикулярны и образуют с высотой 50 углы, 
соответственно равные а и (3. Вычислите угол между обра¬ 
зующими, по которым боковая поверхность конуса пересекает 
треугольники 05А и 05В. 

Ответ: агссоз(со5 2 <р-5Іп 2 <рсІ%а.сІі '$) . 

2.175. В прямом круговом конусе с вершиной 5 угол меж¬ 
ду образующими 5А и 5В равен а, а угол между их проекция¬ 
ми на плоскость основания равен (3 .Вычислите угол между 
биссектрисами углов 05А и 05В, где точка О является центром 
круга, служащего основанием конуса. 
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Ответ: 


г 

агссов 

V 


сох 3 0,5(3 + 5/и0,5(3 




соха - сох (3 

2 


Л 


2.176. Радиус основания конуса равен Л, а образующая 
наклонена к плоскости основания под углом а. В этом конусе 
через его вершину проведена плоскость под углом <р . Опреде¬ 


лите площадь проведенного сечения. 

Л 3 ф 

Ответ: -. 

сох ф 

2.177. Найдите центральный угол развертки боковой по¬ 
верхности конуса, если угол при вершине его осевого сечения 
равен а. 

Ответ: 2п ■ хіпО, 5а. 

2.178. В конусе высота равна диаметру основания. Через 
некоторую образующую конуса проведена плоскость, каса¬ 
тельная к боковой поверхности конуса, и в этой плоскости 
через вершину конуса проведена прямая под углом а к обра¬ 
зующей. Найдите угол, который составляет проведенная пря¬ 
мая с плоскостью основания. 

( 2 

Ответ: а^сx^п^-^=соxа^ . 


2.179. Дан угол а 



осевого сечения конуса с вер¬ 


шиной 5 и образующей длины 1. Через точку А, взятую на ос¬ 
новании конуса, проведена плоскость Р, которая перпендику¬ 
лярна к образующей 5А. Через вершину конуса проведена 
плоскость ^ . Эта плоскость перпендикулярна плоскости осево¬ 
го сечения конуса, проходящего через 5А , и составляет с обра¬ 


зующей 5А конуса угол 



Плоскость <2 рассекает 


конус по двум образующим. Пусть продолжения этих образую¬ 
щих пересекают плоскость Р в точках С, и С 2 . Найдите длину 


отрезка С,С 3 . 


Ответ: 2 і 


у]хігі(а - (3)5/«(3 


сох^сох \3 
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2.180. Угол между образующей конуса и его высотой ра¬ 
вен а. Найдите угол <р между двумя образующими этого кону¬ 
са, если известно, что плоскости, касающиеся конуса по этим 
образующим, взаимно перпендикулярны. 


. Ф 

Ответ: зт— = —=■. 

2 Ѵ2 


2.181. Два конуса, осевое сечение каждого из которых яв¬ 
ляется равносторонним треугольником со стороной а, лежат 
на горизонтальной плоскости, касаясь друг друга, имея общую 
вершину. На какой высоте над плоскостью находится точка ка¬ 
сания оснований этих конусов? 

^ Ѵз 

Ответ: а -. 

3 

2.182. Три одинаковых конуса, радиусы оснований кото¬ 
рых равны г и составляют 0,75 их высоты, расположены по од¬ 
ну сторону от плоскости Р, а их основания лежат в этой плос¬ 
кости. Окружности оснований каждых двух из этих конусов 
касаются. Найти радиус шара, лежащего между конусами и ка¬ 
сающегося как плоскости Р, так и всех трех конусов. 


Ответ: 2г 


2 -Уз - 3 

3 


2.183. На плоскости лежат три равных конуса с общей 
вершиной. Каждый из них касается двух рядом лежащих. Най¬ 
дите угол при вершине осевого сечения одного из этих кону¬ 
сов. 


Ответ: 2 агсІ %—^~ . 

2.184. На плоскости уложены п равных конусов, имеющих 
общую вершину в точке, лежащей на этой плоскости. Каждый 
конус касается двух других конусов. Найдите угол при верши¬ 
не в осевом сечении конуса. 


Ответ: 2 агсІ% зіп— . 

п 

Переключаемся 

2.185. Как найти длину самого длинного предмета, кото¬ 
рый можно уместить в футляре, имеющем форму: а) конуса; 
б) усеченного конуса? 

2.186. Закрепив вершину, конус покатили по плоскости, 
а) Какая получается фигура от движения оси? б) Пусть разме- 
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ры конуса известны. Как вычислить путь, который проделает 
центр основания конуса за один оборот конуса? 

2.187. Вот цитата из Пушкина: "Читал я где-то, Что царь 
однажды воинам своим Велел снести земли по горсти в кучу, 
И гордый холм возвысился — и царь Мог с вышины с весель¬ 
ем озирать И дол, покрытый белыми шатрами, И море, где бе¬ 
жали корабли." Могло ли такое быть на самом деле ? 


ЗАДАЧИ К §9 

Дополняем теорию 

2.188. Докажите, что в правильной пирамиде: а) проекция 
высоты на боковую грань лежит на высоте грани (апофеме пи¬ 
рамиды); б) проекция высоты на ребро основания — середина 
этого ребра; в) каждая точка высоты равноудалена от боковых 
ребер, вершин основания, ребер основания, боковых граней; 
г) угол между боковым ребром и плоскостью основания один и 
тот же для всех ребер пирамиды; д) угол между боковой гра¬ 
нью и плоскостью основания для всех боковых граней один и 
тот же; е) все углы между соседними боковыми гранями равны. 

2.189. Докажите, что: а) около правильной пирамиды мож¬ 
но описать сферу; б) около тетраэдра можно описать сферу; 
в) в правильную пирамиду можно вписать сферу. 

Рисуем 

2.190. Нарисуйте проекцию правильной треугольной пи¬ 
рамиды на плоскость: а) основания; б) проходящую через боко¬ 
вое ребро и апофему; в) боковой грани. 

2.191. Нарисуйте проекцию правильной четырехугольной 
пирамиды на плоскость: а) основания; б) проходящую через 
апофемы, лежащие в противоположных гранях; в) боковой гра¬ 
ни; г) проходящую через два противоположных боковых ребра. 

2.192. Нарисуйте правильную усеченную пирамиду: 
а) треугольную; б) четырехугольную. 

2.193. Нарисуйте правильную треугольную пирамиду. На¬ 
рисуйте затем пирамиду: а) центрально симметричную данной 
относительно середины ее высоты; б) зеркально симметричную 
данной относительно плоскости, параллельной основанию и 
проходящей через середину высоты; в) полученную в результа¬ 
те поворота вокруг высоты на угол 60". В каждом случае нари¬ 
суйте объединение исходной и полученной пирамиды. 

2.194. Нарисуйте правильную четырехугольную пирамиду. 
Нарисуйте затем пирамиду: а) центрально симметричную дан¬ 
ной относительно середины ее высоты; б) зеркально симмет- 
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ричную данной относительно плоскости, параллельной основа¬ 
нию и проходящей через середину высоты; в) полученную в 

результате поворота вокруг высоты на угол 45 . В каждом 
случае нарисуйте объединение исходной и полученной пирами¬ 
ды. 

Планируем 

2.195. В правильной «-угольной пирамиде известны сторо¬ 
на основания и плоский угол при вершине. Как найти: а) высо¬ 
ту пирамиды; б) радиус описанной сферы; в) радиус вписанной 
сферы; г) угол между боковым ребром и плоскостью основа¬ 
ния; д) угол между апофемой и плоскостью основания; е) угол 
между боковой гранью и основанием; ж) угол между соседни¬ 
ми боковыми гранями; з) угол между гранями, идущими через 

одну? 

2.196. В правильной «-угольной усеченной пирамиде из¬ 
вестны стороны оснований и боковое ребро. Как вычислить 
высоту пирамиды? 

2.197. В правильной треугольной пирамиде известны сто¬ 
рона основания и высота. Как вычислить площадь сечения, 
проходящего: а) параллельно основанию через середину высо¬ 
ты; б) через боковое ребро и высоту; в) через сторону основа¬ 
ния перпендикулярно боковому ребру; г) через центр основа¬ 
ния параллельно боковой грани; д) через середины четырех ре¬ 
бер? 

2.198. В правильной четырехугольной пирамиде известны 
сторона основания и высота. Как вычислить площадь сечения, 
проходящего через: а) середину бокового ребра параллельно 
основанию; б) диагональ основания перпендикулярно боковому 
ребру; в) диагональ основания параллельно боковому ребру, 
г) центр основания параллельно боковой грани; д) ребро осно¬ 
вания перпендикулярно боковой грани? 

2.199. В тетраэдре РАВС основанием является правильный 
треугольник. РВС1АВС, другие боковые грани составляют с 
основанием угол <р . Как вычислить угол между: а) прямыми РА 
и ВС, б) прямыми РВиАС ; в) прямой РА и плоскостью АВС; 
г) плоскостями РАВ и РАС; д) плоскостями РАС и РВСі 

2.200. Основанием пирамиды РАВСй является квадрат 
АВСй. РВ1. АВС. РВ=АВ. Как вычислить угол между: 
а) прямыми Рй и АВ ; б) прямой Рй и плоскостью АР С; в) пря¬ 
мой Ай и плоскостью ЭРС; г) плоскостями РАВ и РСй; д) плос¬ 
костями РАО и РСОі 
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Представляем 

2.201. Как разрезать тетраэдр на: а) два тетраэдра; б) усе¬ 
ченную пирамиду и пирамиду; в) треугольную пирамиду и че¬ 
тырехугольную пирамиду; г) два многогранника, не являющих¬ 
ся пирамидами; д) призму и две пирамиды? 

2.202. Как разрезать четырехугольную пирамиду на: а) два 
тетраэдра; б) две четырехугольные пирамиды; в) пирамиду и 
усеченную пирамиду; г) четырехугольную пирамиду и много¬ 
гранник, не являющийся пирамидой; д) два многогранника, не 
являющихся пирамидами? 

2.203. Какие элементы симметрии можно найти в пра¬ 
вильной усеченной пирамиде? 

2.204. Основанием пирамиды является квадрат. Сколько 
ее граней могут быть прямоугольными треугольниками? 

Оцениваем 

2.205. В какой правильной треугольной пирамиде достига¬ 
ет граничных значений двугранный угол между соседними бо¬ 
ковыми гранями? Обобщите полученный результат. 

2.206. В основании пирамиды лежит прямоугольник. Все 
ее боковые грани — прямоугольные треугольники. Через ее 
наибольшее ребро проводится переменное сечение. Когда его 
площадь достигает граничных значений? 

2.207. В правильную четырехугольную пирамиду со сторо¬ 
ной основания и высотой, равными 1, вписан прямоугольный 
параллелепипед, основание которого расположено в плоскости 
основания пирамиды, а вершины противоположной грани — на 
боковой поверхности пирамиды. Площадь основания паралле¬ 
лепипеда равна —. В каком положении диагональ параллеле- 

18 

пипеда имеет наименьшее значение? А наибольшее? 

2.208. Сторона основания правильной треугольной пира¬ 
миды имеет длину а , боковое ребро — длину Ь. Сечение пира¬ 
миды проводится плоскостью, параллельной ребру основания 
н боковому ребру . Какое из них имеет наибольшую площадь? 

Сделаем 

2.209. В тетраэдре проведены отрезки, соединяющие его 
вершины с точками пересечения медиан противоположных гра¬ 
ней. Докажите, что эти отрезки имеют общую точку. В каком 
отношении они делятся этой точкой? 


етрия 
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Исследуем 

2.210. В основании пирамиды — квадрат. Вершина пира¬ 
миды проектируется в центр основания, а два боковых ребра 
равны а и Ь. Можно ли найти другие боковые ребра пирамиды? 

2.211. В правильной четырехугольной пирамиде через 
сторону основания проведена плоскость, перпендикулярная к 
противоположной грани. Как вычислить площадь сечения, если 
сторона основания равна а и двугранный угол при основании 
равен а. 

Поступаем в ВУЗ 

2.212» Основанием тетраэдра РАВС является треугольник 

АВС с углом С = 90 ‘ и острым углом 30*. Боковые ребра 

тетраэдра наклонены к плоскости основания под углом 45 , 
высота тетраэдра равна Н. Найдите площадь сечения тетраэдра 
плоскостью, проходящей через точку С параллельно АВ и деля¬ 
щей грань А5В на части равной площади. 

.Г Л] 

Ответ: Н 1-— . 

ѵ 4 

2.213. В основании тетраэдра РАВС лежит правильный 
треугольник АВС , а все боковые грани имеют равные площа¬ 
ди. Ребро РА равно 2 см, ребро РВ равно -І2 см. Через верши¬ 
ну В перпендикулярно к ребру РС проведено сечение тетраэд¬ 
ра. Найдите площадь этого сечения. 

Зл/6 

Ответ: ——. 

40 

2.214. Все грани тетраэдра — равные равнобедренные 
треугольники. Высота тетраэдра совпадает с высотой одной из 
ее боковых граней. Найдите высоту тетраэдра, если расстояние 
между наибольшими боковыми ребрами равно 1. 

Ответ: з/2. 

2.215. В тетраэдре боковые ребра взаимно перпендику¬ 
лярны и равны а, Ь, с. Высота тетраэдра, опущенная из верши- 

1 1 11 

ны на основание, равна И. Докажите, что + . + 3 2 ■ 

а о с п 

2.216. В тетраэдре РАВС суммы трех плоских углов при 
каждой вершине А, В, С равны и . Найдите расстояние между 
скрещивающимися ребрами РА и ВС, если ВС— 4, АС— 5, 
АВ = 6. 
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Ответ: 

2.217. Дан тетраэдр АВСИ. Докажите, что его ребра АО 
и ВС перпендикулярны в том и только в том случае, когда 

выполняется равенство: АВ 2 + ОС 2 = АС 2 +ОВ 2 . 

2.218. Основанием тетраэдра 8АВС является равносторон¬ 
ний треугольник АВС, длина стороны которого равна 4л/2 . Бо¬ 
ковое ребро 8С перпендикулярно к плоскости основания и 
имеет длину 2. Найдите величину угла и расстояние между 
скрещивающимися прямыми, одна из которых проходит через 
точку 5 и середину ребра ВС, а другая проходит через точку С 
и середину АВ. 



п 2 

Ответ: —; —— . 

4 ѴЗ 


2.219. Докажите, что треугольная пирамида является пра¬ 
вильной, если: а) шар касается трех сторон основания в их се¬ 
рединах, а середины боковых ребер лежат на поверхности ша¬ 
ра; б) шар касается всех боковых граней пирамиды в точках 
пересечения их медиан; в) шар касается боковых граней тре¬ 
угольной пирамиды в точках пересечения их высот, а сумма 
плоских углов при каждой вершине одна и та же; г) шар каса¬ 
ется всех боковых граней в центрах описанных около них ок¬ 
ружностей и все плоские углы при вершине равны; д) шар ка¬ 
сается всех боковых граней в центрах вписанных в них ок¬ 
ружностей. (Каждая из задач а)—д) предлагалась на вступи¬ 
тельном экзамене как часть некоторой другой задачи). 

2.220. В основании тетраэдра лежит правильный треуголь¬ 
ник со стороной а. Одна из его граней перпендикулярна плос¬ 
кости основания. Она является равнобедренным треугольни¬ 
ком с боковой стороной Ь (ЪФа). Найдите площадь того сече¬ 
ния тетраэдра, которое является квадратом. 


Ответ: 


а\2Ь 2 +а г ) 
[ау[2+УІ2Ь 7 +а 2 У 


2.221. В тетраэдре КЬМИ плоские углы ЬКИ и МКЫ при 
вершине равны 45" и 135’ соответственно. Угол между граня¬ 
ми ЬКМ и МКЫ равен 90’. Определите плоский угол ЬКМ. 
Ответ: 120°. 
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2.222. Все высоты тетраэдра ЕРСН, грани которого явля¬ 
ются остроугольными треугольниками, равны между собой. Из¬ 
вестно, что РС = 17, НС= 14, АЕНС = 60". Найдите длину реб¬ 
ра НР. 

Ответ: л/247 . 

2.223. Боковые ребра тетраэдра взаимно перпендикуляр¬ 
ны. Высота тетраэдра равна И. Найдите радиус сферы, описан¬ 
ной около тетраэдра. 

Ответ: 1,5Л. 

2.224. Основанием тетраэдра служит равнобедренный 
треугольник, равные стороны которого имеют каждая длину Ь. 
Боковые грани тетраэдра, проходящие через эти стороны, пер¬ 
пендикулярны к плоскости основания и образуют между собой 
угол сх . Угол между третьей боковой гранью и плоскостью ос¬ 
нования равен также а. Определите радиус шара, вписанного 
в тетраэдр. 

Ответ: Ь ■ сох 0,5а • /&0,25а . 

2.225. В тетраэдре РАВС плоские углы при вершине Р — 
прямые. Докажите, что вершина Р, точка О пересечения меди¬ 
ан основания и центр О описанного около тетраэдра шара при¬ 
надлежат одной прямой. 

2.226. В тетраэдре РАВС боковое ребро РС равно реб¬ 
ру АВ и наклонено к плоскости основания АВС под углом —. 


Вершины А, В, С и середины боковых ребер тетраэдра распо¬ 
ложены на сфере радиуса 1. Докажите, что центр этой сферы 
лежит на ребре АВ и найдите высоту тетраэдра. 

Ответ: Л. 

2.227. Шар радиуса г касается всех ребер тетраэдра. 
Центр шара лежит внутри тетраэдра на его высоте на расстоя¬ 
нии г- Л от вершины. Докажите, что тетраэдр является пра¬ 
вильной пирамидой. Найдите ее высоту. 


Ответ: —г Л . 


3 


2.228. В основании тетраэдра лежит прямоугольный тре¬ 
угольник. Вершины основания и середины его боковых ребер 
лежат на одной сфере. Докажите, что углы наклона боковых 
ребер к основанию равны между собой. Найдите углы наклона 
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боковых граней тетраэдра к плоскости основания, если катеты 
основания равны а и Ъ, а высота тетраэдра равна Н. 

пс 2Я 2Я 

Ответ: О.эя; агсІ% -; агсІ% -. 

а Ь 

2.229. Дан тетраэдр АВСБ. Скрещивающиеся ребра АС 
и ВД АО и ВС перпендикулярны, ребра АВ и СБ равны, все 
ребра касаются шара радиуса г. Найдите площадь грани АВС. 

Ответ: 2 г 2 Л . 

2.230. В тетраэдре, ребро которого равно зЛ, высота слу¬ 
жит диаметром шара. Найдите длину линии пересечения по¬ 
верхности тетраэдра и шара. 

Ответ: Ап. 

2.231. В тетраэдре РАВС грани РАС и АВС перпендику¬ 
лярны и являются равными равнобедренными треугольниками 


(АР-АС=АВ=а, угол РАС 


равен — ). Найдите высоту конуса, 


окружность основания которого проходит через точки А, В и С, 
а боковая поверхность — через точку Р. 


Ответ: 


о(2 + л/4-ѴЗ) 

Л 


2.232. В тетраэдре АВСО двугранные углы при ребрах АВ 
и ВО прямые, ААСБ = а. Вершина конуса совпадает с одной 
из вершин тетраэдра, окружность основания конуса вписана в 
одну из граней. Найдите угол в осевом сечении конуса. 


Ответ: 2 агсІ% 



2.233. Дана правильная треугольная пирамида Б АВС (Б — 


вершина, АВС — основание). Известно, что АВ=а, Ай = а -Л . 
Пирамиду пересекает плоскость, параллельная ребрам АО и ВС 
и отстоящая на расстоянии і от ребра АБ . Найдите площадь 
сечения пирамиды этой плоскостью. 

4 8-Л 2 

Ответ: -у=аа - а . 

Л 5 


2.234. В правильной треугольной пирамиде 8АВС, высота 
в которой в два раза больше стороны основания, на боковых 
ребрах ЗВ и ЗС взяты точки М и N так, что МЫ параллель- 
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на ВС. Через прямую МЫ проходят плоскости аир. Плос¬ 
кость а перпендикулярна плоскости грани ВВС и содержит 
точку А, плоскость р проходит через середину бокового реб¬ 
ра 5А. Найдите отношение площадей сечений пирамиды плос¬ 
костями аир. 


Ответ: 


211 
147 ' 


2.235. В правильной треугольной пирамиде со стороной 
основания, равной а, углы между ребрами при ее вершине рав¬ 


ны а (а <90°). Определите площадь сечения, проведенного 
через сторону основания перпендикулярно противоположному 
боковому ребру. 

__ а 2 Г " 

Ответ: —, 4 соз -1 . 

4 V 2 


2.236. В правильной треугольной пирамиде АВСБ сторона 
основания АВС равна Ь , а высота пирамиды равна Ь уІ2 . Сфе¬ 
ра, вписанная в пирамиду, касается грани АСБ в точке К. Най¬ 
дите площадь сечения пирамиды плоскостью, проходящей че¬ 
рез точку К и ребро АВ. 


Ответ: 


л/219 

- о 

36 


2.237. В правильную треугольную пирамиду РАВС вписан 
шар единичного радиуса; двугранный угол при ребре основа¬ 


ния равен 60 \ Докажите, что существует единственная плос¬ 
кость, пересекающая ребра АВ и ВС в некоторых точках М 
и N таких, что МѴ= 5, касающаяся шара в точке, удаленной на 
равные расстояния от точек М и N. пересекающая продолже¬ 
ние высоты пирамиды РК за точку К в некоторой точке Б. 
Найдите длину отрезка РБ. 

Ответ: 9. 

2.238. Шарик лежит на основании правильной треуголь¬ 
ной пирамиды, касаясь основания в его центре. Плоскость, про¬ 
веденная через вершину пирамиды и середины двух сторон ос¬ 
нования, касается этого шарика. Найдите радиус шарика, если 
высота пирамиды равна Н, сторона основания пирамиды рав¬ 
на а. 
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Ответ: а 


/48Я 2 + а 2 
48 Я 


2.239. Сфера вписана в правильную треугольную пирами¬ 
ду 5АВС, а также вписана в правильную треугольную приз¬ 
му КЬМК { Ь Х М ,, у которой КЪ — КМ— 7б, а боковое ребро КК Х 
лежит на прямой АВ. Найдите радиус сферы, если известно, 
что прямая 5С параллельна плоскости ЬЬ^М^М . 

Ответ: у[3-\. 

2.240. В правильной четырехугольной пирамиде РАВСИ 
угол между боковым ребром РА и плоскостью основания АВСй 
равен углу между ребром РА и плоскостью грани РВС. Опреде¬ 
лите этот угол. 

Ответ: агссоз ^. 

2.241. Длина стороны основания правильной четырех¬ 
угольной пирамиды равна а, длина апофемы пирамиды рав¬ 
на 1,5а. Ортогональной проекцией пирамиды на плоскость, 
перпендикулярную одной из боковых граней, является равно¬ 
бедренная трапеция. Найдите площадь этой трапеции. 

4 2 

Ответ: _ а . 

л/17 

2.242. В правильной четырехугольной пирамиде плоский 


Ответ: 


угол при вершине равен — . Докажите, что один из двугранных 

углов этой пирамиды вдвое меньше другого. 

2.243. Дана правильная четырехугольная пирамида 
РАВСИ, у которой все ребра равны а. Через вершину А осно¬ 
вания проведена плоскость, параллельная диагонали Вй и обра¬ 
зующая с плоскостью основания угол 30°. Найдите площадь 


сечения. 


Ответ: 


2а 2 (2-ѵ/з -3) 


2.244. В шар вписана пирамида, боковые ребра которой 
равны с. Основание ее — прямоугольник, стороны которого 
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стягивают дуги сх и р в сечениях шара плоскостями боковых 
граней. Определите радиус описанного шара. 
с 


Ответ: 


л /2(соі0,5а + со$0,5р) 

2.245. Сторона основания правильной треугольной пира¬ 
миды равна а, боковое ребро пирамиды равно Ь. Найдите ради¬ 
ус сферы, касающейся всех ребер пирамиды. 

а{2Ь-а) 

Ответ: — , . -г . 

2л/ЗА 2 -а 2 

2.246. Центр сферы, описанной около правильной четы¬ 
рехугольной пирамиды, находится на расстоянии а от боковой 
грани и на расстоянии Ь от бокового ребра. Найдите радиус 
сферы. 

аЬ 


Ответ: 


Ы-ь г 


2.247. Центр шара, вписанного в правильную четырех¬ 
угольную пирамиду, находится на расстоянии л/2 от бокового 

ребра и на расстоянии л/5 от стороны основания. Найдите ради¬ 
ус шара. 

Ответ: 0,5л/5. 

2.248. В правильной четырехугольной пирамиде РАВСО 
сторона основания АВСИ равна Ь, а высота пирамиды рав¬ 
на Ал/2. Сфера, вписанная в эту пирамиду, касается боковой 
грани РАО в точке К. Найдите площадь сечения пирамиды 
плоскостью, проходящей через точку К и ребро АВ. 


Ответ: 


Зл/і7 з 

- Ь 

16 


2.249. В четырехугольной пирамиде АВСйЕ основание 
АВСО — параллелограмм, а грани АОЕ и ВСЕ — прямоуголь¬ 
ные треугольники. Ребро ВС перпендикулярно медиане ЕР 
грани СОЕ и ВС=ЕР. Сечением пирамиды плоскостью являет¬ 
ся равнобокая трапеция ОКНЕ, вершины которой С, К, Н, Е ле¬ 
жат соответственно на ребрах АЕ, ВЕ, СЕ, ОЕ, причем СЕ= 
= 3 С А и СН—ЕН. Найдите отношение площади трапеции 
ОКНЕ к площади грани АВЕ. 
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л 5л/5 
Ответ: -. 

16 

2.250. В основании пирамиды находится ромб. Шар каса¬ 
ется боковых граней пирамиды в точках, лежащих на сторонах 
основания пирамиды. Докажите, что прямая, соединяющая вер¬ 
шину пирамиды с центром шара, проходит через точку пере¬ 
сечения диагоналей ромба. 

2.251. В правильной пятиугольной пирамиде задан дву¬ 
гранный угол ф при боковом ребре. Найдите плоский угол при 
вершине боковой грани. 


с 05 


Ответ: Іагссов - 


$іп 


Ф 


2.252. В правильной шестиугольной пирамиде сторона ос¬ 
нования равна а, а высота равна И. Вычислите площадь сече¬ 
ния, проходящего через середины двух несмежных и непарал¬ 
лельных сторон основания и середину высоты пирамиды. 


2 ^ — 

Ответ: — аѵ4Л 2 + 3а 2 . 
64 


2.253. В правильной шестиугольной пирамиде вписанная 
сфера проходит через центр описанной. Во сколько раз радиус 
описанной сферы больше радиуса вписанной? 

Ответ: 1 + 



2.254. В правильной четырехугольной усеченной пирами¬ 
де АВСОА х В х С х О х нижнее основание — квадрат АВСО со сто¬ 
роной 3, верхнее основание ^4,6,0,77, —квадрат со стороной 1, 
боковые ребра имеют длину 3. Точка М — середина ребра 
С,7Э,. Через точку М проходит прямая, пересекающая прямые 
АА І и ВС в точках Р и ^ . Найдите длину отрезка Р^. 

Ответ: 

5 

Переключаемся 

2.255. Высоту пирамиды Хеопса Фалес нашел по ее тени. 
А вы смогли бы это сделать? 
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2.256. а) Из одной точки и в разных направлениях полете¬ 
ли четыре вороны. В некоторый момент времени они оказались 
в одной плоскости. Повторится ли еще такая ситуация? б) В 
другой раз эти же вороны вылетели из одной точки по четырем 
направлениям со скоростями 1, 2, 3, 4 соответственно. Окажут¬ 
ся ли они в какой нибудь момент времени в одной плоскости? 

2.257. В одном задачнике по геометрии было написано, 
что не существует четырехугольной пирамиды, у которой про¬ 
тивоположные грани перпендикулярны основанию. Опроверг¬ 
ните это утверждение. 
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ГЛАВА 3 


ТЕЛА, ПОВЕРХНОСТИ, МНОГОГРАННИКИ 

Основной предмет геометрии в пространстве состав¬ 
ляют геометрические тела или, как говорят короче, тела, 
а также их поверхности. Изучая в главе 2 частные виды 
геометрических тел — пирамиду и призму, цилиндр и ко¬ 
нус вращения, шар, мы до сих пор не дали общего опре¬ 
деления тела. В этом пока не было необходимости, так 
как каждому из конкретных геометрических тел мы да¬ 
вали свое определение, чаще всего конструктивное, т.е. 
указывающее как построить это тело (например, для пи¬ 
рамид или цилиндров). В этой главе мы определим, что в 
геометрии называют телом. Этим мы подытожим те на¬ 
глядные представления о телах, которыми вы уже владе¬ 
ете. Средствами элементарной геометрии достаточно глу¬ 
боко можно изучать два класса тел — многогранники и 
выпуклые тела. О них также рассказано в этой главе. 


*§ 10 . ТЕЛА И ИХ ПОВЕРХНОСТИ 

10.1. Наглядное представление о телах. Понятие о 
геометрическом теле дает любое реальное физическое 
тело и можно сказать, что геометрическое тело — 
это часть пространства, занимаемое физическим телом 
(рис.10.1). 

Каждое тело мы представ¬ 
ляем себе имеющим внутренние 
точки, отделенные от остального 
пространства поверхностью или, 
как еще говорят, границей тела. 

Так внутренность шара отделена 
от остального пространства сфе¬ 
рой, а внутренности цилиндра и 
конуса вращения — их поверх¬ 
ностями. Уточнение сказанного 
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о телах мы и начнем с точных определений понятий гра¬ 
ницы и внутренности. 

10.2. Граница и внутренность. Определения грани¬ 
цы фигуры и ее внутренно¬ 
сти вполне соответствуют 
наглядным представлениям 
о них. То, что точка А ле¬ 
жит на границе фигуры Р 
означает, что сколь угодно 
близко к ней, кроме точек 
самой фигуры Р, имеются 
также и точки, не принадле¬ 
жащие фигуре Р (рис. 10.2). 

Итак, точка называется 
граничной для данной фи¬ 
гуры, если сколь угодно близко от нее есть точки, как 
принадлежащие фигуре, так и не принадлежащие ей. 
Выражение "сколь угодно близко" означает "на сколь 
угодно малом расстоянии". Реальные примеры гранич¬ 
ных точек — точки на границе государства или на грани¬ 
це садового участка. 

Множество граничных точек фигуры называется ее 
границей. 

Точка фигуры, не лежащая на ее границе, называет¬ 
ся внутренней точкой фигуры. 

Множество внутренних точек фигуры называется ее 

внутренностью. 

Внутренность фигуры получается, если из фигуры 
исключены все ее граничные точки, т.е. удалена ее гра¬ 
ница. Например, сфера радиусом К с центром О являет¬ 
ся границей шара радиуса К и тем же центром О. Мно¬ 
жество точек X, для которых ОХ < К является внутрен¬ 
ностью этого шара. 

Граница фигуры может принадлежать ей, а может и 
не принадлежать или принадлежать отчасти, как, ска¬ 
жем, у куба с одной или со всеми исключенными граня¬ 
ми. 

Точки, которые не являются ни внутренними, ни 
граничными для фигуры, называются внешними для нее 
точками. 
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Данные общие определения относятся не только к 
стереометрии, но также и к планиметрии. В планиметрии 
точка называется граничной для данной фигуры, если 
сколь угодно близко от нее есть точки плоскости, как 
принадлежащие фигуре, так и не принадлежащие ей. 
Внутренние точки фигуры — это те точки, вблизи кото¬ 
рых нет точек плоскости, не принадлежащих фигуре. На¬ 
пример, окружность круга — это его граница на плоско¬ 
сти, и, исключая ее, получаем внутренность круга на 
плоскости. 

В стереометрии фигура рассматривается в простран¬ 
стве. Граничные точки фигуры — это те, сколь угодно 
близко к которым есть точки пространства, как принад¬ 
лежащие фигуре, так и не принадлежащие ей. 

Поэтому если плоская фигура рассматривается как 
фигура в пространстве, то, очевидно, сколь угодно 
близко к любым ее точкам есть точки пространства, ей 
не принадлежащие, — точки вне плоскости фигуры. Как 
фигура в пространстве, она сплошь состоит из гра¬ 
ничных точек. 

Следовательно, понятия границы и внутренности от¬ 
носительны: говоря о внутренних точках или о границе, 
нужно иметь в виду, относительно чего они берутся. Так, 
например, можно говорить о внутренних и граничных 
точках фигуры на сфере относительно сферы и т.п. 

На плоскости точки, расположенные от данной точ¬ 
ки А не более чем на данное расстояние г , образуют 
круг с центром в точке А. В пространстве же такие 
точки образуют шар. Поэтому внутренние и граничные 
точки фигуры можно характеризовать следующим обра¬ 
зом. 

В пространстве точка А является граничной точкой 
фигуры Р , если во всяком шаре с центром А (как бы он 
мал не был) содержатся точки, как принадлежащие фигу¬ 
ре, так и не принадлежащие ей. Точка В является внут¬ 
ренней точкой фигуры, если есть шар с центром В, ко¬ 
торый целиком содержится в фигуре, т.е. не содержит 
точек, не принадлежащих фигуре (рис. 10.3). 

На плоскости граничные и внутренние точки харак¬ 
теризуются так же, только вместо шара берется круг. 
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10.3. Определение тела и замкнутой плоской облас¬ 
ти. Теперь можно дать точное определение того, что на¬ 
зывают в геометрии телом. 

Телом называется ограниченная фигура в простран¬ 
стве, обладающая двумя свойствами: 

1) у нее есть внутренние точки и любые две из них 
можно соединить ломаной (или отрезком) внутри фигу¬ 
ры; 


2) фигура содержит свою границу, и ее граница сов¬ 
падает с границей ее внутренности. 

Согласно первому условию, внутренность тела не 
распадается на отдельные куски. Поэтому фигура, со¬ 
стоящая из объединения двух шаров, не имеющих об¬ 
щих точек, телом не считается. 
Точно так же не считается те¬ 
лом фигура, состоящая из двух 
шаров, имеющих лишь одну 
общую точку, или двух кубов, 
имеющих лишь одну общую 
вершину или лишь одно общее 
ребро (рис. 10.4). 

Второе условие означает, 
во-первых, что граница тела 
принадлежит ему, так что шар 
без сферы или даже шар без 
одной ее точки — уже не тело. 
Во-вторых, согласно условию 2, граница тела везде при¬ 
легает к его внутренности, так что конус со шпилем — 
отрезком — или конус с плоскими "полями", как у шля- 



Рис.іо.З 
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пы, телами не считаются (рис. 10.5). Отметим также, что 
тело является ограниченной фигурой, так что, например, 
полупространство телом не является. 

Граница тела называется его поверхностью. 

Проверьте, применив определение тела, что шар, пи¬ 
рамида, призма, цилиндр вращения и конус вращения яв¬ 
ляются телами. 

Аналогом понятия тела в планиметрии является по¬ 
нятие замкнутой области. 

Замкнутой областью называется фигура на плоско¬ 
сти, обладающая двумя свойствами: 

1) у нее есть внутренние точки и любые две из них 
можно соединить ломаной (или отрезком) внутри фигу¬ 
ры; 

2) фигура содержит свою границу, и ее граница сов¬ 
падает с границей ее внутренности. 

Разница в определении тела лишь в том, что там гра¬ 
ница и внутренность понимаются относительно про¬ 
странства, а здесь — относительно плоскости. 

Теперь мы можем дать ответ на такой вопрос: когда 
цилиндр или конус являются телом? Ответ таков: ци¬ 
линдр и конус являются телами тогда и только тогда, 
когда их основаниями являются замкнутые области. Об¬ 
думайте эти утверждения и попробуйте их доказать. 

Для цилиндра и конуса, являющихся телами, можно 
определить понятия их боковых поверхностей. Их боко¬ 
вые поверхности состоят из образующих, концы которых 
лежат на границе их оснований. Вся же поверхность сла¬ 
гается из их боковой поверхности и оснований. 

10.4. Выпуклые фигуры. Одним из важнейших клас¬ 
сов тел является класс выпуклых тел. Перед тем как рас¬ 
сказать о нем, познакомимся с более общим понятием 
выпуклой фигуры. 

Фигура называется выпуклой, если вместе с каж¬ 
дыми двумя своими точками она содержит и соединяю¬ 
щий их отрезок (рис. 10.6). 

Точка и пустое множество (фигура, не имеющая 
точек) считаются выпуклыми фигурами. 

Примеры выпуклых фигур: отрезок, луч, прямая, 
плоскость, треугольник, параллелограмм, круг, все про¬ 
странство, полупространство, шар (рис. 10.7). Докажем, 
например, что круг — выпуклая фигура. 



Рис.10.6 


Рис.Ю.в 


Рис.10.7 

Рассмотрим круг й радиуса Я с центром О 
(рис. 10.8). Возьмем любые две точки X б Г) и У е Г). То¬ 
гда ОХ < Я и ОУ < Я . Возьмем любую точку 2 на от¬ 
резке ХУ. Тогда выполняется хотя бы одно из двух не¬ 
равенств: 02 < ОХ или 02 < ОУ (так как хотя бы один 
из смежных углов 02Х и 02У не острый). Поскольку 
ОХ < Я и ОУ < Я, то и 02 < Я, т.е. 2 ей. А это 
значит, что отрезок ХУ содержится в круге т.е. 
круг Г) — выпуклая фигура. ■ 

Докажем несколько предложений о выпуклых фигу¬ 
рах. Начнем с самого важного из них. 

Предложение 1. Пересечение (общая часть) 
любых двух выпуклых фигур есть выпуклая фигура, и во¬ 
обще, пересечение любой совокупности выпуклых фигур 

□ Пусть Р 1 и Р 2 — две 
выпуклые фигуры іл Р — их 
пересечение (рис. 10.9). Если 
две точки А к В принадлежат 
фигуре Р, то значит они при¬ 
надлежат и фигурам Р\ и Р 2 . 
А тогда по выпуклости фигу¬ 
ры Р ^, она содержит отрезок 
АВ . Аналогично, Р 2 содержит 
отрезок АВ . Поэтому отрезок 
АВ содержится и в Р х , и в Р 2 , 
т.е., в фигуре Р. Итак, отрезок, соединяющий любые две 


есть выпуклая фигура. 



Рис.10.9 



225 



точки А и В фигуры Р , содержится в Р , т.е., фигура Р 
— выпуклая фигура. 

В случае пересечения любой совокупности выпук¬ 
лых фигур доказательство то же, но следует говорить не 
о двух фигурах, а сразу о фигурах всей совокупности. 
Повторите это доказательство еще раз. Н 

Замечание. В частности, пересечение данных фигур 
может быть пустым или одноточечным множеством. Если бы 
пустое и одноточечное множества не считались выпуклыми, то 
эти случаи надо было бы исключить из теоремы и ее нельзя 
было бы формулировать так кратко. 

Предложение 1 позволяет получать выпуклые фигу¬ 
ры путем пересечения каких-либо выпуклых фигур. На¬ 
пример, треугольник АВС можно получить пересечени¬ 
ем трех полуплоскостей, на границах которых лежат две 
вершины треугольника и внутри них — третья вершина 
(рис. 10.10). Часто используются и следующие три утвер¬ 
ждения. 

Предложение 2. Пересечение выпуклой фигу¬ 
ры с плоскостью является выпуклой фигурой (рис. 10.11). 

Оно вытекает из предложения 1 и выпуклости плос¬ 
кости. 

ПредложениеЗ. Каждая плоскость разбивает 
любую выпуклую фигуру на две выпуклые фигуры 
(рис. 10.11). Каждая из них есть пересечение исходной вы¬ 
пуклой фигуры с полупространством, ограниченньт дан¬ 
ной плоскостью. 

Отметим, что точки исходной фигуры, лежащие в 
этой плоскости, относятся к каждой из полученных вы¬ 
пуклых фигур. 


метрия 
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Предложение 4. Проекция выпуклой фигуры 
на плоскость есть выпуклая фигура. 

Действительно, пусть Р — выпуклая фигура и Р' 
— ее проекция на плоскость ОС (рис.10.12). Возьмем лю¬ 
бые две точки А' и В' фигуры Р' . Они являются проек¬ 
циями некоторых точек А и В фигуры Р . Поскольку Р 

— выпуклая фигура, то отрезок 



АВ содержится в фигуре Р . 
Значит проекция отрезка АВ — 
отрезок А'В' — содержится в 
фигуре Р ', т.е.,Р' — выпуклая 
фигура. 

Отметим также, что ци¬ 
линдр и конус вьтуклы тогда и 
только тогда, когда их основа¬ 
ния — вьтуклы. Докажем это, 
например, для цилиндра. 

Следует доказать два утвер¬ 


ждения: 

1) если цилиндр вьтуклый, то его основание — вы¬ 


пукло/ 

2) если основание цилиндра вьтукло, то и сам ци¬ 
линдр вьтуклый. 

Первое утверждение непосредственно вытекает из 
предложения 2, так как основание цилиндра является пе¬ 
ресечением цилиндра с плоскостью этого основания. 

Докажем второе утверждение. Пусть основание Р 
цилиндра С выпукло (рис. 10.13). Возьмем в цилиндре лю¬ 
бые две точки А и В и прове¬ 
дем через них образующие XX' 
и У У. Если А и В лежат на од¬ 
ной образующей, то отрезок АВ 
лежит в цилиндре С. Поэтому 
будем считать, что образующие 
XX' и У У различны. Концы этих 
образующих, лежащие в Р , — 
точки X и У — являются конца¬ 
ми отрезка ХУ, лежащего в Р, 
Рис.ю.13 так как основание Р — выпукло. 
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Поэтому все отрезки XX ', 
исходящие из точек X от¬ 
резка XV, параллельные и 
равные отрезку XX', явля¬ 
ются образующими цилинд¬ 
ра С. Следовательно, па¬ 
раллелограмм XX'У У со¬ 
держится в цилиндре С. 

Так как отрезок АВ содер¬ 
жится в параллелограмме 
XX'У У, то отрезок А В 
содержится в С. Итак, ци¬ 
линдр С выпуклый. ■ 

10.5. Выпуклые тела. Что такое выпуклое тело яс¬ 
но из названия: это тело, являющееся выпуклой фигу¬ 
рой, т.е. такое тело, каждые две точки которого соедини¬ 
мы в нем отрезком. Важнейшие примеры выпуклых тел 
— шар, цилиндр вращения, конус вращения, тетраэдр, 
параллелепипед. 

Мы расскажем здесь о некоторых интересных и важ¬ 
ных свойствах тел, но не будем доказывать формулируе¬ 
мых теорем, хотя некоторые из них доказываются до¬ 
вольно просто, и вы сами могли бы их доказать. 

Из определения выпуклого тела легко выводятся две 
теоремы, характеризующие выпуклые тела. 

Теорема! Тело является выпуклым тогда и 
только тогда, когда каждый луч, исходящий из любой 
его внутренней точки, пересекает поверхность тела в 
единственной точке. 

Наглядная иллюстрация теоремы такова: тело явля¬ 
ется выпуклым тогда и только тогда, когда из любой его 
внутренней точки можно видеть всю поверхность тела 
(рис. 10.14 а). 

Иначе говоря, тело — "помещение" выпукло тогда и 
только тогда, когда в нем нет "закоулков", т.е. всю его 
поверхность можно "осветить" из любой его точки 
(рис. 10.146). 

Теорема 2. Ограниченная фигура является вы¬ 
пуклым телом тогда и только тогда, когда у нее есть 
внутренние точки и каждая прямая, проходящая че¬ 
рез внутренюю точку, пересекает фигуру по отрезку 



Рис.Ю.14 
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(рис. 10.15). (То, что граница при¬ 
надлежит фигуре, гарантировано 
здесь тем, что каждый такой от¬ 
резок содержится в фигуре цели¬ 
ком, т.е. вместе с концами.) 

Но, пожалуй, главной теоре¬ 
мой о выпуклых телах надо счи¬ 
тать следующую: 

Теорема 3. Тело выпукло 
тогда и только тогда, когда через 
каждую точку его границы про¬ 
ходит опорная плоскость. 

Как всегда, выражение "то¬ 
гда и только тогда" означает, что верны два взаимно об¬ 
ратных утверждения: 

1) если тело выпукло, то через каждую точку его 
границы проходит опорная плоскость; 

2) если у тела через каждую точку границы прохо¬ 
дит опорная плоскость, то тело выпукло. 

Теорема означает, что среди всех тел любое выпук¬ 
лое тело характеризуется тем, что его можно опереть, 
скажем, о плоскость стола любой точкой поверхности. 
Именно по такому свойству и судят о выпуклости пред¬ 
мета (рис. 10.16). Ясно, что для невыпуклого тела это не¬ 
возможно; у него на поверхности всегда найдутся точ¬ 
ки, к которым не прикоснуться плоским предметом 
(рис. 10.17). С предыдущей теоремой связана следующая. 



Рис.Ю.15 
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Рис.10.16 


Теорема 4. Ограниченная фигура является вы¬ 
пуклым телом тогда и только тогда, когда она имеет 
внутренние точки и каждая не принадлежащая ей точка 
отделима от нее плоскостью, т.е. существует такая плос¬ 
кость, что фигура и точка 
лежат с разных сторон от 
нее (рис. 10.18). 

Поскольку любую точ¬ 
ку, не принадлежащую вы¬ 
пуклому телу, можно отде- . 
лить от него плоскостью, 
то, значит, проводя плоско¬ 
сти, отделяющие от тела 
внешние точки, получим са¬ 
мо тело. Иначе говоря, вы¬ 
пуклое тело можно выре¬ 
зать из окружающего пространства плоскими разрезами, 
для невыпуклого тела это сделать нельзя. 

На точном языке геометрии это значит, что из по¬ 
следней теоремы вытекает 

Следствие. Выпуклое тело является пере¬ 
сечением полупространств. (Более того, вьтуклое тело 
является пересечением полупространств, ограниченных 
его опорньти плоскостями.) 

И вместе с тем фигура с внутренними точками, яв¬ 
ляющаяся пересечением полупространств, представляет 
собою выпуклое тело. 

Обратите внимание на то, что выпуклые поверхно¬ 
сти — границы выпуклых тел — и выпуклые кривые — 
границы замкнутых выпуклых областей — выпуклыми 
фигурами не являются. Так, например, сфера — это вы¬ 
пуклая поверхность — граница шара, но сфера выпуклой 
фигурой не является. Точно так же, окружность — это 
выпуклая кривая, но не выпуклая фигура: внутренние 
точки хорд, соединяющие точки окружности, самой ок¬ 
ружности не принадлежат. * 
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§11. МНОГОГРАННИКИ 


11.1 Определение многогранника и его элементов. 
Обычно, определяя многогранник, говорят: многогранни¬ 
ком называется тело, граница которого состоит из ко¬ 
нечного числа многоугольников. 

Решая задачи, мы постоянно обращаемся к простей¬ 
шим многогранникам — пирамидам и призмам, чаще все¬ 
го к тетраэдрам, кубам, параллелепипедам. Реальными 



Рис.11.1 


примерами тел имеющих более или менее точную фор¬ 
му многогранников, могут служить кристаллы (рис. 11. Іа), 
архитектурные сооружения, как древнейшие, например, 
египетские пирамиды, так и современные, построенные 
из бетонных блоков (рис. 11.16), мебель (полки, шкафы, 
столы и т.п., рис.П.Ів). 

Элементами многогран¬ 
ника называют его грани, 
ребра, вершины, а также уг¬ 
лы его Граней и углы между 
гранями. 

Определяя многогран¬ 
ник, мы сказали, что много¬ 
гранник — это тело, грани¬ 
ца которого состоит из ко¬ 
нечного числа многоуголь¬ 
ников. И часто продолжают: 
эти многоугольники называ¬ 
ются гранями многогранника. Но тогда можно считать, 
например, что грани куба — это двенадцать равнобед- 



Рис.11.5 
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ренных прямоугольных треугольников (рис. 11.2): ведь 
они составляют границу куба. Да и вообще тогда можно 
считать, что грани многогранника — это лишь треуголь¬ 
ники; ведь любой многоугольник можно разбить на тре¬ 
угольники. 

Значит, грани многогранника — это не просто мно¬ 
гоугольники, составляющие поверхность многогранника. 
Гранью многогранника следует считать такой много¬ 
угольник на поверхности многогранника, который не со¬ 
держится ни в каком другом многоугольнике, лежащем 
на поверхности многогранника (иначе он является лишь 
частью грани). При этом многоугольником следует счи¬ 
тать любую плоскую замкнутую область, граница кото¬ 
рой состоит из конечного числа отрезков (рис. 11.3). Та¬ 
кие многоугольники можно составить, прикладывая друг 
к другу конечное число треугольников (рис. 11.4). Они мо- 
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гут быть, например, кольцеобразными (рис. 11.5а) или да¬ 
же устроенными более сложно: их граница может со¬ 
стоять из любого числа замкнутых ломаных (рис. 11.56). 
Что многогранники могут иметь такие грани показывают 
примеры многогранников на рисунках 11.16. Многоуголь¬ 
ники, ограниченные одной замкнутой ломаной, будем на¬ 
зывать простыми. 

К сказанному следует еще добавить, что внутрен¬ 
ность многогранника должна прилегать лишь с одной 
стороны к этому многоугольнику. Многоугольники, не 
удовлетворяющие этому условию, могут лежать на по¬ 
верхности многогранника (рис. 11.6). 

Суммируя все сказанное, можем дать такое опре¬ 
деление грани: многоугольник на поверхности 
многогранника называется его гранью, если, во-первых, 
внутренность многогранника прилегает лишь с одной 
стороны к этому многоугольнику и, во-вторых, он не со- 
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держится ни в каком другом многоугольнике, лежащем 
на поверхности многогранника. 

После того, как понятие грани определено, осталь¬ 
ные элементы многогранника определяются легко. Реб¬ 
рами многогранника называются стороны его граней, 
а вершинами многогранника называются вершины его 
граней. 

Углы между гранями многогранника, имеющими об¬ 
щее ребро, измеряются как двугранные углы между по¬ 
луплоскостями, идущими вдоль граней от их общего реб¬ 
ра (рис. 11.7). При этом двугранный угол измеряется из¬ 
нутри многранника, т.е. он может быть и больше 180 . 

♦ 11.2. Выпуклые многогранники. Что такое выпук¬ 
лый многогранник ясно из названия: согласно данных 
нами определений, это многогранник, любые две точки 
которого соединены в нем отрезком. Но часто выпуклым 
называют многогранник, который лежит с одной сторо¬ 
ны от плоскости каждой своей грани (рис.11.8), т.е. ана¬ 
логично тому, как определяют выпуклые многоугольники 
в планиметрии (рис. 11.9). Докажем равносильность этих 
двух подходов к понятию выпуклого многогранника. Эта 
равносильность вытекает из следующих предложений. 

Предложение 1. Выпуклый многогранник ле¬ 
жит по одну сторону от плоскости каждой своей грани, 
т.е. каждая такая плоскость является опорной для вы¬ 
пуклого многогранника. 

□ Допустим, что выпуклый многогранник Р не ле¬ 
жит по одну сторону от плоскости (X некоторой своей 
грани 0,. Тогда в Р имеются точки А и В, лежащие по 
разные стороны от <Х (рис.11.10). Тогда, соединяя точ¬ 
ки А и В со всеми точками грани (), мы получили бы 
многогранник Р ѵ состоящий из двух пирамид с общим 
основанием Внутренние точки грани О. лежат внут¬ 
ри Р] . Поскольку Р х содержится в Р (так как Р вы¬ 
пуклая фигура), то эти точки лежат внутри Р , что невоз¬ 
можно, так как грань 0 лежит на границе многогранни¬ 
ка Р. Полученное противоречие доказывает предложе¬ 
ние. И 

Доказанное свойство выпуклого многогранника на¬ 
глядно можно выразить так: выпуклый многогранник 
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можно приложить к плоской поверхности (например, к 
столу) каждой своей гранью. 

Прежде чем доказать предложение, обратное пред¬ 
ложению 1, докажем следующую лемму. 

Лемма (об отделимости). Пусть многогранник ле¬ 
жит по одну сторону от плоскости каждой своей грани. 
Тогда, если точка А не принадлежит этому многогран¬ 
нику, то у него найдется такая грань, что точка А и все 
внутренние точки данного многогранника лежат по раз¬ 
ные стороны от плоскости этой грани, т.е. такая плос¬ 
кость отделяет точку А от данного многогранника. 

□ Пусть многогранник Р лежит по одну сторону от 
плоскости каждой своей грани и точка А не принадле¬ 
жит Р. Отрезок, соединяющий точку А с любой точ¬ 
кой В , лежащей внутри Р, пересекает поверхность мно¬ 
гогранника Р и тем самым имеет общую точку хотя бы с 
одной гранью 2 (рис. 11.11). Можно считать, что отре¬ 
зок АВ пересекает грань 2 во внутренней точке, (так 
как этого можно добиться чуть-чуть сместив точку В). 
Плоскость а грани 2 и отделяет точку А от многогран¬ 
ника Р, так как А и Р лежат по разные стороны от 
плоскости а. И 

Предложение 2. Если многогранник лежит по 
одну сторону от плоскости каждой своей грани, то он 
выпуклый. 

□ Пусть многогранник Р лежит по одну сторону от 
плоскости каждой своей грани. Допустим, что он невы¬ 
пуклый. Тогда в Р найдутся такие точки А и В, что на 
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отрезке АВ имеется точка С, не принадлежащая Р 
(рис. 11.12). Эта точка С по лемме об отделимости долж¬ 
на была бы отделяться от Р плоскостью, которая пересе¬ 
кала бы как отрезок АС , так и отрезок СВ , что невоз¬ 
можно, так как плоскость пересекает прямую лишь в од¬ 
ной точке. Итак, Р — выпуклый многогранник. В 

Мы установили равносильность двух подходов к оп¬ 
ределению выпуклого многогранника. Аналогичные рас¬ 
суждения могут быть проведены и в планиметрии для 
выпуклых многоугольников. Теперь легко доказать пред¬ 
ложение, которое дает еще один подход к возможности 
определить выпуклый многогранник. 

Предложение 3. Выпуклый многогранник есть 
пересечение содержащих его полупространств, ограни¬ 
ченных плоскостями его граней. 

□ Действительно, во-первых, выпуклый многогран¬ 
ник, согласно предложению 1, содержится в одном из 
полупространств, ограниченном плоскостью любой его 
грани, а потому содержится и в пересечении этих полу¬ 
пространств. Во-вторых, по лемме об отделимости, каж¬ 
дая точка вне многогранника отделяется от него плоско¬ 
стью какой-либо его грани, т.е. не попадает хотя бы в од¬ 
но из рассматриваемых полупространств. Поэтому общая 
часть этих полупространств содержит многогранник, но 
не содержит никаких лишних точек, т.е. совпадает с мно¬ 
гогранником. ■ 

Еще два наглядно очевидных предложения требуют, 
тем не менее, некоторых обоснований. 

Предложение 4. Каждая грань вьтуклого 
многогранника является выпуклым многоугольником. 

□ Действительно, пусть О, — грань выпуклого мно¬ 
гогранника Р, а а — плоскость грани 0^ (рис. 11.8). Со¬ 
гласно предложению 1 плоскость а опорная для Р . По¬ 
этому пересечение многогранника Р с плоскостью а 
содержится в границе многогранника Р , а потому состо¬ 
ит из многоугольников. Вместе с тем, это пересечение Р . 
с (X представляет собой выпуклую фигуру, как пере¬ 
сечение выпуклых фигур. Поэтому оно является выпук¬ 
лым многоугольником. Он содержит грань а значит 
совпадает с нею (так грань не может уже содержаться 
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ни в каком другом многоугольнике, лежащем на границе 
многогранника). ■ 

Предложение 5. Плоскость, проходящая через 
внутреннюю точку выпуклого многогранника, пересекает 
его по выпуклому многоугольнику. 

□ Действительно, пусть плоскость <Х проходит через 
внутреннюю точку А выпуклого многогранника Р. Тогда 
фигура О — пересечение Р и (X — выпукла и содержит 
внутренние точки. Кроме того, граница фигуры О, есть 
пересечение плоскости (X с границей многогранника Р, 
а потому состоит из конечного числа отрезков. Значит ^ 
— выпуклый многоугольник. И 

В дополнение к предложению 5 отметим, что пере¬ 
сечение выпуклого многогранника с его опорной плоско¬ 
стью есть либо грань, либо ребро, либо вершина этого 
многогранника. 

Укажем еще характерное свойство выпуклости призм 
и пирамид: призма и пирамида вьтуклы тогда и только 
тогда, когда их основаниями являются вьтуклые много¬ 
угольники. 

Для выпуклых многогранников Эйлером была дока¬ 
зана замечательная теорема, носящая его имя, а позднее 
оказалось что она справедлива для гораздо более широ¬ 
кого класса многогранников и имеет глубокие обобще¬ 
ния для поверхностей. 

♦ 11.3. Теорема Эйлера. Рассмотрим любой выпуклый 
многогранник Р. Пусть е — число его вершин, к — чис¬ 
ло его ребер, а /— число его граней. 

Леонардом Эйлером была доказана удивительная 
теорема. 

Теорема Эйлера. Для любого выпуклого 
многогранника е — к + / — 2. 

Проверьте это равенство на примерах П -угольной 
пирамиды, Л-угольной призмы или Л-угольной усечен¬ 
ной пирамиды. 

В этих примерах выпуклость многогранников не 
предполагается. И действительно, теорема Эйлера спра¬ 
ведлива не только для выпуклых многогранников, но и 
для таких многогранников, которые могут быть получены 
из выпуклых с помощью непрерывной деформации "без 
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Рис.іиЗ Рис.11.14 

разрывов и склеиваний" (мы не даем точных определе¬ 
ний таким деформациям, но интуитивно ясно, о каких 
деформациях идет речь). При этом ясно, что поскольку в 
теореме Эйлера речь идет лишь об элементах поверхно¬ 
сти многогранника, то в ее условии, говоря "многогран¬ 
ник", можно иметь в виду многогранную поверхность, а 
не многогранное тело, и эта теорема относится именно к 
поверхностям, а не к телам. Более того, в формуле Эйле¬ 
ра величина е — к + / определяется лишь сетью вершин 
и ребер на поверхности выпуклого многогранника. Эта 
величина не изменится, если мы деформируем рассмат¬ 
риваемую многогранную поверхность, например, в сфе¬ 
ру, а сеть вершин и ребер многогранника — в некоторую 
сеть точек и кривых на сфере. Тогда можно считать е 
числом вершин такой сети, к — числом ее "ребер", а / 
— числом областей, на которые сеть разбивает сферу: 
эти области на сфере получаются в результате деформа¬ 
ции из граней многогранника. Хорошее представление о 
такой сети дает, например, покрышка футбольного мяча 
(рис.11.13). 

Итак, в формуле Эйлера речь идет о таких свойствах 
фигур, которые сохраняются при непрерывных деформа¬ 
циях фигур "без разрывов и склеиваний". Эти свойства 
называются топологическими, а раздел математики, изу¬ 
чающий топологические свойства фигур, — топологией. 
(До XX в. топология была частью геометрии, но теперь 
она сформировалась в большую самостоятельную об¬ 
ласть математики.) 
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Возможностью таких деформаций, не изменяющих 
числа е, к, / , мы и воспользуемся при доказательст¬ 
ве теоремы Эйлера. Поступим так. Пусть Р — выпуклый 
многогранник, а е , к, / — числа его вершин, ребер и 
граней. Удалим из Р любую его грань (), оставив ее сто¬ 
роны и вершины (рис. 11.14). Оставшуюся многогранную 
поверхность обозначим через Р' . Число вершин у Р и 
Р' одно и то же — в. Точно так же у Р и Р' одно и то 
же число ребер — к. А число /' граней у Р' на едини¬ 
цу меньше, чем у Р. т.е. /' = / — 1. Поэтому равенство 
Эйлера е - к + / = 2 равносильно равенству 

е-к + /' = 1. 

А это равенство мы докажем с помощью следующей 
леммы. 

Лемма. Пусть простой многоугольник () разбит 
некоторой сетью, состоящей из точек (вершин сети) и 
соединяющих их отрезков (ребер сети), на /' простых 

многоугольников У,, Ту. Если в — число вершин в 

этой сети, а к — число ее ребер (считая вершины и сто¬ 
роны самого многоугольника ()), то е — к + /' = 1. 

□ Среди простых многоугольников, на которые раз¬ 
бит многоугольник все¬ 
гда найдется такой много¬ 
угольник Т ѵ что, удалив Т х 
из мы снова получим 
один простой многоуголь¬ 
ник (2, (рис. 11.15). (Попро¬ 
буйте точно обосновать су¬ 
ществование такого много¬ 
угольника Т ѵ Вообще гово¬ 
ря, не каждый из много¬ 
угольников разбиения, вы¬ 
ходящих на границу много¬ 
угольника (), обладает таким свойством. Например, им 
не обладает многоугольник Т 2 ). 



Рис.11.15 
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Удалив многоугольник Т х из мы удалим все его 
внутренние точки и только те его вершины (и ребра), ко¬ 
торые не являются вершинами (и ребрами) других мно¬ 
гоугольников, входящих в разбиение О.. Поэтому если, 

удаляя многоугольник Т х , мы уделим часть границы мно¬ 
гоугольника О,, которая является ломаной, состоящей 
из ТП ребер, то мы при этом удалим тп — 1 вершину. Итак, 
для разбиения многоугольника ^ x число его вершин 

е х = е — (тп — і) , число его ребер к х = к — тп, а число мно¬ 
гоугольников / х = /' — 1. Следовательно, 
е х - к х + // = (е - тп + 1) + (к - тп) + (/' - 1) = е - к + /' . 

Таким образом, число е — к + /' не изменяется при 
описанном удалении многоугольника Т х . Продолжив та¬ 
кие операции п = У' —1 раз, мы придем к одному про¬ 
стому многоугольнику, для которого число его вершин е„ 
равно числу его ребер к п , а = 1. Поскольку, очевид¬ 
но, е п -к„+К = 1, а е-к + /' = е„-к п +/^ то ра¬ 
венство е - к + /' = 1 справедливо. ■ 

Теперь, чтобы завершить доказательство теоремы Эй¬ 
лера, достаточно "растянуть" многогранную поверхность 
Р' вместе с сетью ее вершин и ребер на плоскость в 
плоский многоугольник и воспользоваться доказанной 
леммой. То, что это можно сделать, интуитивно ясно, и 
можно было бы на этом закончить доказательство. Для 
тех же, кто хочет подкрепить это интуитивное убежде¬ 
ние некоторым рассуждением, укажем один из способов 
такого "растяжения". 

Возьмем внутри грани О любую точку О. Любой 
луч, идущий из О в точку X € Р' , пересекает Р' лишь 
в точке X. Ясно, что это свойство сохранится, если точ¬ 
ку О чуть сместить до положения О' вне многогранника 
Р (рис. 11.16). (Попробуйте точно указать, где может на¬ 
ходиться такая точка О'.) Спроектируем теперь верши¬ 
ны, ребра и грани многогранника Р' из О'на грань 
Получим в О, сеть, разбивающую грань на / выпук- 
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лых многоугольников Т х . Тр. В этой сети столько же 

вершин и ребер (считая вершины и ребра многоугольни¬ 
ка О) , сколько вершин и ребер у многогранника Р' . Ка¬ 
ждый из многоугольников Т п соответствующий некото¬ 
рой грани Оі многогранни¬ 
ка Р' , можно получить так: 
взять пирамиду с вершиной 
О' и основанием (), и пере¬ 
сечь ее многоугольником (). 
К этому разбиению грани 
^ на многоугольники Т ѵ ..., 
7^, и применяется лемма. 

Замечание. Одним 
из главных моментов прове¬ 
денного доказательства являет¬ 
ся возможность "распрямить и положить на плоскость" поверх¬ 
ность многогранника после того, как у него удалена одна грань, 

которая является простым многоу¬ 
гольником. Этого нельзя сделать, на¬ 
пример, для многогранника, изобра¬ 
женного на рисунке 11.17. Для него 
уже е — к + /* 2. 

Но для многогранников любого 
строения и вообще для тел выполня¬ 
ется обобщенная теорема Эйлера. 
Для всех сетей, которые могут быть 
"нарисованы" на поверхности данно¬ 
го тела или любого получаемого из 
него деформацией без разрывов и 
склеиваний, число е—к + / одно и то 
же при условии, что каждую “грань" 
(область) можно деформировать в простой многоугольник (с 
тем же числом сторон). 

*Л.Э й л е р (1707—1783) — великий математик, фи¬ 
зик и астроном; швейцарец по рождению, он был членом 
Петербургской академии наук и работал в России в 1727 
—1741 и в 1766—1783 г.г. 

♦ 11.4. Выпуклые многогранники и выпуклые обо¬ 
лочки. Идея понятия выпуклой оболочки состоит в том, 
что выпуклая оболочка некоторого множества Р являет- 



Рис.11.17 



Рис.11.16 
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ся в некотором смысле наименьшим выпуклым множест¬ 
вом, содержащим Р (рис.11.18). А точное определение 
его таково. 

Выпуклой оболочкой множества Р называется пе¬ 
ресечение всех выпуклых множеств, содержащих Р 
(рис. 11.19). Оно обозначается СоР. 

Поскольку пересечение выпуклых множеств есть 
выпуклое множество, то выпуклая оболочка множества 
является вьтуклым множеством. 

Выпуклая оболочка вьтуклой фигуры есть, очевидно, 
сама эта фигура. Нас будут интересовать выпуклые обо¬ 
лочки конечного числа точек. Очевидно, выпуклой обо¬ 
лочкой одной точки является сама эта точка. 

Выпуклой оболочкой двух точек А, , Л 2 является от¬ 
резок А 1 А 2 (рис.11.20а). Действительно, отрезок А Х А 2 
является выпуклым множеством, содержащим точки А х , 
А 2 . С другой стороны, любое выпуклое множество, со¬ 
держащее А х и А 2 , содержит и отрезок А Х А 2 . Поэтому 
Со{А х ,А 2 } = А Х А 2 . Я 

Ясно, что выпуклой оболочкой любой системы 5 ко¬ 
нечного числа точек А х , Л 2 ,..., А п , лежащих на одной пря¬ 
мой (рис. 11.206), является отрезок, соединяющий наибо¬ 
лее удаленные точки А і , А к из этой системы 8. 


метрия 
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Аі X У А г 


Рис. 11.21 


Рассмотрим систему. 8, 
состоящую из трех точек 

А ѵ А 2 ,А 3 , не лежащих на 
одной прямой. Чтобы по¬ 
лучить выпуклую оболочку 
этих трех точек, следует 

точку А 3 соединять со все¬ 
ми точками отрезка А г А 2 
(рис. 11.21). В результате по¬ 


лучим треугольник А 1 А 2 А 3 , который и является выпук¬ 


лой оболочкой точек А ѵ А 2 , А 3 . 


Добавим к трем точкам А х , А 2 , А 3 еще одну точку 


А 4 и будем искать выпуклую оболочку системы из четы¬ 


рех точек А ѵ А 2 , А 3 , А 4 . 

Возможны такие случаи. 

1) Точка ѵ4 4 принадлежит треугольнику Л,Л 2 Л 3 . Яс¬ 
но, что тогда Со{А х ,А 2 ,А 3 ,А 4 } =Д А х А 2 А 3 (рис.11.22а). 


2) ТочкаЛ 4 не принадлежит треугольнику А,А 2 А 3 , 
но лежит в плоскости этого треугольника. Тогда сно¬ 
ва выпуклую оболочку системы А ,, А 2 , А 3 , А 4 получим, 


соединяя точку А 4 с точками треугольника А Х А 2 А 3 
(рис.11.22 б). В результате получим либо выпуклый четы- 



Рис.11.22 
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рехугольник Л,Л 2 Л 3 Л 4 , либо треугольник, одной из вер¬ 
шин которого является А 4 , а две другие вершины лежат 
в двух из трех точек А х , А 2 , А 3 (рис.11.22в). 

3) Точка А 4 не принадлежит плоскости треугольни¬ 
ка А Х А 2 А 3 (рис.11.23). Выпуклой оболочкой точекЛ,, А 2 , 
А 3 , А 4 в этом случае является тетраэдр А Х А 2 А 3 А 4 , кото¬ 
рый заполнят отрезки, соединяющую точку А 4 с точка¬ 
ми треугольника А,А 2 А з (рис.11.24). 

Проведенные построения подсказывают, как постро¬ 
ить выпуклую оболочку Р системы 5, состоящей из 
п + 1 точки А Ѵ ...,А„, А п+1 : надо найти сначала выпук¬ 
лую оболочку О точек А,,...,А П , а затем соединить от¬ 
резками точку А п+1 со всеми точками фигуры О 
(рис. 11.25). Эти отрезки и заполнят выпуклую оболоч¬ 
ку Р системы 8. 

Выделим это утверждение как лемму и докажем ее. 

Л е м м а (о выпуклой оболочке конечного числа 

точек). Выпуклая оболочка Р системы точек А^ ,..., А п , 
Аі г является фигурой, заполненной отрезками, кото¬ 
рые соединяют точку А п+ 1 со всеми точками выпуклой 
оболочки С системы точек А І ,...,А П . 
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Рис.11. 25 Рис.11.26 


□ Обозначим через Н фигуру, заполненную отрез¬ 
ками, которые соединяют точку А п+1 со всеми точками 
фигуры О (рис.11.25). Покажем, что фигура Н — выпук¬ 
ла. Возьмем любые две ее точки X, У. Они лежат на от¬ 
резках А П+1 А ,А П+1 В , идущих из точки А л+1 в некоторые 
точки А , В фигуры О. Так как О — выпуклая фигура, 
то она содержит отрезок АВ (рис. 11.26). Но тогда все от¬ 
резки, идущие из А п+І в точки отрезка АВ , содержатся 
в Н, а потому и весь треугольник АВА П+1 содержится 
в Н . Поскольку отрезок ХУ содержится в треугольнике 
АВА П+1 , то ХУ содержится ив Н. Итак, Н содержит 
отрезок, соединяющий любые две точки фигуры Н, 
т.е. Н — выпуклая фигура. 

Итак, Н — выпуклая фигура, содержащая точки А ,, 
А 2 , ... ,А П+І . Поэтому Н содержит выпуклую оболочку 
Р точек А ѵ А 2 , ... ,А П+1 . 

С другой стороны, Н состоит из отрезков, каждый 
из которых, очевидно, содержится в Р. Поэтому Н со¬ 
держится в Р . Следовательно, Н и Р совпадают. ■ 

Доказанная лемма позволяет сделать вывод, что вы¬ 
пуклой оболочкой конечной системы точек ѵ4, , ..., А п , ле¬ 
жащих в одной плоскости, но не лежащих на одной пря¬ 
мой, является вьтуклый многоугольник, вершины которо- 
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го лежат разве лишь в точках А х . А п (может быть не 

во всех из них, рис. 11.27). 

Действительно, такой многоугольник является объе¬ 
динением конечного числа треугольников, имеющих об¬ 
щую вершину А п , две другие вершины лежат в осталь¬ 
ных точках А х , ..., А п _ х данной системы. 

Если же точки А х , .... А п _ х , А п не лежат в одной 
плоскости, то их выпуклой оболочкой является выпук¬ 
лый многогранник. Он может бьипь получен объединением 

тетраэдров, имеющих общую вершину А п , три другие 

вершины которых лежат в остальных точках А х , ..., А п _ х 
данной системы. Вершины этого многогранника лежат 
разве лишь в точках данной системы (рис. 11.28). 

В завершение этого пункта докажем теорему, обрат¬ 
ную, в известном смысле, предложениям, установленным 
выше. 

Теорема (о задании выпуклого многогранника 
своими вершинами). Выпуклый многогранник (а также и 
выпуклый многоугольник) есть выпуклая оболочка сво¬ 
их вершин и, следовательно, полностью определяется 
своими вершинами. 

□ Из определения выпуклой оболочки следует, что 
выпуклая оболочка вершин выпуклого многогранника со¬ 
держится в этом многограннике. Поэтому достаточно до¬ 
казать, что, обратно, выпуклый многогранник содержится 
в выпуклой оболочке своих вершин. 
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Рис.11.29 



Пусть А — какая-либо точка выпуклого многогран¬ 
ника Р. Если она лежит на его ребре, то она, очевидно, 
принадлежит выпуклой оболочке вершин этого ребра. 
Если точка А лежит внутри грани (), то проведем через 
нее отрезок до пересечения с границей грани ^. Тогда 
концы этого отрезка лежат на ребрах и, следовательно, 
принадлежат выпуклой оболочке вершин. Но в таком 
случае и сам отрезок, а вместе с ним и точка А принад¬ 
лежат этой выпуклой оболочке. 

Наконец, если точка А лежит внутри многогранни¬ 
ка Р, то проводим через нее отрезок до пересечения его 
с границей многогранника. Тогда, по доказанному, концы 
этого отрезка принадлежат выпуклой оболочке вершин 
и, значит, сам отрезок, а вместе с ним и точка принадле¬ 
жат этой выпуклой оболочке. И 

Замечание. Доказывая эту теорему для многогранни¬ 
ка, мы попутно доказали ее утверждение и для многоугольника. 

* 11.5. Многогранная поверхность и развертка. На¬ 
ряду с многогранниками рассматривают также много¬ 
гранные поверхности — фигуры, составленные из мно¬ 
гоугольников, которые прикладываются друг к другу сто¬ 
ронами (рис. 11.29). Это можно сравнить с тем, как лома¬ 
ная составляется из отрезков: одни отрезки прикладыва¬ 
ются к другим концами (рис. 11.30). Но у отрезка только 
два конца, а сторон у многоугольника много. Поэтому, 
когда многоугольник приложен к другому стороной, то 
остается не одна свободная сторона и возможностей 
приложить новые многоугольники много. 
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К той стороне, где уже приложен многоугольник, 
прикладывать другие не разрешается, так что много¬ 
угольники встречаются по сторонам только попарно. Но 
могут оставаться и свободные стороны (например, у по¬ 
верхности куба с вынутой гранью, как коробка без 
крышки). Если свободных сторон не остается, поверх¬ 
ность называется замкнутой (подразумевается, что мно¬ 
гоугольников конечное число). 

Можно допускать, что многоугольники могут пересе¬ 
каться, как могут пересекаться отрезки ломаной. Если 
этого не допускать, то замкнутая многогранная поверх¬ 
ность ограничивает многогранник. Но у произвольного 
многогранника граница может состоять из нескольких 
замкнутых многогранных поверхностей. Такой много¬ 
гранник получается, когда из внутренности одного мно¬ 
гогранника удалены внутренности одного или несколь¬ 
ких многогранников, так что получаются многогранники 
с полостями внутри. 

Нередко многогранные поверхности называют мно¬ 
гогранниками (например, в Большой советской энцикло¬ 
педии многогранники определяются как замкнутые мно¬ 
гогранные поверхности). Это делают и в быту, когда 
склеивают из бумаги или картона кубики, коробки или 
другие многогранники. Понятно, из бумаги или картона 
склеивается не куб — тело, а куб — многогранная по¬ 
верхность. "Многогранники" — многогранные поверхно¬ 
сти — склеивают из разверток. 

Вообще разверткой многогранника — многогранной 
поверхности — называется совокупность многоугольни¬ 
ков, для которой указано, как их нужно склеивать — 
прикладывать друг к другу по сторонам. Конечно, склеи¬ 
ваемые стороны должны быть равны, и нужно указы¬ 
вать, какой конец одной стороны должен совпадать с ка¬ 
ким концом другой стороны. 

При составлении — склеивании многогранной по¬ 
верхности — многоугольники развертки могут "перела¬ 
мываться". 

Не исключается, что многоугольник склеивается сам 
с собой, как в известной крестообразной развертке куба 
(рис. 11.31, здесь же нарисованы и другие примеры). 
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Рис.11.31 

Для того чтобы из данной развертки можно было бы 
склеить многогранник, она должна удовлетворять допол¬ 
нительным условиям. Сейчас мы на них не останавлива¬ 
емся. Но в п.11.7 будут даны условия, которые обес¬ 
печивают возможность склеить из развертки замкнутый 
выпуклый многогранник. (Вообще, сказанное о разверт¬ 
ках — это наглядное описание, хотя его можно превра¬ 
тить в точное математическое определение.) Заметим, 
что изучение разверток составляет важный вопрос гео¬ 
метрии не только в теории многогранников, но и в той 
области геометрии, которая называется топологией. 

Реальное изготовление многогранников по их раз¬ 
верткам — дело интересное и не всегда простое. Англий¬ 
ский учитель математики М.В е н и д ж е р посвятил 
ему целую книгу под названием "Модели многогранни¬ 
ков" ("Мир"; М., 1974). Попробуйте склеить из разверток 
правильные и полуправильные многогранники (о них 
рассказывается в следующем параграфе). 

♦ 11.6. Многогранные углы. Расширим класс много¬ 
гранных поверхностей, включив в него многогранные 
углы. Мы уже знакомы с двугранными и трехгранны¬ 
ми углами. Многогранный угол можно получить, продол¬ 
жая ребра и грани, идущие из одной вершины какого-ли¬ 
бо многогранника, например, из вершины пирамиды 
(рис. 11.32). Многогранные углы составляются из обыч¬ 
ных углов (такие углы мы теперь часто будем называть 
плоскими углами), подобно тому, как замкнутая ломаная 
составляется из отрезков. А именно, дается следующее 
определение: 
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Многогранным углом называется фигура, образо¬ 
ванная плоскими углами так, что выполнены условия: 

1) никакие два угла не имеют общих точек, кроме их 
общей вершины или целой стороны; 

2) у каждого из этих углов каждая его сторона явля¬ 
ется общей с одним и только 
одним другим таким углом; 

3) от каждого угла к каж¬ 
дому можно перейти по углам, 
имеющим общие стороны; 

4) никакие два угла с об¬ 
щей стороной не лежат в од¬ 
ной плоскости. 

При этих условиях пло¬ 
ские углы, образующие много¬ 
гранный угол, называются его 
гранями, а их стороны — его 
ребрами. 

Трехгранные углы мы рассматривали в §5. Под дан¬ 
ное определение подходит и двугранный угол. Он состав¬ 
лен из двух развернутых плоских углов. Вершиной его 
может считаться любая точка на его ребре, и эта точка 
разбивает ребро на два ребра, сходящиеся в вершине. 
Но ввиду этой неопределенности в положении вершины 
двугранный угол исключается из числа многогранных уг¬ 
лов. 

Если вы рассмотрите многогранные углы у разных 
многогранников, то обратите внимание, что грани много¬ 
гранных углов могут быть и невыпуклыми. 

Многогранный угол называется выпуклым, если он 
лежит по одну сторону от плоскости каждой своей гра¬ 
ни. 

Ясно, что грани выпуклого многогранного угла выпук¬ 
лы. 

Подобно тому, как каждый треугольник является вы¬ 
пуклым многоугольником, так любой трехгранный угол с 
выпуклыми гранями является выпуклым многогранным 
углом. Такие трехгранные углы мы изучали в §5. Но 
четырехгранные углы с выпуклыми гранями могут и не 
быть выпуклыми, подобно тому, как четырехугольники 
могут быть и невыпуклыми. 
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Важное свойство выпуклых многогранных углов вы¬ 
ражает следующая теорема. 

Теоерема. Сумма плоских углов граней выпук¬ 
лого многогранного угла меньше четырех прямых углов, 


т.е. меньше 360°. 

□ Докажем эту теорему сначала для трехгранного 
угла V с вершиной О ребрами а, Ъ , С и гранями (X, (3, 
у (рис. 11.33). Пусть луч сі является продолжением лу¬ 



ча а. Рассмотрим трехгран¬ 
ный угол V "смежный" с 
углом V, имеющий реб¬ 
ра й , Ь , С . Он имеет с уг¬ 
лом V общую грань а, а 
две другие его грани явля¬ 
ются углами, смежными с 
углами Р и у. Поэтому они 
равны 71 — Р и 71 — у . Со¬ 
гласно "неравенству тре¬ 
угольника" для трехгранных 


углов (71-Р) 4-( 71 -у) > а, (п.5.5), откуда и следует, что 
а + Р + у <271. Для трехгранных углов теорема доказана. 
Рассмотрим произвольный выпуклый многогранный 



Рис.и.34 


угол V . Пусть а некоторая 
его грань с ребрами Ъ , С и 
соседними гранями Р и у 
(рис.11.34). Продолжим гра¬ 
ни Р и у за ребра би С до 
пересечения по лучу СІ . До¬ 
бавим к граням р и у уг¬ 
лы Р' и у' со сторонами Ь , 
сі и С , сі и уберем грань а 
угла V . Получим новый вы¬ 


пуклый многогранный угол Ѵ^, у которого нет грани СХ, 
грани Р и у продолжены до пересечения по ребру СІ , а 
все остальные грани те же, что и у угла V . Число граней 
у угла Ѵ { на единицу меньше, чем у угла V , а сумма уг- 
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Рис.11.35 


лов граней возросла, так 
как |3' + у'>а (по "нера- а<Ь'+с' 
венству треугольника" для 
трехгранного угла с ребра¬ 
ми <і, Ъ, С). 

Продолжая такой про¬ 
цесс, мы придем к трехгран¬ 
ному углу, у которого сумма 
углов его граней больше, 
чем сумма углов граней ис- р 

ходного угла V, но, как ис.и.35 

уже доказано, сумма углов граней трехгранного угла 
меньше 360° (или 2 п в радианном измерении). Поэтому 

и для угла V сумма углов его граней меньше 360°. ■ 

Замечание. На рисунке 11.35 изображены операции, 
аналогичные операциям доказательства теоремы, но для выпук¬ 
лых многоугольников. При продолжении сторон выпуклых мно¬ 
гоугольников периметр нового многоугольника больше, чем пе¬ 
риметр исходного. 

По аналогии с тем, как _ 

мы строили двойственные Г 7^ ^ч 

трехгранные углы в п.5.3, п< 

можно для любого выпукло- ■,, 

тг X». // , •'г+/ 

го многогранного угла V с V 

вершиной в точке О по- 

строить двойственый ему V/ Гі <т\ 

угол V с вершиной в той / 

же точке. Ребрами угла V \ л \ 

будут лучи, перпендикуляр- ѵ / 2 

ные граням угла V и рас- Рисійзв 

положенные с углом V по 

разные стороны от плоскости соответствующей грани 
(рис. 11.36). Как и в случае трехгранных углов, двойствен¬ 
ные углы обладают следующими свойствами: 

Свойство 1. Если грань ()' угла V имеет сто¬ 
ронами лучи Іи перпендикулярные соседним гра¬ 
ням и ()] угла V, то угол ф между I и /, (т.е. ве- 




<-Яі+і\ 


Рис.11.36 
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личина угла грани О'), равен 71 —а, где (X — величина 
двугранного угла между С? и (рис. 11.36). 

Свойство 2. Многогранный угол V — выпуклый, 
и двойственный к нему многогранный угол — это исход¬ 
ный многогранный угол V. Поэтому отношение двойст¬ 
венности вьтуклых многогранных углов взаимно. 

* 11.6. Развертка выпуклого многогранника. Мы мо¬ 
жем теперь сформулировать условия, гарантирующие, 
что из данной развертки может быть склеен замкнутый 
выпуклый многогранник (здесь, говоря "многогранник", 
мы имеем в виду многогранную поверхность). Сначала 
уточним понятие развертки, введенное в п.11.5. 

Разверткой мы называем совокупность простых мно¬ 
гоугольников с указанием правила склеивания их по сто¬ 
ронам. Склеивание двух отрезков означает, что между их 
точками устанавливается взаимно однозначное соответ¬ 
ствие и соответствующие точки считаются уже за одну 
точку. Предполагается, что правило склеивания удовле¬ 
творяет следующим условиям: 

1) склеиваемые отрезки всегда имеют равные длины; 

2) любая сторона каждого из многоугольников раз¬ 
вертки является стороной одного и только одного много¬ 
угольника (два многоугольника, имеющие общую сторо¬ 
ну, называются смежными); 

3) любые два многоугольника развертки Р и ^ мож¬ 
но соединить цепочкой (конечной последовательностью) 
многоугольников, в которой каждый предыдущий много¬ 
угольник смежный с последующим, причем первый эле¬ 
мент этой цепочки — многоугольник Р; 

4) если многоугольники имеют общую вершину, то 
выбор цепочки, связывающей эти многоугольники, мож¬ 
но осуществить так, чтобы все многоугольники этой це¬ 
почки имели общую вершину (рис. 11.37). 

Так как мы хотим из развертки склеить выпуклый 
многогранник, то должны выполняться еще два необхо¬ 
димых условия: 

5) число вершин в, ребер (сторон) к и граней (мно¬ 
гоугольников) / должно удовлетворять формуле Эйлера: 
е-к + / = 2 (при этом, конечно, вершины и ребра (сто- 
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роны) многоугольников, под¬ 
лежащие склеиванию, счита¬ 
ются одной вершиной и од¬ 
ним ребром развертки); 

6) сумма плоских углов 
при каждой из вершин раз¬ 
вертки должна быть меньше 

360° (см. теорему п.11.6). 

Оказывается, что этих 
условий достаточно, чтобы из 
развертки можно было скле¬ 
ить выпуклый многогранник. 

А именно, имеет место следующая теорема А.Д.Александ- 
рова: 

Т е о р е м а. Из каждой развертки, удовлетворяю¬ 
щей перечисленным выше условиям 1—6, можно скле¬ 
ить единственный (с точностью до положения в про¬ 
странстве) выпуклый многогранник. 

Оговорка "с точностью 
до положения в простран¬ 
стве" означает, что из двух 
одинаковых разверток скле¬ 
иваются одинаковые (рав¬ 
ные) выпуклые многогран¬ 
ники. 

Утверждение единст¬ 
венности в этой теореме в 
более слабой форме, касаю¬ 
щееся лишь разверток, со¬ 
стоящих из целых граней 
многогранников, было доказано еще французским мате¬ 
матиком Огюстом Коши в 1813 г. и формулируется 
следующим образом: 

Теорема (Коши). Два замкнутых выпуклых мно¬ 
гогранника, одинаково составленных из соответственно 
равных граней, равны. 

Замечание. Легко привести примеры (рис. 11.38), по¬ 
казывающие, что если отказаться от требования выпуклости, то 
утверждение теоремы Коши не будет справедливым. 
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§12. ПРАВИЛЬНЫЕ И ПОЛУПРАВИЛЬНЫЕ 
МНОГОГРАННИКИ 

12.1. Правильные фигуры. Вообще правильность фи¬ 
гуры понимается как равенство ее однородных элемен¬ 
тов. Поэтому правильными называют такие многоуголь¬ 
ники, у которых соответственно равны друг другу все 
стороны и все углы (рис. 12.1). Далее, правильным назы¬ 
вают такой многогранный угол, у которого все грани 
равны друг другу, углы и все двугранные углы между 
гранями также равны (рис.12.2). Если центр сферы 5 по¬ 
местить в вершине правильного многогранного угла V , 
то сфера пересечет этот угол по правильному сферичес¬ 
кому многоугольнику (рис. 12.3). Кроме того, мы знакомы 
с правильными пирамидами и правильными призмами. 



Рис.12.3 


Рис.124 
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Рис.12.5 


Обратимся к правильным многогранникам. 

Поскольку правильность фигуры — это равенство ее 
однородных элементов, то естественно назвать много¬ 
гранник правильным, если равны друг другу все его реб¬ 
ра, все углы его граней и все двугранные углы между со¬ 
седними гранями (рис. 12.4). Равенство всех ребер пра¬ 
вильного многогранника ведет к равенству сторон в каж¬ 
дой его грани. Равенство же углов в гранях позволяет 
сделать вывод о том, что каждая грань правильного мно¬ 
гогранника является правильным многоугольником и что 
все эти грани равны друг другу. 

Чаще всего правильный многогранник и определя¬ 
ют как многогранник, у которого все грани — это рав¬ 
ные друг другу правильные многоугольники, а также 
равны друг другу углы между соседними гранями. 

Существует всего пять правильных многогранников 
(рис.12.5). Построением этих многогранников Евклид за¬ 
канчивал свои "Начала". Вот последняя фраза этого сочи¬ 
нения: "Итак, кроме упомянутых пяти тел нельзя постро¬ 
ить другой телесной фигуры, заключенной между равно¬ 
сторонними и равноугольными фигурами, что и требова¬ 
лось доказать". 

В Древней Греции пяти правильным многогранни¬ 
кам придавали особый мистический смысл, называли их 
Платоновыми телами. Согласно Платону, атомы четырех 
основных элементов, из которых строится мир, имеют 
форму правильных многогранников. Огню соответствует 
тетраэдр, земле — куб, воздуху — октаэдр, воде — икоса¬ 
эдр. А вся Вселенная, согласно Платону, имеет вид доде- 
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каэдра. Как пошутил значительно позднее один англий¬ 
ский ученый: "Евклид вовсе и не собирался выпускать 
систематический учебник геометрии. Он задался целью 
написать сочинение о правильных многогранниках, рас¬ 
считанное на начинающих, в силу чего ему пришлось из¬ 
ложить все необходимые сведения". 

12.2. Классификация правильных многогранников. 
Сначала убедимся, что правильные многогранники, изо¬ 
браженные на рисунках 12.5, можно построить, а затем 
докажем, что других правильных многогранников не су¬ 
ществует. 

Как строятся правильный тетраэдр и куб можно 
считать известным. 

Правильный октаэдр, т.е. восьмигранник, можно со¬ 
ставить из двух правильных четырехугольных пирамид, 
боковыми гранями которых являются правильные тре¬ 
угольники (рис.12.6). Если отрезками соединить сосед¬ 
ние грани куба, то тоже получим правильный октаэдр 
(рис.12.7). 

Икосаэдром, что по-гречески значит двадцатигран¬ 
ник, называется правильный многогранник, у которого 
все грани — правильные треугольники, сходящиеся по 
пяти в каждой вершине. Он строится так. 

Берется многогранник, называемый пятиугольной 
антипризмой (рис. 12.8). У него два основания пра¬ 
вильные пятиугольники, лежащие в параллельных плос¬ 
костях; отрезок, соединяющий их центры, общий пер¬ 
пендикуляр этих плоскостей; наконец, эти пятиугольники 

повернуты один относительно другого на угол 36 . Кро- 
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ме того, у антипризмы десять боковых 
граней — треугольников. Можно так 
выбрать расстояние между плоскостями 
пятиугольников, что эти треугольники 
станут правильными. Чтобы достроить 
антипризму до икосаэдра, на ее основа¬ 
ниях строят две правильные пирамиды, 
боковые грани которых — правильные 
треугольники. Икосаэдр составляется 
из антипризмы и двух таких пирамид 
(рис. 12.9). 

Чтобы построить додекаэдр — две¬ 
надцатигранник, грани которого пра¬ 
вильные пятиугольники, сходящиеся по 
три в каждой вершине, — надо отрезка¬ 
ми соединить центры соседних граней 
икосаэдра (рис.12.10). Эти отрезки и бу¬ 
дут ребрами додекаэдра. 

Как вы уже, наверное, замети¬ 
ли, центры граней каждого правильно¬ 
го многогранника являются вершина¬ 
ми нового правильного многогранника 
(рис.12.11). Такие многогранники назы¬ 
ваются двойственными. Двойственны 
друг другу куб и октаэдр, додекаэдр и 
икосаэдр, а тетраэдр двойственен сам 
себе. 

Заметим, что сходящиеся в лю¬ 
бой вершине правильного многогранни¬ 
ка грани определяют правильный мно¬ 
гогранный угол, гранями которого явля¬ 
ются углы одного из правильных много¬ 
угольников. Поскольку сумма таких уг¬ 
лов должна быть меньше 360° (теорема 
п.11.6), то такое возможно лишь в пя¬ 
ти перечисленных выше случаях. Но 
уже три угла правильного шестиуголь¬ 
ника (как и четыре угла квадрата) рав¬ 
ны 360°, а сумма четырех углов пра¬ 
вильного пятиугольника больше 360°. 






Рис.12.9 


метрия 
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Именно это рассуждение и проводил Евклид в "Началах", 
доказывая, что других правильных многогранников, кро¬ 
ме тех пяти, которые он 
уже построил, не существу¬ 
ет. 

*Но этот факт имеет 
более глубокую природу. 
Оказывается, что сеть ре¬ 
бер выпуклого многогран¬ 
ника, у которого одинако¬ 
вое для всех граней число 
ребер и одинаковое для 
всех вершин число сходя¬ 
щихся в нем ребер, может 
Рис.12. іо быть лишь у одного из пяти 

уже знакомых нам типов. 
Такие сети ребер мы будем называть правильными. На¬ 
пример, правильными являются сети ребер любого тетра¬ 
эдра и любого параллелепипеда. 

Применив теперь торему Эйлера, мы докажем такую 
теорему. 
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Теорема (о правильных сетях). Существует пять 
и только пять типов правильных сетей ребер на выпук¬ 
лых многогранниках. Эти сети такого же строения, как 
сети ребер правильных многогранников. 

□ Правильную сеть, в которой из каждой вершины 
исходит т ребер и каждая грань имеет П ребер, будем 
называть сетью типа (т,п). Очевидно, ТП и П нату¬ 
ральные числа, причем 

т> 3, п> 3. __ (1) 

Возьмем выпуклый многогранник с правильной се¬ 
тью ребер типа (т, п) . Пусть е — число его вершин, к 
— число его ребер, а / — число его граней. Тогда, по 
теореме Эйлера 

е-к + / = 2. (2) 

Каждая грань многогранника имеет П ребер, все¬ 

го / граней, и каждое ребро принадлежит двум граням. 
Поэтому 

п/ =2к. (3) 

Аналогично из каждой вершины многогранника ис¬ 
ходит ТП ребер, всего вершин в , и каждое ребро соеди¬ 
няет две вершины. Поэтому 

те = 2 к. (4) 


Выразив / и е из (3) и (4) и подставив их в (2), по¬ 


лучим: 

— -к + — = 2 
т п 


(5) 


Поэтому 


1111 

- 1 -—-(- — 

т п 2 к 



( 6 ) 


Учитывая, что т~> 3 и и > 3, находим, что неравен¬ 
ству (6) удовлетворяют лишь пять следующих пар нату¬ 
ральных чисел (Пі,пу. 1) (3,3); 2) (3,4); 3) (4,3); 4) (3,5); 
5) (5,3). Они соответсвуют пяти типам правильных много¬ 


гранников. 

Окончательные результаты, в которых даны также 
числа вершин, ребер и граней правильных многогранни¬ 
ков, найденные из равенств (5), (4), (3), приведены в таб¬ 
лице: 
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Тип много¬ 
гранника 

Число ре¬ 
бер при 
вершине 

Число 

сторон 

граней 

Число 

граней 

Число 

ребер 

Число 

вершин 

Тетраэдр 

3 

3 

4 

6 

4 

Куб (гекса¬ 
эдр) 

3 

4 

6 

12 

8 

Октаэдр 

4 

3 

8 

12 

6 

Додекаэдр 

3 

5 

12 

30 

20 

Икосаэдр 

5 

3 

20 

30 

12 


* 12.3. Полуправильные многогранники. Полупра¬ 
вильными называют выпуклые многогранники, у кото¬ 
рых все грани — правильные многоугольники (но не обя¬ 
зательно равные друг другу) и 
равны друг другу все много¬ 
гранные углы при их верши¬ 
нах. 

Этому определению удов¬ 
летворяет любая правильная 
призма, боковые грани кото¬ 
рой — квадраты (рис. 12.12). 
Число таких «-угольных призм 
бесконечно. 

Рис.1212 К полуправильным мно¬ 

гогранникам относятся и все 
правильные антипризмы. О построении антипризмы уже 
говорилось в п. 12.2 при построении икосаэдра. Любая 
«-угольная правильная антипризма строится аналогично. 
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Сначала берут любой пра¬ 
вильный П -угольник . Через 
его центр 0 1 проводят прямую / , 
перпендикулярную плоскости <Х, Р 
в которой лежит (рис.12.13). 
Затем берут точку 0 2 е / и через 
нее проводят плоскость ос 2 1| сх г . В 
плоскости а 2 строят правильный 
П -угольник () 2 с центром 0 2 , по- 



л 1800 о 

вернутый относительно на угол ф„ =-. Затем по 


следовательно соединяют соседние вершины многоуголь¬ 
ников б, и () 2 и получают 2 п треугольников. Можно 

так выбрать длину отрезка 0, 0 2 , чтобы эти треугольни¬ 
ки получились равносторонними. Эти 2 П правильных 
треугольников и правильные 

многоугольники И ог Р а ' 
ничат полуправильный много¬ 
гранник Р п , который называют 
I*-угольной правильной анти¬ 
призмой (рис. 12.14). 

П -угольная антипризма Р п 
самосовмещается преобразова¬ 
нием, которое называют зер¬ 
кальным поворотом. Этот зер¬ 
кальный поворот состоит в по¬ 
следовательно выполненном повороте вокруг оси О х 0 2 на 
угол ф„, а затем зеркальной симметрии, переводящей 
друг в друга плоскости а! и а 2 . Прямая 0 1 0 2 в этом 
случае называется осью зеркального поворота поряд¬ 
ка 2 п. Заметим, что последовательно вьтолнив два зер¬ 
кальных поворота на угол ф„, получим обычный поворот 
на угол 2ф„. 




Кроме этих двух бесконечных серий полуправиль- 
ных многогранников существует еще лишь 14 видов по- 
луправильных многогранников. 13 из них были известны 
еще Архимеду и их называют архимедовыми. Четырна¬ 
дцатый многогранник был найден в 1957 году москов¬ 
ским математиком В.Г.Ашкинузе. 

Других полуправильных многогранников нет. Дока¬ 
зать это можно, опираясь на теорему Эйлера, по той же 
схеме, как это было сделано при классификации пра¬ 
вильных многогранников в п.12.2. Но перебор возможно¬ 
стей здесь значительно длиннее. Эти выводы можно най¬ 
ти в IV томе Энциклопедии элементарной математики 
(М., Физматгиз, 1963). Там же можно познакомиться с 
правильными звездчатыми многогранниками и их клас¬ 
сификацией (рис. 12.15). Как построить многогранник с 
рисунка 12.15а, показано на рисунке 12.16. 

12.4. Симметрия правильных многогранников. В 
п.12.1 мы определили правильный многогранник как мно¬ 
гогранник, у которого равны друг другу все элементы од¬ 
ного вида: грани, ребра и т.д. Но правильные многогран¬ 
ники можно определить как самые симметричные изо 
всех многогранников. Это означает следующее. Если мы 
возьмем на правильном многограннике некоторую вер¬ 
шину А , подходящее к ней ребро а и грань а, подходя¬ 
щую к этому ребру, и еще любой такой же набор А', 
й',а', то существует такое самосовмещение многогран- 


ника, которое вершину А переводит в вершину А', реб¬ 


ро а — в ребро а ', грань а — в 
грань а '. 

Докажем это. Так как любые 
две грани правильного многогран¬ 
ника равны, то существует дви¬ 
жение, которое одну из них пере¬ 
ведет в другую. Поскольку все 
двугранные углы этого много¬ 
гранника равны, то в результате 
совмещения граней весь много¬ 
гранник самосовместится или пе¬ 
рейдет в многогранник, симмет¬ 
ричный исходному относитель¬ 
но плоскости второй грани. Во 
втором случае симметрия относи¬ 
тельно плоскости этой грани за¬ 
вершит процесс самосовмещения 
правильного многогранника. 

Верно и обратное: много¬ 
гранники, обладающие этим свой¬ 
ством, будут правильными, так 



как у них окажутся равны все 
ребра, все плоские углы и все 


Рис.12.17 


двугранные углы. 

Рассмотрим теперь элементы симметрии правильных 


многогранников. 

Начнем с элементов симметрии куба. 









Рис.іг.1в 


1. Центр симметрии — центр куба. 

2. Плоскости симметрии (рис.12.17): 1) три плоскости 
симметрии, перпендикулярные ребрам в их серединах; 
2) шесть плоскостей симметрии, проходящих через про¬ 
тивоположные ребра. 

3. Оси симметрии: 1) три оси симметрии 4-го поряд¬ 


ка, проходящие через центры противоположных граней 
(рис. 12.18а); 2) шесть осей поворотной симметрии 2-го 
порядка, проходящие через середины противоположных 
ребер (рис. 12.186); 4) четыре диагонали куба являются 
осями зеркального поворота шестого порядка, самосо- 
вмещающего куб (рис.12.18в). 



Рис.12.19 


Это самый интерес¬ 
ный и не сразу видный эле¬ 
мент симметрии куба. Сече¬ 
ние куба плоскостью, про¬ 
ходящей через его центр 
перпендикулярно диагона¬ 
ли, представляет правиль¬ 
ный шестиугольник; при по¬ 
вороте куба вокруг диагона¬ 
ли на угол 60° шестиуголь¬ 
ник отображается на себя, а 


куб в целом еще нужно отразить в плоскости шести¬ 


угольника. 

Октаэдр двойственен кубу, и потому у него те же 
элементы симметрии с той разницей, что плоскости сим¬ 
метрии и оси, проходящие у куба через вершины и цен¬ 
тры граней, у октаэдра проходят наоборот: через центры 
граней и вершины (рис. 12.19). Так, зеркальная ось 6-го 






Рис.12.20 


порядка проходит у октаэдра через центры противопо¬ 
ложных граней. 

Обратимся к элементам симметрии правильного тет¬ 
раэдра. 

1. Шесть плоскостей симметрии, каждая из которых 
проходит через ребро и середину противоположного реб¬ 
ра (рис. 12.20а). 

2. Четыре оси 3-го порядка, проходящие через вер¬ 
шины и центры противоположных им граней, т.е. через 
высоты тетраэдра (рис.12.20 б). 

3. Три оси зеркального поворота 4-го порядка, про¬ 
ходящие через середины противоположных ребер 
(рис.12.20в). 

Центра симметрии у тетраэдра нет. 

В куб можно вписать два правильных тетраэдра 
(рис.12.16). При самосовмещениях куба эти тетраэдры 
либо самосовмещаются, либо отобража¬ 
ются друг на друга. Выясните, при ка¬ 
ких самосовмещениях куба происходит 
самоеовмещение тетраэдров, а при ка¬ 
ких они отображаются друг на друга. 

Убедитесь, что в первом случае по¬ 
лучатся все самосовмещения тетраэдра, 
так что группа симметрии куба вклю¬ 
чает в себя группу симметрии куба как 
подгруппу. (См. п.28.4). 

Группы симметрии у додекаэдра и 
икосаэдра одинаковы, поскольку эти 
правильные многогранники двойствен- 
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ны друг другу. У них есть центр 
симметрии, плоскости симмет¬ 
рии, оси поворотной симметрии 
и оси зеркальной поворотной 
симметрии. Труднее всего найти 
последние из этих элементов 
симметрии. Укажем, как их по¬ 
строить. 

Оси зеркальной поворотной 
симметрии в икосаэдре (так же, 
как и в кубе) соединяют проти¬ 
воположные вершины этого мно¬ 
гогранника (рис. 12.21), а в доде¬ 
каэдре (как и в октаэдре) эти оси идут через центры их 
параллельных граней (рис. 12.22). Плоскости, проходящие 
через центры симметрии правильных многогранников и 




перпендикулярные указанным осям, пересекают правиль¬ 
ные многогранники по правильным многоугольникам 
(рис. 12.23). В частности, додекаэдр и икосаэдр они пере¬ 
секают по правильным десятиугольникам (рис.12.23г,дг). 
Из сказанного следует, что икосаэдр и додекаэдр самосо- 
вмещаются зеркальными поворотами относительно осей 
шестого и десятого порядков. 



267 


Найдите самостоятельно более простые элементы сим¬ 
метрии икосаэдра и додекаэдра — плоскости симметрии 
и оси поворотной симметрии. 


ЗАДАЧИ С РЕШЕНИЯМИ 
ЗАДАЧИ К §10 

3.1. Пусть Р — выпуклая фигура. Докажите, что: а) отре¬ 
зок, соединяющий внутренние точки Р, содержит только 
внутренние ее точки; б) отрезок, соединяющий внутреннюю 
точку Р с граничной точкой Р , содержит, за исключением 
его конца, только внутренние точки Р. 

Докажем утверждение а). Возьмем две внутренние 
точки А и В фигуры Р . Соединим их отрезком АВ . Заме¬ 
тим, что, так как Р выпуклая фигура, то весь отрезок АВ ле¬ 
жит в фигуре Р. 

Для доказательства того, что отрезок АВ содержит только 
внутренние точки фигуры Р , возьмем любую точку X этого 
отрезка, кроме А и В (про них уже известно, что они внут¬ 
ренние), и докажем, что X — внутренняя точка фигуры Р. 
Что же надо будет доказать? То, что найдется шар с центром в 
точке X , который целиком принадлежит Р . 

(В этом месте легко уйти в "доказательство методом от 
противного" и предположить: пусть такого шара нет и ... По¬ 
пробуйте продвинуться на этом пути.) 

Что же у нас есть для доказательства? Во-первых, мы взя¬ 
ли А — внутреннюю точку Р. Это означает, что существует 
шар с центром в точке А , принадлежащий Р. Обозначим 
его К х , а его радиус — /?,. Во-вторых, мы взяли внутреннюю 
точку В . Значит, существует шар с центром в точке В , при¬ 
надлежащий Р. Обозначим его К 2 , а его радиус — К 2 . В-треть- 
их, фигура Р выпуклая. Поэтому, соединяя точки К х и К 2 
всевозможными отрезками, мы заключаем, что все эти отрезки 
лежат в фигуре Р. Объединение всех этих отрезков представ¬ 
ляет собой фигуру Р х — усеченный конус вместе с двумя частя¬ 
ми шара(?). Если теперь взять шар с центром в точке X и ра¬ 
диусом меньшим, чем /?, и К 2 , то видно, что он расположится 
внутри построенной фигуры Р х (рис.Р3.41). Но / г ,с/ г (?). По- 
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этому такой шар будет принадлежать фигуре Р. Искомый шар 
найден и доказательство закончено. 

Аналогично решается задача б). 

3.2. Докажите, что шар является выпуклой фигурой. 

/X Эту задачу можно решить даже без рисунка. В самом 
деле, возьмем две любые точки шара — назовем их А и В . 
Мы хотим доказать, что шар — фигура выпуклая. Согласно оп¬ 
ределению выпуклой фигуры, для этого достаточно доказать, 
что весь отрезок АВ принадлежит шару. 

Рассмотрим сечение шара плоскостью, проходящей через 
точки А и В . Оно является, как известно, кругом. Но круг — 
это уже планиметрия, а потому все свойства плоских фигур мы 
считаем известными. В частности, мы знаем, что круг — фигу¬ 
ра выпуклая. Тогда отрезок АВ лежит в этом круге. Однако 
наш круг лежит в данном шаре. Значит, и отрезок АВ лежит в 
данном шаре. Что и требовалось доказать. 

Есть, правда, одна загвоздка — выпуклость круга. Мы об 
этом знаем или подозреваем? Боюсь, что последнее, ибо доказа¬ 
тельства вроде бы не было. 

Продолжим рассуждение. Пусть точки А и В лежат на 
окружности нашего круга, тогда АВ — его хорда (в частности, 
диаметр). Но любая точка хорды круга (кроме крайних) удалена 
от его центра на расстояние, меньше радиуса (это следует из 
свойств равнобедренного треугольника ОАВ , где О — центр 
круга). Значит, она принадлежит кругу. А 

А как быть, если точки А или В лежат внутри круга(?). 

Хорошо бы, если вы разобрались с этой задачей, ни разу 
не прибегнув к рисунку. 
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3.3. Каждые три из четырех выпуклых фигур на плоско¬ 
сти имеют общую точку. Докажите, что все четыре фигуры 
имеют общую точку. 

^2^ Эта задача любопытна тем, что она сформулирована 
для произвольных фигур на плоскости, а не для каких-то кон¬ 
кретных — треугольников, квадратов и т.д. Тем самым она бли¬ 
же к задачам геометрии как науки, чем к задачам элементар¬ 
ной геометрии, которая изучается в школе. 

Возьмем произвольные выпуклые фигуры на плоскости и 
занумеруем их 1, 2, 3, 4. Эти фигуры можно и не рисовать. Об¬ 
щую точку фигур 1, 2, 3 обозначим 123, и соответственно обоз¬ 
начим 124, 134 и 234 общие точки других наборов из трех фи¬ 
гур, взятых из рассматриваемых нами фигур. 

Для расположения этих четырех точек возможны следую¬ 
щие случаи. 

1) Эти точки являются вершинами выпуклого четырех¬ 
угольника. Пусть его противоположными вершинами будут точ¬ 
ки 123 и 234, а также точки 124 и 134 (рис.Р3.42а). Пусть О — 
точка пересечения диагоналей этого четырехугольника. Она ле¬ 
жит на диагонали, соединяющей точки 123 и 234. Эта диагональ 
принадлежит и фигуре 2, и фигуре 3 (в силу их выпуклости). 
Поэтому точка О принадлежит и фигурам 2 и 3. Аналогично, 
точка О принадлежит и фигурам 1 и 4(?). Тем самым она при¬ 
надлежит всем четырем данным фигурам. 

2) Одна из точек принадлежит треугольнику с вершина¬ 
ми в остальных точках. Пусть, например, точка 123 принад¬ 
лежит треугольнику Т с вершинами в точках 124, 134, 234 
(рис.РЗ.426). Поскольку все вершины треугольника Т принад¬ 
лежат фигуре 4, то весь он содержится в фигуре 4(?). Но тогда 
и его точка 123 принадлежат фигуре 4, т.е. она принадлежит 
всем четырем фигурам. 
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3) Все четыре точки лежат на одной прямой. Эту возмож¬ 
ность рассмотрите самостоятельно. 

Мы решили задачу, опираясь на выпуклость данных фи¬ 
гур. Постройте контрпример, который убедит вас, что условие 
выпуклости существенно. Подумайте также, верно ли утвер¬ 
ждение задачи 3.3 для пространственных фигур и как обоб¬ 
щить это утверждение для пространства. 

3.4. Дан прямоугольный тетраэдр. Установите по отноше¬ 
нию к нему положение точки, равноудаленной от всех его 
вершин. 

Искомая точка — центр описанной около данного тет¬ 
раэдра сферы. Легко видеть, что такой тетраэдр — часть пря¬ 
моугольного параллелепипеда, "утолок" параллелепипеда. 

Так как сфера однозначно определяется четырьмя точка¬ 
ми, не лежащими в одной плоскости, то сфера, описанная око¬ 
ло данного тетраэдра, будет одновременно описанной около 
прямоугольного параллелепипеда, для которого тетраэдр являет¬ 
ся "уголком". Но центр сферы, описанной около прямоугольно¬ 
го параллелепипеда, лежит в середине его диагонали. Запомни¬ 
те это. 

Далее, грань данного тетраэдра является сечением прямо¬ 
угольного параллелепипеда. Причем таким сечением, которое 
проходит через концы трех ребер, выходящих из одной верши¬ 
ны. Нам уже известно, что такое сечение отсекает от диагона¬ 
ли одну треть ее (задача 2.133). И так как одна треть меньше 
половины, то искомая точка лежит вне данного тетраэдра. 

Если из этих рассуждений вы не "увидели" решения, то 
сделайте рисунок — все станет гораздо яснее. 

ЗАДАЧИ К §11 

3.5. Дан выпуклый многогранник. Внутри него взяли про¬ 
извольную точку и спроектировали ее на плоскости всех его 
граней. Докажите, что хотя бы одна проекция этой точки при¬ 
надлежит какой-либо грани. 

Возьмем любую точку А внутри многогранника М. 
Из всех опорных плоскостей многогранника М , проходящих 
через его грани, выберем ту, которая ближе всех к А . Назовем 
ее а. (Если таких плоскостей несколько, то выберем любую из 
них.) 

Пусть А а — проекция точки А на а, причем А а не при¬ 
надлежит грани Р многогранника — той грани, которая лежит 
в плоскости а (рис.Р3.43). Тогда А а іМ (?). Но А еМ . Зна- 
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чит, отрезок АА а пересекает границу М в какой-то точке, на¬ 
зовем ее В (?). Эта точка В лежит в некоторой грани ^ дан¬ 
ного многогранника. Обозначим плоскость этой грани через Р . 
Тогда |/ф| < \АВ\ < | АА а | = |Ла|. 

Оказалось, что плоскость Р 

ближе к точке А , чем плоскость 
а , что противоречит выбору 
плоскости а . Значит, наше пред¬ 
положение о том, что А а не ле¬ 
жит в грани Р неверно, и на са¬ 
мом деле А а лежит в грани Р . 

Полученный результат мож¬ 
но усилить. (Решив задачу, всегда 
стоит подумать о такой возможно¬ 
сти.) А именно можно доказать, 
что проекция А а точки А лежит внутри грани Р , а не на вер¬ 
шине и не на ребре многогранника. Это мы докажем спосо¬ 
бом "от противного". Пусть А а совпадает с вершиной много¬ 
гранника. Так как АА а — перпендикуляр из точки А на плос¬ 
кость а, то АА а — наклоним к плоскости грани, соседней 
с Р (?). Но тогда плоскость этой соседней с Р грани будет бли¬ 
же к А , чем а , что противоречит выбору плоскости а . 

То, что А а не принадлежит ребру многогранника, вы те¬ 
перь легко докажете сами. 

В итоге получается, что А а лежит внутри грани Р . 

Первм часть задачи может быть решена из механических 
соображений. Пусть поверхность многогранника М сделана из 
легкого материала, а в выбранной нами точке А сосредоточена 
значительнм масса (в сравнении с массой всей поверхности). 
Поставим наш многогранник на плоскость какой-либо грани. 
Если проекция точки А выходит за пределы этой грани, то по¬ 
ложение многогранника будет неустойчивым и он "перекатит¬ 
ся” на плоскость другой своей грани. Если новм проекция 
точки А выйдет за пределы и той грани, то он продолжит свое 
"перекатывание". Если проекция точки А на плоскости всех 
его граней будут выходить за пределы этих граней, то "перека¬ 
тывание" будет идти бесконечно, что противоречит законам 
механики. 
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Исходная задача имеет очевидный планиметрический ана¬ 
лог)?). В этой аналогичной задаче вместо многогранника поя¬ 
вится, понятно, многоугольник. Здесь можно было бы сказать, 
что "аналогичная задача имеет и аналогичное решение . В дан¬ 
ном случае это верно, но интересно не это. Полученную плани¬ 
метрическую задачу можно решить, исходя из стереометричес¬ 
ких соображений! Для этого придадим нашему многоугольнику 
"толщину", т.е. сделаем его прямой призмой. Получим много¬ 
гранник, для которого задача уже решена. Конец этого реше¬ 
ния додумайте самостоятельно. 

3.6. Пусть АВСИ — квадрат со стороной 1. На АВСИ 
как на основании построены две пирамиды Р 1 АВСО 

и Р 2 АВСО. При этом Р { В 1.{АВС ) и Р 2 С ±.(АВС}, Р 2 В = 
-Р 2 С =2, точки Р х и Р 2 находятся по одну сторону от плос¬ 
кости основания. Рассматриваются сечения многогранника, 
являющегося объединением этих пирамид, плоскостью, парал¬ 
лельной основанию. Пусть х — расстояние от плоскости се¬ 
чения до точки Р,. Как найти зависимость от х площади 

^ Прежде всего, надо 
понять, как устроен многогран¬ 
ник Р , являющийся объедине¬ 
нием данных пирамид. И без 
хорошего рисунка это вряд ли 
возможно (рис.Р3.44). Не пожа¬ 
лейте времени, чтобы его сде¬ 
лать. Из этого рисунка видно, 
что многогранник Г имеет 7 
граней. Для облегчения даль¬ 
нейшего понимания, можно за¬ 
метить, что многогранник Р является частью прямой треуголь¬ 
ной призмы АВР х йСР г , основанием которой является треуголь¬ 
ник АВР 1 , а боковым ребром /Ш (?). Несложно доказать, что и 
МИ || (АВС) (?). 

Плоскость, параллельная (АВС) , будет давать сечения 
многогранника Р двух видов. Представим себе, что она "дви¬ 
жется" вверх по направлению ВР [. Пока она не проходит 
через МИ, сечением будет прямоугольник)?). После этого сече¬ 
ние является объединением двух квадратов, пока не вырожда¬ 
ется в две точки)?). 
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Теперь, когда геометрическая картина задачи ясна, перей¬ 
дем к вычислениям, точнее наметим их план. 

Пока сечением является прямоугольник, одна его сторона 
равна 1, а другая может быть найдена из А Р г СО с помощью 
подобия. 

Когда сечением будут два квадрата, площадь каждого из 
них может быть найдена при помощи теоремы о сечении пира¬ 
миды плоскостью, параллельной основанию. 

В любом случае особых проблем не должно быть. 

Интересным является то, что площадь 5 сечения оказыва¬ 
ется функцией, заданной кусочно: от 0 до 1 она задается од¬ 
ной формулой, а от 1 до 2 — другой. Вот эти формулы: 

X 2 X 

5 = —— при х е[0;1] и 5 = — при х е[1;2].^ 

3.7. Дан выпуклый четырехгранный угол. Докажите, что 
в его сечении можно получить параллелограмм. 

^ Эта задача хорошо извест¬ 
на и встречается в разных задачни¬ 
ках. Мы рассмотрим три различных 
ее решения. Предварительно назовем 
данный угол РАВСй ( Р — его вер¬ 
шина), прямую пересечения плоско¬ 
стей РАБ и РВС обозначим а, пря¬ 
мую пересечения плоскостей РАВ 
и РСБ обозначим Ь (рис.Р3.45). 

Решение 1. Проведем в гра¬ 
ни РАБ отрезок А ] Б ] , параллельный прямой а. Представим 
себе, что некая плоскость вращается вокруг Л,/),. Когда она 
будет пересекать грань РВС близко от Р, отрезок, являющий¬ 
ся их пересечением (назовем его 5,С,), будет достаточно мал. 
Когда вращающаяся плоскость будет пересекать грань РВС да¬ 
леко от Р, то 5,С, будет достаточно велик. Между этими дву¬ 
мя положениями найдется такое, при котором В І С 1 = А І Б І . А 
так как В 1 С 1 1| А 1 Б 1 (?), то именно в этом положении сечением 
будет параллелограмм (?). 

Решение 2. Рассмотрим угол АР С и угол ВРБ . Они 
имеют общий луч(?). Возьмем на этом луче любую точку <2 , от¬ 
личную от Р. Из планиметрии известно, что через любую 
точку внутри угла можно провести такой отрезок, у которого 
концы лежат на сторонах угла, а сам он делится этой точкой 



Рис.Р3.45 


іетрия 
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пополам (?). Проведем через ^ два таких отрезка — в угле 
РАС (назовем его А І С І ) и в угле РВБ (назовем его 5,0,). В 

результате получим параллелограмм Л, В,С, /),. 

Решение 3. Проведем плоскость через прямые а 
и Ь . Затем проведем плоскость через любую точку внутри лу¬ 
ча РА, параллельную первой. Она будет пересекать данный 
четырехгранный угол(?). При этом на гранях РАО и РВС по¬ 
лучится одна пара параллельных отрезков, а На гранях РАВ 
и РСй — другая пара также параллельных отрезков(?). Эти 
четыре отрезка и будут являться сторонами параллелограмма. 

Разберитесь во всех трех решениях и запомните то, кото¬ 
рое вам больше понравилось. 

ЗАДАЧИ К §12 


3.8. Пусть ребро правильного многогранника известно. 
Как найти: а) радиус описанной сферы; б) радиус вписанной 
сферы; в) двугранный угол между соседними гранями? Пусть 
ребро равно 1. Вычислите эти величины. 

Сложнее всего найти эти величины для икосаэдра и 
додекаэдра. Так как эти многогранники двойственны друг дру¬ 


гу, то, решив задачу для одного из них, легко получим ее реше¬ 
ние и для другого. Так как правильный додекаэдр строился как 



двойственный правильному икоса¬ 
эдру, то естественно начать оты¬ 
скание этих величин для правиль¬ 
ного икосаэдра. А для того чтобы 
найти эти величины в правильном 
икосаэдре, надо его сначала по¬ 
строить. Его построение указано в 
теоретическом тексте параграфа. 
Основываясь на нем, можно по¬ 
лучить все нужные ответы. Но мы 
будем исходить из другого по- 


Рис.РЗ.46 


строения правильного икосаэдра. 
Это построение интересно само 


по себе. Кроме того, оно связывает правильный икосаэдр с ку¬ 
бом. Связь с кубом позволяет решить задачу быстрее. 


Оказывается, все вершины правильного икосаэдра можно 
расположить на поверхности куба. На каждой грани куба ле¬ 
жат по две соседние вершины икосаэдра. Положение этих вер- 
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шин указано на рисунке Р3.46. Искомые величины в икосаэдре 
могут быть теперь найдены как некоторые величины в кубе. 

Пусть ребро куба равно 1 . Вычислим ребро правильного 
икосаэдра. Обозначим его длину через й, расстояние от его 
вершины до ближайшего ребра куба — через х . Получаем 
первое уравнение: сі+2х = 1 (?). Из треугольника, являющего¬ 
ся гранью правильного икосаэдра, получаем еще одно уравне- 


Решая систему этих уравнений и учитывая, что х < 1, по¬ 
лучим сі = — (Ѵб -1). 

Теперь можно убедиться, что многогранник, расположен¬ 
ный в кубе с ребром 1 , как указано на рисунке Р3.46, ребро 

которого ^(-/5-1), является правильным икосаэдром(?). Центр 

этого икосаэдра и центр куба совпадают}?). Все искомые ве¬ 
личины могут быть вычислены из планиметрических соотноше¬ 
ний}?). А, 

3.9. Найтн ребро куба, вписанного в правильную четы¬ 
рехугольную пирамиду, у которой все ребра равны 1 . 

/\ Прежде всего, уточним, что значит фраза "многогран¬ 
ник М вписан в многогран- 
ник N ". Означает она, что все 
вершины многогранника М ^і / / 

находятся на поверхности мно- 

гогранника N . К, /''\ ■\\ / ^[ ! і \ 

В данной задаче куб мо- /ДЛ-)-- Ѵ----1 —~гу 

жет быть по-разному вписан в / ' /' / С 

пирамиду, поэтому задача име- / /, / М/ 

ет бесконечно много реше- // / 

ний}?). Для получения одно- А /С''''К Гу'\/ р 
значного ответа зафиксируем 

положение вершин куба ка- Рис.Р3.47 


ким-нибудь дополнительным предположением. Пусть, напри¬ 
мер, известно, что вершина одного основания куба лежит на 
основании пирамиды, а вершина другого основания куба — на 
боковых ребрах пирамиды. 

Сделаем рисунок (рис.Р3.47). 
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На этом рисунке РАВСй является данной пирамидой, 
КЬМЫК Х Ь Х М ,— вписанный в нее куб, Р<2 — высота пира¬ 
миды, — центр верхнего основания куба. 

Обоснования на этом рисунке требует расположение вер¬ 
шин К, і, М, N на диагоналях квадрата АВСй, параллель¬ 
ность ребер верхнего основания куба соответствующим ребрам 
пирамиды (скажем, К Х И Х \\Ай )(?). 

После этого можно переходить к выкладкам. 

Пусть ребро куба равно х . Из подобия треугольников 

РК 1 Л Г , и РАО имеем 

ВД РК , х РК , 

— 5 =- - , откуда — =-, значит, РК. = х . 

Ай РА 1 1 

Из подобия треугольников АКК Х и АР^ имеем 


К Х К _ АК± 
Р() ~ АР 


откуда 


X 

Ѵ2 

2 


1-х 

1 


(?). 


л/2 

значит х = -(1 — дг) 

2 


й Г2 , 

Поэтому х = —=-— = ——— = л/2 -1. 

, л/2 2 + л/2 л/2 + 1 


Всегда стоит себя проверить, хотя бы арифметику. 

Ребро куба должно быть меньше 1 и даже меньше, 



Убедитесь, что найденное значение отвечает этим требо¬ 
ваниям. А 

3.10. Из всех сечений куба, проходящих через его диаго¬ 
наль, укажите такие, которые имеют наибольшую и наимень¬ 
шую площадь. 

^ Пусть АВСОА х В х С х й х —куб, В Х И —диагональ, о ко¬ 
торой идет речь в условии (рис.Р3.48). 

Сначала установим форму сечения. Плоскость сечения 
фиксируется данной диагональю и какой-либо еще точкой. 
Пусть эта точка К "бегает" по прямой АА Х . Когда она нахо- 



277 


дится на ребре АА Х , то сече¬ 
ние является четырехугольником 


В { КБЬ . (А что получится, когда 
точка К находится вне ребра 1 1 


'"у'В \ / 


лл.(?))- / і \ 

' I \ * 

Четырехугольник В Х КЛЬ — / \ \ 1 

параллелограмм!?). Для вычисле- Кі ''\ Т/ С 
ния его площади есть разные I \ 

способы!?). Мы воспользуемся \У_ _ 

формулой 5 = аЬ- 5Іпц > , где а А 

, Рис.РЗ.48 

и о —стороны параллелограмма, 

<р — угол между ними. Все эти величины выразим через пере¬ 
менную х — А Х К . Пусть ребро куба равно 1 . Тогда 0 < х < 1. 
Имеем: 


Рис.РЗ.48 


сох <р = 


В Х К = л/1 + х" , 

йк = Ѵі + (і -*) 2 

1 + х 2 +1 + (1-х) 2 -3 ... 


2л/і + х 2 УІІ + (1-3 


= * Г х - 

2 л/ 1+х 2 л/і + (1-х) 2 


51ПЦ) — 


— X +1 


л/і + х 2 у}і + (\-х) 


Тогда 


5 = л/2 л/х 2 -х+1 (?)• 

(Все выкладки проведите самостоятельно.) 

Отсюда ясно, что наименьшее значение площади достига¬ 


ется, когда х = і (?), то есть тогда, когда точка К находится 


в середине ребра АА Х . Сечение в этом случае является ром¬ 
бом!?). 

А наибольшее значение площади достигается, когда х = О 
или х — 1 . Таких сечений два и каждое из них — прямоуголь¬ 
ник. При х = 0 это сечение — В х А х йС , а при х — 1 — 

В х АйС х . 

Решение получено, но оно может не понравиться тем, кто 
не любит длинных выкладок в геометрических задачах. 
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Поэтому наметим более наглядное решение. 

Известна формула 8 1 =8сова для вычисления площа¬ 
ди 5, проекции фигуры с площадью 5, когда плоскость, в 
которой лежит фигура, составляет с плоскостью проекции 
угол а. 

5 , 

Тогда 5 = —— . По этой формуле 
сов а 

^ $ влрс _ 1 

“ В.ЮЖ 

' сов а сов а 


Осталось оценить сов а . 

Плоскость В,/СОТ, пересекается с плоскостью ВАИС по 
прямой а, проходящей через точку О. Линейный угол двугран¬ 
ного угла, образованного этими плоскостями, образован пер¬ 
пендикулярами, проведенными из точек В, и В на пря¬ 
мую а 

Перпендикуляры эти попадают в одну точку прямой а — 


назовем ее Т . Тогда (& а = 


ВВ, 

~ВТ 


1 

ВТ ' 


Осталось оценить величину ВТ . Нарисуйте квадрат 
АВСй, проведите через В> (в его плоскости) прямую а и пер¬ 


пендикуляр ВТ на прямую а 

Остальное вы увидите собственными глазами, как и пола¬ 
гается при чисто геометрическом решении. Вообще, все это ре¬ 
шение можно "увидеть" при хорошем "геометрическом" зре¬ 
нии (и знании формул!). 

3.11. Через вершину С, куба АВС0А 1 В 1 С 1 0 1 проведена 


плоскость, пересекающая ребра ВС и СИ соответственно в 
точках К и Ь и образующая с гранью АВСИ угол а, 
причем в сечении получен равнобедренный треугольник. Как 
найти площадь сечения, если длина ребра куба равна а ? 

А Сначала нарисуем куб АВСОА ] В ] С ] Ю і и сечение 


С ) КЬ (рис.Р3.49). В условии сказано, что треугольник С 1 КЬ — 
равнобедренный, но не сказано, какие стороны у него равны. 
Поэтому надо понять, что здесь может быть. Логически воз¬ 
можно, что: 1) С Х К — С,В ; 2) С : К = КЪ ; 3) С,В = КЪ ; 
4) С Х К - КЪ = ВС, (ибо равносторонний треугольник — тоже 
равнобедренный). 
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Прежде чем пускаться в море выкладок, подумаем, нельзя 
ли сократить число возможных случаев. И сразу же увидим, 
что случаи 2 и 3 равноправны(?). Далее, видно, что случай 4 
выполняется, когда точка К совпадает с точкой В , а точка Ь 
совпадает с точкой И (и только в этой ситуации!)(?). Этот 
случай совсем прост — надо ^ ^ 

найти площадь равносторонне- уг— - -р 

го треугольника, зная его сто- / | / І 

Р°«У- А, / I X Я 

Есть, правда, и здесь не- і \оі а 

большая тонкость. Угол, кото- ; ;ІІ 

рый составляет с плоскостью ] К! Ч 

АВСй плоскость С,ВД легко |_ р 


г , 

найти(?), он равен агсі%4 2 , а в I X Щ/ь 

условии говорится, что этот - - 

угол равен а. Как быть? Не- А 

сложно понять, что случаям 1 Рис.Р3.49 

и 2 соответствует ограничение а > агсІ%4 2 (?), поэтому будем 
считать, что угол а, заданный в условии, относится только к 
равнобедренному, но не равностороннему треугольнику. 
Разберемся теперь со случаем 1. 

Пусть С,Л/ — высота в Д С Х КЬ. Зная СС, = а и 
АС { МС = а , найдем СМ . Зная СМ — высоту равнобедрен¬ 
ного прямоугольного треуголъ- ^ „ 

ника СКЬ , — найдем его пло- Ч -—> 1 

щадь. Зная площадь этого тре- /1 УХ/ 

угольника (а он является про- д. / | Ві ру' / 

екцией треугольника С : КЬ на ' X / 

плоскость А ВС Б ) найдем пло- ! / / 

щадь треугольника С. КЪ . / / 

X/ - -4- -г» 

И наконец, случай 2, то у ь 

есть С, А: = КЪ . /' Ч / 

1 ' 

Так как КС ±СйС ] , то по- д В 

лучаем, что СЬ =СС, = а (?). Рис.РЗ.50 

Но тогда точка Ь совпадает с й . Рисунок становится другим 

(рис.Р3.50). 

Теперь обозначим СК = х и получим: 

С Х К = л/а 2 + х 2 , (?) 


Рис.Р3.49 


/к ѵ 


Рис.РЗ.50 






КО — КС Х = л/а 2 + х 2 


С^О — ал/2, 


ж 

“ ЛЛГГО = ' 


-і -аЯ- 



Отсюда 


С05 а = “А* ™. =_ ^ ... = ,. . 

■^длт.п 1 п: уіа 2 + 2х 2 л/а 2 + 2х 2 

2^ Л 

Из этого уравнения находим х , а затем и площадь иско¬ 
мого сечения. А 

3.12. Внутри правильного тетраэдра с ребром а располо¬ 
жены четыре равные сферы так, что каждая сфера касается 
трех других сфер и трех граней тетраэдра. Найти радиус этих 
сфер. 

^ Начинать решение этой задачи следует, конечно, с ри¬ 
сунка. Важно, однако, знать, что в иных задачах о сферах сами 
сферы рисовать не обязательно, достаточно указать их центры 
и изобразить радиусы. Так и сделаем (рис.Р3.51): АВСй — дан¬ 
ный тетраэдр, АК — его высота, О ѵ 0 2 , 0 3 , 0 4 — центры ша¬ 
ров, данных в условии, Ь — точка пересечения прямой А К с 
плоскостью 0 1 0 г 0 і . Заметим, что центры равных шаров 0 2 , 
0 2 , О 4 , касающихся плоскости ВСй , удалены от нее на рав- 


А '7'0\\ 

/ ! • 1 X 
і <Ѵѵ 






> с 


Пт— 


Рис.РЗ.51 
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ные расстояния, каждое из которых равно радиусу шара (обоз¬ 
начим его как х ). Значит плоскости 0 2 0 3 0 А и ВСй парал¬ 


лельны, а потому КЪ — х (?). 

Далее, каждая пара шаров касается между собой, а потому 
расстояние между их центрами равно сумме их радиусов, то 
есть 2х . Но тогда многогранник с вершинами О х , 0 2 , 0 3 , О л 

— правильный тетраэдр с ребром 2х . 

Займемся выкладками. 


І2 

Имеем АК = АО х + О х Ь +І*К . Но АК — ЛІ— 

[2 

правильного тетраэдра с ребром а (?); 0,і — 2Хл|~ 


как высота 


как высота 


правильного тетраэдра с ребром 2х ; ІЖ. — х . 

Осталось выразить О х А . Заметим, что точка О х находится 
внутри трехгранного угла и удалена от его граней на рас¬ 
стояние х , а плоские углы трехгранного угла равны 60 . Не 
очень сложно получить, что О х А = Зх (?). 

Но тогда приходим к уравнению 

а іІ =зх+2х Л +х ' 

откуда после упрощений получаем 

Л 

2(л/б +1) ’ 

Как часто бывает в геометрии, возможно и другое реше¬ 
ние. Оно будет использовать результаты уже известных задач, 
но больше соответствовать "духу" этого параграфа. 

Сделаем новый рисунок (рис.Р3.51б). 

Пусть точка О — центр правильного тетраэдра АВСй. 
Несложно доказать, что та же точка О будет центром правиль¬ 
ного тетраэдра 0 Х 0 2 0 3 0 І . 

Результат, на который мы будем ссылаться, выглядит так. 

“В произвольном тетраэдре отрезки, соединяющие его вер¬ 
шины с точками пересечения медиан противоположных гра¬ 
ней, имеют общую точку, которая делит каждый из них в отно¬ 
шении 3:1, считая от вершины" (см.п.24.4). 

Раз это выполняется в произвольном тетраэдре, то и в 
правильном тоже. Тогда запишем равенство ОЬ +ЬК ОК. 
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Но 



ОК = — ■ АК 

4 4 V 3 


1 [2 _ 1 [2 

Получаем уравнение 2 Х \3 +Х ~ Т ѴЗ ^ еШИВ кото Р ое ' 


приходим х нужному результату. ^ 

3.13. Ребро правильного тетраэдра ЛВСО равно 2. Как 
найти радиус сферы, проходящей через точки А , В, середи¬ 
ну ребра СО и центр грани АВС ? 

Сначала — рисунох (рис.Р3.52). На нем АВС О — дан¬ 
ный тетраэдр, К — середина ребра СИ , Р — центр грани 
АВС . В этой задаче храсивого наглядного решения не видно, 
увы... 

Чтобы найти радиус В сферы, его надо дорисовать, а для 
этого понадобится изобразить центр сферы — назовем его О. 

Изображать надо не хах попа¬ 
ло, а поняв, где он находится. 
А находится он, хах известно, 
на перпендихуляре, проходя¬ 
щем через центр ее любого 
сечения. Здесь эти сечения 
задаются двумя треугольниха- 
ми: АВК и АВР . Центр сече¬ 
ния будет центром охружно- 
сти, описанной охоло тахого 
треугольниха. Тах хах тре- 
угольнихов — два, то сечений 
тоже два и перпендихуляров 
тоже два. Их пересечение и 

даст центр сферы. 

Подготовим теперь новый, более полный рисунох. Центр 
охружности, описанной охоло треугольниха АВК будет, ле¬ 
жать на серединном перпендихуляре КЪ, проведенном из К 
на АВ, причем внутри этого треугольниха!?). Назовем его 0 2 
(рис.Р3.53). Центр охружности, описанной охоло треугольниха 
АВР, будет лежать на серединном перпендихуляре РВ, прове¬ 
денном из Р на АВ, причем вне этого треугольниха!?). Назо¬ 
вем его О,. 
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Из точек О х и 0 2 проведем перпендикуляры к плос¬ 
костям треугольников АВР 
И АВК соответственно. Эти 0 0 

перпендикуляры лежат в одной 
плоскости)?), не параллель¬ 
ны)?), а потому у них есть 
точка пересечения — искомый 
центр О. Тогда искомый ради¬ 
ус К — это отрезки ОА, ОВ, 

ОК и ОВ. Но из какого тре¬ 
угольника его искать? "Хоро¬ 
ших" треугольников, где было 
бы достаточно данных что-то Рис.Р3.53 

не видать. 

На помощь приходит алгебра. Введем переменные: х = 
= 00 х , у = 00 2 и К . Если удастся найти систему с тремя эти¬ 
ми неизвестными и тремя независимыми уравнениями, то воз¬ 
можно и повезет (то есть, система решается). Итак пишем: 

(1) ОА 2 = ОО 2 +О х А 2 1 иначе 

В 2 =х 2 +г 2 , 

где г,— радиус окружности, описанной около А АВР. Ради¬ 
ус г, можно найти из Д АВР (?). 

(2) О А 2 = ОО 2 +0 2 А 2 , иначе 

К 2 = у 2 +г 2 , 

где г 2 — радиус окружности, описанной около ААВК. Ради¬ 
ус г 2 можно найти из Л АВК (?). 

(3) 0 Х 0 2 = ОО 2 +00 2 -ЮО х 00 2 сох ср , иначе 

0 Х 0 2 = х 2 + у 2 - 2 ху ■ сох ф, 

где ф = А0 х 00 2 — это угол между нормалями (перпендикуля¬ 
рами) к плоскостям АВС и АВК . Этот угол можно найти(?). 

Немного "повозившись", можно найти и 0 Х 0 2 (в конце 
концов — это планиметрия, ибо все нужное нам происходит в 
плоскости ИІС ). 

Решается ли система уравнений (1), (2), (3)? Решается, и 
вы можете, набравшись терпения, убедиться в этом сами. 
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Если вы доберетесь, в конце концов, до результата, то, на¬ 
верное, зададите вопрос: "А нельзя ли короче?". Оказывается, 
можно. Но только при условии, что вы знакомы с методом ко¬ 
ординат в пространстве (см. §18). В этом случае решите задачу 
еще и так. Проверять себя всегда полезно, особенно если вы¬ 
кладки были длиннющими. А 

3.14. Найдите ребро куба, вписанного в конус, образую- 

щие которого равны 1 и накло¬ 
нены к плоскости основания 
под углом а . 

^ Куб вписан в конус в 
том случае, если все его верши¬ 
ны лежат на поверхности ко¬ 
нуса: четыре — на основании, 
четыре — на боковой поверх¬ 
ности конуса. Основная идея 
во многих задачах — свести ее 
к несложной планиметрии. 

Исходный рисунок таков 
Рис.Р3.54 (рис.Р3.54.). Здесь Р — верши¬ 

на конуса, О —центр его основания, АВСОА х В х С х О х данный 
куб, 0 Х — центр верхнего основания куба, РКЬ — осевое сече¬ 



ние конуса. 

Все необходимое для решения содержится в треугольни¬ 
ке РКЬ, а еще точнее — в треугольнике РКО . Основной аппа¬ 
рат для решения — подобие треугольников. Итак, треугольни¬ 
ки РКО и РА х О х подобны (?), а потому 

А х О х РО, _ РО-ОО, _ ^ ООх 

КО РО РО РО 

Пусть ребро куба равно х , радиус основания конуса — В, 


а высота его — Н . Тогда 

хЯ 

2 

К 



откуда 


Г 1 + ..п 


Г 1 п 

ІЯ л/2 Н) 

1=1, т.е. X = 

ІкЯ н) 


Так как 

К = РКсоз а = соз а, 


Н — РК ■ зіп а — зіп а , 
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х = 


Ясоз а “ 


зіп 2а 


уі2зіп а + 2соз а 


ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 


ЗАДАЧИ К §10 

Рисуем 

3.1. Нарисуйте неплоскую фигуру, имеющую внутренние 
точки, у которой границей является: а) конечное число точек; 

б) конечное число треугольников; в) пять квадратов; г) объеди¬ 
нение двух сфер. 

3.2. Нарисуйте выпуклую фигуру, являющуюся объедине¬ 
нием: а) двух тетраэдров; б) двух шаров; в) двух кубов; г) шара 
и куба; д) двух невыпуклых фигур. 

3.3. Нарисуйте тело, которое при проектировании на три 
попарно перпендикулярные плоскости, дают такие фигуры: 
а) равные квадраты; б) равные равносторонние треугольники; 

в) равные круги. 

3.4. а) Нарисуйте тело, которое можно одной плоскостью 
разбить на два тела меньшего диаметра, б) Нарисуйте такое те¬ 
ло, для которого это сделать нельзя. (Диаметр — это наиболь¬ 
шее расстояние между двумя точками фигуры). 

3.5. Нарисуйте тело, отличное от шара, каждое сечение 
которого плоскостью, проходящей через некоторую прямую, 
является кругом или точкой. 

3.6. Нарисуйте фигуру, которая получается в результате 
вращения: а) отрезка вокруг прямой, не лежащей с ним в од¬ 
ной плоскости; б) круга вокруг прямой, лежащей в его плоско¬ 
сти; в) квадрата вокруг прямой, не лежащей с ним в одной 
плоскости и проходящей через его вершину; г) шара вокруг 
прямой, не имеющей с ним общих точек; д) куба вокруг диаго¬ 
нали. Какая из этих фигур будет телом? Выпуклым телом? 

Планируем 

Для выпуклых тел выделим такие характеристики: диа¬ 
метр, ширину (наименьшее расстояние между параллельными 
опорными плоскостями), радиус наименьшего шара, содержа¬ 
щего данное тело ("габаритность") и радиус наибольшего шара, 
который умещается в данном теле ("пузатость"). 
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3.7. Как найти эти характеристики для: а) цилиндра с ра¬ 
диусом 2 и образующей 1; б) конуса с радиусом 1 и образую¬ 
щей 3; в) усеченного конуса, у которого радиусы оснований 
равны 3 и 1, а образующая равна 4; в) объединения цилиндра и 
полушара, имеющих общее основание, причем радиус полуша¬ 
ра равен образующей цилиндра и равен 2. 

Представляем 

3.8. Приведите пример неплоской фигуры, которая: а) вся 
состоит только из граничных точек; б) содержит только внут¬ 
ренние точки. 

3.9. Дан куб. Некоторая точка удалена от каждой его вер¬ 
шины на расстояние, меньше длины его ребра. Лежит ли она в 
кубе? Если нет, то сколько вершин надо оставить, чтобы точка 
оказалась внутри куба? 

3.10. а) Останется ли фигура выпуклой, если из нее уда¬ 
лить точку? б) А если добавить к ней точку? в) Из выпуклого 
тела удалили точку. Будет ли оставшаяся фигура выпуклым те¬ 
лом? 

3.11. Может ли невыпуклая фигура: а) иметь выпуклое 
сечение; б) иметь бесконечно много невыпуклых параллельных 
сечений; в) иметь только выпуклые сечения? 

3.12. Может ли невыпуклая фигура иметь выпуклую про¬ 
екцию при проектировании на: а) одну плоскость; б) три попар¬ 
но перпендикулярные плоскость? в) каждую плоскость? 

3.13. Всегда ли выпуклые фигуры имеют ближайшие точ¬ 
ки? 

3.14. Является ли выпуклым телом: а) пересечение двух 
шаров; б) объединение двух шаров; в) пересечение двух полу¬ 
пространств; г) объединение двух полупространств; д) пересе¬ 
чение шара и полупространства; е) объединение шара и полу¬ 
пространства? 

Сделаем 

3.15. Выпуклая фигура содержит три точки, не лежащие 
на одной прямой. Докажите, что она содержит треугольник с 
вершинами в этих точках. 

3.16. Дохажите, что окружность, имеющая три общие точ¬ 
ки со сферой, лежит на ней. 

Исследуем 

3.17. Пусть АВСОА х В х СР\ — куб. Какой по отношению к 
кубу является точка X такая, что: а) ХВ=Хй= ХВ х =ХК, где 
точка К — середина ребра АВ; б) ХА = ХА ] , ХС—ХО, ХВ { = 
= 2,4, если ребро куба равно 2? 
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3.18. Какое положение по отношению к шару занимает 
точка X такая, из которой диаметр этого шара виден под: 
а) прямым углом; б) острым углом; в) тупым углом? 

Поступаем в ВУЗ 

3.19. Тело состоит из двух конусов, имеющих общее осно¬ 
вание и расположенных по разные стороны от плоскости осно¬ 
вания. Найдите радиус шара, вписанного в тело, если радиусы 
оснований конусов равны 1, а высоты 1 и 2. 


Ответ: 


3(л/5-Ѵ2) 


V 4л 

Переключаемся 

3.20. Можно ли из куска сыра, делая только плоские раз¬ 
резы, получить невыпуклый его кусок? 


ЗАДАЧИ К §11 


Дополняем теорию 

3.21. Докажите, что каждая грань многогранника, вписан¬ 
ного в сферу, вписывается в окружность. 

Рисуем 

3.22. Нарисуйте два выпуклых многогранника так, чтобы 
было выпуклым многогранником: а) их объединение; б) их пе¬ 
ресечение; в) их объединение и их пересечение. 

3.23. Нарисуйте многогранник, который является пересе¬ 
чением такого числа полупространств: а) 4; б) 5; в) 6; г) 7; д) 8. 

3.24. Нарисуйте многогранник, у которого: а) 6 ребер; б) 8 
ребер; в) 12 ребер и все грани — треугольники; г) 15 ребер и 
все грани — треугольники; д) 12 ребер и иэ каждой вершины 
выходит три ребра; е) 15 ребер и из каждой вершины выходит 
три ребра; ж) 12 ребер и все грани — четырехугольники; з) 15 
ребер и все грани — четырехугольники. 

3.25. Нарисуйте многогранник: а) все грани которого тре¬ 
угольники, но не тетраэдр; б) все грани которого квадраты, но 
не куб; в) все грани которого прямоугольники, но не прямо¬ 
угольный параллелепипед; г) все грани которого неравные 
четырехугольники; д) все грани которого пятиугольники; е) че¬ 
тыре грани которого — правильные треугольники, а еще четы¬ 
ре — правильные шестиугольники. 

3.26. Нарисуйте выпуклый многогранник, у которого: 
а) вершин столько же, сколько граней; б) вершин в два раза 
больше, чем граней; в) вершин в два раза больше, чем ребер; 
г) граней столько же, сколько ребер; д) вершин столько же, 
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сколько ребер; е) треугольных граней столько же, сколько 
четырехугольных, а других граней нет. 

3.27. Нарисуйте куб. Нарисуйте на его поверхности вер¬ 
шины: а) правильного тетраэдра; б) другого куба. 

3.28. Нарисуйте тетраэдр. Нарисуйте такой многогранник, 
у которого: а) все вершины лежат на ребрах тетраэдра, причем 
на каждом ребре ровно одна вершина; б) все вершины лежат 
на гранях тетраэдра, причем на каждой грани ровно одна вер¬ 
шина; в) все вершины лежат на гранях тетраэдра, причем на 
каждой грани ровно две вершины. 

3.29. Нарисуйте многогранник, у которого могут быть та¬ 
кие сечения: а) квадрат, прямоугольник и правильный шести¬ 
угольник; б) равносторонний треугольник, квадрат и трапеция; 
в) ромб, равнобедренный треугольник и прямоугольник; г) объ¬ 
единение двух треугольников беэ общих точек. 

3.30. Вращаясь вокруг одного из ребер многогранника, 
плоскость дает такие сечения: а) равнобедренный треугольник; 
б) прямоугольник; в) параллелограмм; г) равнобокую трапецию. 
Нарисуйте такой многогранник. 

3.31. а) Нарисуйте тераэдр. Нарисуйте плоскость, прохо¬ 
дящую через его ребро параллельно противоположному ребру. 
Нарисуйте все такие плоскости, б) Нарисуйте куб. Нарисуйте 
плоскость, проходящую через его ребро и параллельную ди¬ 
агональной плоскости куба, параллельной данному ребру. На¬ 
рисуйте все такие плоскости, в) Нарисуйте параллелепипед. На¬ 
рисуйте плоскость, проходящую через его вершину и парал¬ 
лельную плоскости, проходящей через три его вершины, сосед¬ 
ние с взятой. Нарисуйте все такие плоскости. В каждом случае 
нарисуйте многогранник, ограниченный проведенными плоско¬ 
стями. 

3.32. Нарисуйте многогранник, который при освещении 
параллельным пучком света дает тень в виде: а) квадрата; 
б) равнобедренного треугольника; в) равностороннего треуголь¬ 
ника; г) правильного шестиугольника; д) равнобокой трапеции; 
е) прямоугольника; ж) ромба. Попробуйте нарисовать такой 
многогранник, который дает тени нескольких указанных видов. 

3.33. Нарисуйте разбиение на тетраэдры таких многогран¬ 
ников: а) четырехугольной пирамиды; б) усеченной треуголь¬ 
ной пирамиды; в) треугольной призмы; г) прямоугольного па¬ 
раллелепипеда. При этом найдите наименьшее число плоско¬ 
стей разбиения. 

3.34. Нарисуйте такие многогранники: а) АВСйКЬ, в ко¬ 
тором грань АВСй — квадрат со стороной 2, грани АКБ и СЮ 
— равносторонние треугольники, ребра КЪ и АО параллель¬ 
ны между собой, КЬ= 1; б) АВСОА^С^ , в котором АВСй 
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квадрат со стороной 2, грани ЛЛ,В,В и СС Х В Х В — равнобокие 
трапеции, плоскости которых перпендикулярны плоскости 
АВС, причем Л, В, = С,0, =1, грань А Х В Х С Х В Х —прямоугольник, 
плоскость которого параллельна плоскости АВС и удалена от 
нее на 3; в) АВСВА Х В Х С Х В Х , в котором грань АВСВ — квадрат 
со стороной 2, грань Л,В,С,Д— квадрат со стороной 1, ЛЛ, 
перпендикулярна плоскости АВС, ВВ, перпендикулярна плос¬ 
кости ЛВС, плоскости ЛВС и Л,В,С, параллельны, ЛЛ,=1. Ка¬ 
ждый из этих многогранников разбейте на тетраэдры наимень¬ 
шим числом плоскостей. 

3.35. Нарисуйте всевозможные развертки: а) правильного 
тетраэдра; б) куба; в) правильной треугольной призмы. 

3.36. Нарисуйте многогранник, имеющий центр симмет¬ 
рии и: а) одну плоскость симметрии; б) две плоскости симмет¬ 
рии; в) три плоскости симметрии. 

Планируем 

3.37. Пусть ЛВС — правильный треугольник со сторо¬ 
ной 1. На этом основании построены две пирамиды: Р Х АВС 
и Р 2 АВС, причем Р Х В±АВС, Р 2 С±АВС, Р Х В = Р 2 С =2, В, 
и Р 2 находятся по одну сторону от основания. Рассматривают¬ 
ся сечения многогранника, являющегося объединением этих 
пирамид, плоскостью, параллельной основанию. Пусть х — рас¬ 
стояние от плоскости сечения до /*,. Как найти зависимость 
от х площади сечения? 

3.38. В тетраэдре РАВС сумма плоских углов при каждой 

из вершин А,В,С равна 180°. Площадь треугольника ЛВС рав¬ 
на 1. Как узнать площади остальных граней ? 

Представляем 

3.39. Сколько вершин, ребер и граней у многогранника, 
который является объединением таких двух многогранников, 
имеющих только общую грань: а) двух прямоугольных паралле¬ 
лепипедов; б) четырехугольной пирамиды и куба; в) двух тет¬ 
раэдров? 

3.40. Многогранник разделили на части одной плоскостью, 
а) Сколько при этом может получиться частей? б) Является ли 
каждая полученная часть многогранником? в) Как изменятся 
полученные вами результаты, если исходный многогранник 
был выпуклым? 


яетрия 
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3.41. Приведите пример многогранника, около которого: 
а) можно описать сферу; б) нельзя описать сферу. 

3.42. Пусть каждая грань многогранника может быть впи¬ 
сана в окружность. Значит ли это, что его можно вписать в 
сферу? 

3.43. Приведите пример многогранника, в который: а) мо¬ 
жно вписать сферу; б) нельзя вписать сферу. 

3.44. Приведите пример многогранника, для которого су¬ 
ществует: а) и вписанная, и описанная сфера; б) только описан¬ 
ная сфера; в) только вписанная сфера. Приведите пример мно¬ 
гогранника, для которого не существует ни вписанной, ни опи¬ 
санной сферы. 

3.45. Какие плоскости симметрии имеют многограннни- 
ки, составленные из двух равных: а) кубов; б) треугольных 
призм с общей гранью; в) прямоугольных тетраэдров с общей 
гранью; г) правильных четырехугольных пирамид? 

Оцениваем 

3.46. Нарисуйте кратчайший путь по поверхности из цен¬ 
тра одной грани в центр соседней грани: а) правильного тетра¬ 
эдра; б) куба. 

Сделаем 

3.47. Докажите, что существует многогранник с любым 
числом ребер, большим 7. 

Исследуем 

3.48. Существует ли выпуклый многогранник, у которо¬ 
го 13 граней, а в каждой по 13 сторон? Обобщите полученный 
результат. 

3.49. Всякий ли треугольник может быть разверткой тет¬ 
раэдра? 

3.50. Существует ли многогранник, имеющий любое напе¬ 
ред заданное число плоскостей симметрии? 

Переключаемся 

3.51. Пролезет ли правильный тетраэдр с высотой 1 в 
щель меньшей ширины? 

ЗАДАЧИ К §12 

Дополняем теорию 

3.52. Докажите, что в любом правильном многограннике 
есть точка, равноудаленная от его: а) вершин; б) граней; в) ре¬ 
бер. Докажите, что эта точка — одна и та же. (Такую точку ес¬ 
тественно назвать центром правильного многогранника). 
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Рисуем 

3.53. Нарисуйте правильный тетраэдр, а) Нарисуйте тетра¬ 
эдр, центрально симметричный данному относительно середи¬ 
ны высоты. Нарисуйте объединение и пересечение исходного и 
полученного тетраэдров, б) Нарисуйте тетраэдр, зеркально сим¬ 
метричный данному относительно плоскости, проходящей че¬ 
рез середину высоты перпендикулярно ей. Нарисуйте объеди¬ 
нение и пересечение исходного и полученного тетраэдров, 
в) Пусть каждая его вершина отражается в плоскости противо¬ 
положной ей грани. Нарисуйте объединение и пересечение ис¬ 
ходного и полученного тетраэдров, г) Нарисуйте тетраэдр, по¬ 
лученный из данного поворотом вокруг высоты на 60". Нари¬ 
суйте объединение и пересечение исходного и полученного 
тетраэдров, д) Нарисуйте тетраэдр, полученный из данного по¬ 
воротом вокруг прямой, соединяющей середины противопо¬ 
ложных ребер, на 90°. Нарисуйте объединение и пересечение 
исходного и полученного тетраэдров. 

3.54. Нарисуйте куб. а) Нарисуйте куб, который получает¬ 
ся из данного центральной симметрией относительно точки, де¬ 
лящей его диагональ в отношении 1:2, считая от вершины. На¬ 
рисуйте объединение и пересечение исходного и полученного 
кубов; б) Нарисуйте куб, который получается из данного зер¬ 
кальной симметрией относительно плоскости, проходящей че¬ 
рез три его вершины, являющиеся концами ребер, выходящи¬ 
ми из одной вершины куба. Нарисуйте объединение и пере¬ 
сечение исходного и полученного кубов; в) Нарисуйте куб, ко¬ 
торый получается из данного поворотом на 90' относительно 
прямой, проходящей через середины двух его параллельных ре¬ 
бер, не лежащих на одной грани куба. Нарисуйте объединение 
и пересечение исходного и полученного кубов. 

3.55. Нарисуйте вершины правильного: а) тетраэдра на по¬ 
верхности куба; б) октаэдра на поверхности куба; в) октаэдра 
на поверхности правильного тетраэдра; г) октаэдра на повер¬ 
хности икосаэдра; д) куба на поверхности додекаэдра; е) икоса¬ 
эдра на поверхности куба. 

Планируем 

3.56. Пусть РАВСБО — октаэдр с ребром 1 (А ВС Б — 
квадрат). Как вычислить расстояния между: а) А и плоскостью 
РОС\ б) прямыми АР и С<2 ; в) прямыми Рй и А^; г) плоскостя¬ 
ми АБ() и ВСР1 

Представляем 

3.57. Какие элементы симметрии имеет объединение двух 
правильных тетраэдров с общей гранью? 
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3.58. Какие элементы симметрии имеет объединение двух 
кубов с общей гранью? 

Оцениваем 

3.59. В правильном тетраэдре 8АВС длина каждого ребра 

равна а. На ребре 8А взята точка М так, что 8М= — а, на реб- 

4 

ре 8В взята точка И, а на плоскости АВС взята точка Р. Когда 
имеет наименьшую величину сумма длин отрезков МИ и ИРі 

Сделаем 

3.60. В правильном тетраэдре РАВС на его ребрах отложе¬ 
ны равные отрезки РК и РЬ (точка К на ребре РА, точка Ь на 
ребре РС] , а также СМ и СИ (точка М на ребре АС, точка И на 
ребре СВ). Докажите, что АЛ = КН. 

Исследуем 

3.61. а) Существует ли в правильном тетраэдре точка, из 
которой каждое ребро основания видно под прямым углом? 
б) А такая, из которой каждое ребро видно под прямым углом? 

Поступаем в ВУЗ 

3.62. Дан правильный тетраэдр АВСИ. Точка М — середи¬ 
на ребра АБ, точка О — центр треугольника АВС, точка И — 
середина ребра АВ, точка К — середина ребра СД. Найдите 
величину угла между прямыми МО и КН . 

Ответ: агссоз 

3.63. Точки МкН — соответственно середины ребер АС 
и 8В правильного тетраэдра 8АВС. Ребра тетраэдра имеют дли¬ 
ну 1. На прямых А8 и СИ выбраны точки Р и ^ так, что прямая 
Р^ параллельна прямой ВМ. Найдите длину отрезка Р^. 

Ответ: -Д=-, 

л/3 



3.64. Длина каждого ребра треугольной пирамиды РАВС 
равна 1. ЯД — высота треугольника АВС. Равносторонний тре¬ 
угольник ВОЕ лежит в плоскости, образующей угол ф с реб¬ 
ром АС, причем точки Р и Е лежат по одну сторону от плоско¬ 
сти АВС. Найти расстояние между точками Р и Е. 
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3.65. В правильном тетраэдре 8АВС плоскость а проходит 
через вершины 8 , С и середину М ребра АВ, плоскость Р про¬ 
ходит через вершину В и точки К и Ь — середины ребер 8А 
и 8С соответственно. Плоскости а и Р пересекаются по пря¬ 
мой р. Найдите величину угла между прямой р и плоскостью 
грани А ВС. 

_ л/2 

Ответ: агсІ% —. 

3.66. В правильном тетраэдре АВСИ проведены два сече¬ 
ния, каждое из которых параллельно ребрам АВ и СО. Площадь 
части грани АВС, заключенной между секущими плоскостями, 
на 5 больше площади грани АСИ, заключенной между этими же 
плоскостями. На сколько площадь одного сечения больше пло¬ 
щади другого? 

Ъ 

Ответ: —=. 

л/3 

3.67. Ребро правильного тетраэдра АВС И равно а. Найти 
радиус сферы, вписанной в трехгранный угол, образованный 
гранями тетраэдра с вершиной в точке А, и касающейся плос¬ 
кости, проведенной через середины ребер АВ, АО, ВС. 

Ответ: —(л/3 -1). 

4Ѵ2 

3.68. Ребро правильного тетраэдра АВСИ равно а. На реб¬ 
рах АВ и СП расположены соответственно точки Е и Р. Пря¬ 
мая ЕЕ пересекает описанную около тетраэдра сферу в точ¬ 
ках М и N так, что МЕ:ЕР:РМ=ЗА2А. Найти ЕР. 

__ 2 а 

Ответ: — 1 = . 

л/7 

3.69. Ребро правильного тетраэдра АВСО равно а. На реб¬ 
ре ВО расположена точка М так, что 3 ОМ—а. Прямой круго¬ 
вой конус расположен так, что его вершина находится на сере¬ 
дине ребра АС, а окружность основания проходит через точ¬ 
ку М и пересекает ребра АВ и ВС. Найдите радиус основания 
этого конуса. 

13а 

6 л/51 ' 


Ответ: 
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3.70. Найти площадь проекции куба со стороной а на пло¬ 
скость, перпендикулярную его диагонали. 

Ответ: а 2 лІЗ . 

3.71. В кубе АВСйА^С^ через диагональ Л,С, и сере¬ 
дину ребра АО проходит плоскость. Найдите расстояние от се¬ 
редины ребра АВ до этой плоскости, если длина ребра куба ра¬ 
вна 3. 

Ответ: 2. 

3.72. В кубе АВС0А 1 В 1 С 1 0 1 через вершину В и середи¬ 
ны М к N ребер АО и СС, проведена плоскость. Найдите угол 
наклона этой плоскости к плоскости грани АВСО. 

Ответ: агсІ% —. 

3.73. Ребро куба АВСОА^В^С^ имеет длину 12. Точка К 
лежит на продолжении ребра ВС на расстоянии 9 от верши¬ 
ны С . Точка Ь ребра АВ удалена от А на 5. Точка М делит от¬ 
резок А ] С 1 в отношении 1:3, считая от А ] . Найдите площадь 
сечения куба плоскостью КЬМ. 

Ответ: 156. 

3.74. Каждое ребро куба разделено на три отрезка равной 
длины. Докажите, что полученные 24 точки деления принадле¬ 
жат одной сфере. 

Переключаемся 

3.75. Внутри грани реального правильного тетраэдра взяли 
точку. Как найти расстояние от нее до противоположной этой 
грани вершины, делая измерения только на его поверхности? 
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ГЛАВА 4 


ОБЪЕМЫ ТЕЛ И ПЛОЩАДИ ИХ 
ПОВЕРХНОСТЕЙ 


Если первые три главы мы назвали "строительной 
геометрией", то главу 4 можно было бы назвать измери¬ 
тельной геометрией". В этой главе мы измерим объемы 
тех тел, которые были рассмотрены в главе 2, а также 
вычислим площади их поверхностей. 

Вообще, вопрос об объемах тел трудный, и он не мо¬ 
жет быть изложен в школьном курсе вполне строго. То 
же относится и к площади поверхности. Все эти вопросы 
принадлежат, по существу, к трудным разделам совре¬ 
менной математики. Поэтому, излагая их, мы часто бу¬ 
дем прибегать к соображениям наглядности. 


*§13. ПОНЯТИЕ ОБЪЕМА 

13.1. Простые тела. Два основных свойства объемов 
известны всем: во-первых, объемы равных тел равны и, 
во-вторых, при "сложении" тел их объемы складываются. 
Однако любые мыслимые в геометрии тела могут быть 
настолько сложно устроены, что приписать им всем объ¬ 
ем с указанными свойствами нельзя. Поэтому приходит¬ 
ся выделить класс тел (мы называем их простыми), для 
которых это возможно. 

Тело будем называть простым, если каждая прямая, 
имеющая с телом общие точки, пересекает его поверх¬ 
ность по конечному числу отрезков и отдельных точек. 

Каждое реальное тело можно считать простым, пе¬ 
ресечение поверхности тела с прямой по бесконечному 
числу отдельных точек и отрезков мыслимо лишь для 
идеального тела. Очевидно, что простыми телами являют¬ 
ся все многогранники и все выпуклые тела. Мы будем 
вычислять объемы лишь для простых тел, а потому, гово¬ 
ря "тело", мы будем подразумевать, что оно является про¬ 
стым телом. 
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13.2. Определение объема. Теперь можно дать опре¬ 
деление объема, включив в него те два свойства, о кото¬ 
рых говорилось в п. 13.1. 

Объемом тела называется положительная величина, 
определенная для тел так, что: 1) равные тела имеют рав¬ 
ные объемы; 2) если тело составлено из конечного числа 
тел, то его объем равен сумме их объемов. 

Говоря, что тело составлено из нескольких тел, мы 
имеем в виду, что оно является их объединением и лю¬ 
бые два данных тела не имеют общих внутренних точек. 

Обратите внимание на то, что такими же свойства¬ 
ми характеризуются и площади плоских фигур, и длины 
отрезков. 

Сравнивая свойства объема, площади и длины, ви¬ 
дим полное их сходство, хотя это разные величины, так 
как относятся к разным объектам: длины — к отрезкам, 
площади — к плоским фигурам, объемы — к телам. 

Длины, площади и объемы измеряются в разных 
единицах. Эти единицы согласуются друг с другом сле¬ 
дующим образом. Пусть выбрана единица длины — еди¬ 
ничный отрезок, т.е. такой, длина которого считается 
равной единице. Тогда за единицу измерения площади 
принимают площадь единичного квадрата, т.е. квадрата, 
стороной которого служит единичный отрезок. За едини¬ 
цу объема принимается объем единичного куба, т.е. куба, 
ребром которого служит единичный отрезок. 

Так принято в геометрии и в физике. На практике 
же применяют разные единицы: длину измеряют метра¬ 
ми, миллиметрами, дюймами, футами и т.д., для измере¬ 
ния больших расстояний в астрономии применяют сле¬ 
дующие единицы длины: световой год и парсек; площади 
измеряют квадратными метрами, гектарами, акрами; объ¬ 
емы — кубическими метрами, литрами, галлонами, бар¬ 
релями, бушелями, и т.д 1 . 

Для самих понятий площади и объема выбор едини¬ 
цы не играет роли, и совершенно необязательно, напри¬ 
мер, считать за единицу объема, скажем, объем еди¬ 
ничного куба. Можно было бы принять за единицу объе- 


Это единицы объема, применяемые в США и Англии. Бушеля¬ 
ми измеряют объем зерна, баррелями — объем нефти, галлонами — 
объем бензина. 
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ма объем любого другого многогранника. Только это бы¬ 
ло бы не так удобно. 

Ради простоты мы выберем раз и навсегда еди¬ 
ничный отрезок, а вместе с ним единичный квадрат и 
единичный куб. Тогда под длинами, площадями и объема¬ 
ми будем понимать их численные значения в этих едини¬ 
цах. 

В определениях площади и объема не говорится о 
том, что такие величины в самом деле существуют. Их 
существование нужно еще доказать. Так, для объема 
справедлива следующая теорема: 

Теорема. При выбранном единичном кубе каж¬ 
дому телу соответствует, и притом единственное, по¬ 
ложительное число — численное значение объема при 
данной единице. 

При изменении единицы это число изменяется так: 
если берется в к раз меньший (больший) единичный от¬ 
резок, то численное значение объема увеличивается 

(уменьшается) в к 3 раз. 

Аналогичная теорема выполняется для площади, но с 

коэффициентом изменения к 2 . 

Доказывать эти теоремы не будем. 

Доказательства теорем о существовании и единст¬ 
венности площади и объема можно найти в книгах [5] 
и [6]. 

13.3. Геометрические величины. В определении объ¬ 
ема сказано, что объем тела — это величина (точнее бы¬ 
ло бы сказать, скалярная величина, так как бывают и 
векторные величины — о них пойдет речь в главе 5). Что 
же такое величина? На этот вопрос кратко можно отве¬ 
тить так: величина — это то, что можно измерить. Или 
более подробно: величина — это такое свойство предме¬ 
та или явления, которое может быть в каком-то смысле 
больше или меньше и которое можно точно оценить. 

Точная оценка величины называется ее измерением. 
Измерение происходит в результате процесса сравнения 
величины с некоторой величиной того же рода, принятой 
за единицу. Процесс сравнения зависит от рода рассмат¬ 
риваемых величин: для расстояний он один, для объемов 
— другой, для масс — третий и т.д. В результате измере- 
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ния величина получает определенное численное значе¬ 
ние при данной единице измерения. 

Величины играют большую роль в науке, особенно в 
физике. Почти все законы физики выражают связи меж¬ 
ду теми или иными величинами. Сила, масса, скорость, 
температура и т.д. — вот примеры физических величин. 

Геометрические величины — это свойства геомет¬ 
рических фигур, характеризующие их форму и размеры; 
это длина, площадь, объем, величина угла. 

Длины, площади, объемы — все это примеры неот¬ 
рицательных скалярных величин. Скалярные величины 
вполне определяются своими численными значениями 
при данной единице измерения. Для скалярных величин 
определяются отношения сравнения ("равно", "больше", 
"меньше”), сложение и умножение на действительные 
числа. При этом действия со скалярными величинами и 
их отношения равносильны таким же действиям и отно¬ 
шениям с их численными значениями. Никаких других 
свойств у скалярных величин не предполагается. 

При этом надо иметь в виду следующее: так как для 
величин данного рода определены действия сложения и 
умножения на число, то определить можно не отдельную 
величину, а множество всех величин (любого) данного 
рода. Так приходим к следующему определению. 

Множеством неотрицательных скалярных величин 
(некоторого рода) называется множество, для элементов 
которого выполняются следующие условия (аксиомы ве¬ 
личины): 

1. Любые два элемента (две величины) этого множе¬ 
ства сравнимы (либо они равны, либо одна из них боль¬ 
ше другой), т.е. в этом множестве введены отношения 
"равно" — " = ", "больше” — ">" и "меньше" — ”<" и для 
любых двух величин а и Ь либо а = Ь , либо а >Ь , либо 
а<Ь. 

2. Величины можно складывать, т.е. каждым двум 
величинам а и Ь однозначно сопоставляется некоторая 
величина С = а + Ь , называемая их суммой. 

3. Величины можно умножать на неотрицательные 
числа, т.е. каждой величине а и каждому числу ос > О 
однозначно сопоставляется некоторая величина Ь = ос а 
— произведение а на а. 
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4. Каждую величину а можно измерить некоторой 
величиной е , т.е. существует такое число Х е (а)> 0 , что 
а= Х е (а)-е . При этом 1е = е, т.е. Х е {е) = \. Число 

Х е (а) называется численным значением величины а при 
единице е . 

5. Действия над величинами и их отношения равно¬ 
сильны аналогичным действиям и отношениям с их чис¬ 
ленными значениями, т.е. во-первых, а —Ь , а>Ь или 
а <Ь тогда и только тогда, когда соответственно 
Х е (а) = Х е (Ь), Х е (а) > Х е (Ь) или Х е (а) < Х е (Ь) ; во-вто¬ 
рых, равенство С = а +Ь равносильно равенству Х е (с) = 
= Х е (а) + Х е (Ь) ; наконец, в-третьих, равенство Ь = а а 
равносильно равенству Х е (Ь) = <хХ е (а). 


§14. ОБЪЕМ ПРЯМОГО ЦИЛИНДРА 


Из всех рассмотренных нами тел проще всего устро¬ 
ен прямой цилиндр. Чтобы задать такой цилиндр С надо 
задать его основание () и его высоту Н (рис. 14.1). И, 
по-видимому, всем ясно, что его объем V тогда будет 
равен произведению площади 5 его основания на высо¬ 
ту Н , т.е. 


V = 8Н. 

Убедимся в справедливости 
этой формулы. 

14.1. Объем прямоугольного 
параллелепипеда. Формулу (1) 
для простейших прямых цилинд¬ 
ров — прямоугольных параллеле¬ 
пипедов и кубов — вы знаете с 
первых классов. И там вы выво¬ 
дили ее, например, для прямо¬ 
угольного параллелепипеда, длина 
основания которого была а, ши¬ 
рина основания была Ъ, а высо¬ 
та параллелепипеда была С. Ко- 


( 1 ) 
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нечно, там эти а, Ь, С были конкретными натуральными 
числами, например, а = 5 , Ь = 3 , С = 4 (рис. 14.2). И вы¬ 
вод формулы (1) состоял в том, что вы из единичных ку¬ 
биков (т.е. из кубиков с 
ребром, равным единице 
длины) ск лады вали этот па¬ 
раллелепипед: он составлял¬ 
ся из С слоев, в каждом 
слое было аЪ кубиков. Объ¬ 
ем единичного куба прини¬ 
мался за единицу. А тогда 
объем V параллелепипеда 
будет равен аЪс , т.е. V = 
= 8Н , поскольку 8 = аЬ и 
Н = С . 

Итак, формула (1) для параллелепипеда, у которого 
ребра измеряются натуральными числами, верна. 

Для рациональных чисел а, Ь , С всегда можно вы¬ 
брать такие натуральные числа т, П, 



а=5 

Рис.14. г 



т , п р 

р, ^, что а =—, о с ——, и из- 
Я Я Я 

мерять его объем кубиками, длины 

ребер которых равны —. Единичный 

Я 

куб можно сложить из д 3 таких куби¬ 
ков (рис. 14.3), т.е. объем каждого из 
1 


них равен —. Данный же параллеле- 
Рис.14.3 дг 

пипед можно сложить из тпр таких кубиков, т.е. его 
объем 


V = тпр • —г- 
Я 


”.”.Р = аЬс = 8Н. 

Я Я Я 


Итак, формула (1) верна и в этом случае. 

Наконец, если среди чисел а, Ь , С есть иррацио¬ 
нальные числа, то приближаем такие числа последова¬ 
тельностями рациональных чисел а п , Ь п , с п (выбирая 
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а 




А 


Рис.14.6 


С 



Рис.14.5 

И 



Рис. 14.7 


приближения с недостатком) и "исчерпываем" данный 
параллелепипед Р параллелепипедами Р п со сторона¬ 
ми а п , Ь п , с п (рис. 14.4). В итоге снова приходим к равен¬ 
ству (1). 

14.2. Объем прямой призмы. Теперь от прямоуголь¬ 
ного параллелепипеда можно перейти к любой прямой 
призме. Сначала любую прямую треугольную призму 
перестроим в равновеликий ей прямоугольный паралле¬ 
лепипед Р (рис. 14.5), подобно тому, как любой треуголь¬ 
ник Г может быть перестроен в равновеликий ему пря¬ 
моугольник (рис. 14.6). А затем уже любую прямую приз¬ 
му разбиваем диагональными сечениями на прямые 
треугольные призмы /),, ... , /)„, разбивая вначале ее ос¬ 
нование () на треугольники Т ѵ .... Т п (рис. 14.7). Тогда 
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К(Я) = К(Д)+ ... +Ѵ{О п )=8{Т х )Н + ... +5[Т п )Н = 

= №)+... +5{Т п ))Н=8Н. 

14.3. Общий случай. Тот же метод исчерпывания, 
о котором шла речь для прямоугольного параллелепипе¬ 
да с иррациональными длинами ребер, применяется, по 
существу, и для вычисления объема любого прямого ци¬ 
линдра С с основанием (), имеющим площадь 5\ и вы¬ 
сотой Н. Цилиндр С "исчерпывается" прямыми приз¬ 
мами С„, у которых высоты равны Н , а основания ко¬ 
торых ^ п "исчерпывают" основание ^ цилиндра С 
(рис. 14.8). Например, прямой круговой цилиндр С 
обычно "исчерпывают" вписанными в него правильными 
п -угольными призмами, неограниченно увеличивая чис¬ 
ло п (рис. 14.9). 


§15. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ОБЪЕМА ИНТЕГРАЛОМ 

15.1. О методах измерения объемов. Метод исчер¬ 
пывания, о котором шла уже речь в предыдущем пара¬ 
графе, был введен в Древней Греции в IV в. до н.э. одним 
из величайших геометров — Евдоксом, а самые сложные 
задачи об объемах этим методом в древности были реше¬ 
ны в III в. до н.э. Архимедом. Можно даже сказать, что в 
решении этих задач Архимед был предшественником со¬ 
временного интегрального исчисления. Если следовать за 
Евдоксом и Архимедом, то теперь мы должны были бы 
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Рис.15.1 


найти методом исчерпывания объем пирамиды, строя для 
нее "чертову лестницу" (рис. 15.1) и получив (в результате 
очень непростых доказательств) формулу, согласно кото¬ 
рой объем пирамиды равен одной трети произведения 
площади ее основания на высоту. Затем можно было бы 
перейти к объему конуса и объему шара. 

Но ведь вы уже знакомы сейчас с такими фундамен¬ 
тальными понятиями современной математики как про¬ 
изводная и интеграл. Эти понятия появились в конце 
XVII века в работах И.Нью- 
тона и Г.Лейбница, в част¬ 
ности, при решении геомет¬ 
рических задач, в том чис¬ 
ле и задачи об объеме тел. 

Воспользуемся этими совре¬ 
менными средствами. 

15.2. Выражение объе¬ 
ма через площади сечений. 

Теорема. Пусть те¬ 
ло Т лежит между парал¬ 
лельными опорными плос- Рис.15.2 

костями а и Р и а(х)— плоскость, лежащая между 
ними и удаленная от а на расстояние X (рис. 15.2). 
Пусть сечение тела Т плоскостью а(х) имеет площадь 

іУ(дс) и функция ^(х) непрерывна. Тогда объем V (т} 
тела Т выражается равенством 
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о 


где Н — расстояние между а и Р. 

□ Обозначим через V (х) объем части тела Т, лежа¬ 
щей между плоскостями а и а(х), где 0<Х<Н. 
Очевидно, V (Г) = V(Н) . Кроме того, положим V(О) = 
= 0 . Покажем, что V (х) имеет своей производной 8 (х) . 
Фиксируем некоторое значение X из интервала (0,//), 
выберем Дх>0 и рассмотрим слой Д Т тела Т между 
плоскостями сс(х) и сс(х+Дх) (рис.15.3). Если Дх доста¬ 
точно мало, то слой Д Т можно рассматривать прибли¬ 
женно как прямой цилиндр с высотой Дх. Это означает 
следующее. Для выбранного Дх можно построить пря¬ 
мые цилиндры Д С и Д С" с основаниями в плоскос¬ 
тях сс(х) и сс(х + Дх) такие, что цилиндр АС содержит¬ 
ся в ДГ, цилиндр Д С" содержит ДГ (рис. 15.4) и площа¬ 
ди их оснований 5"(Дх) и ^"(Дх) стремятся к ^(х), ко¬ 
гда Дх —> 0, т.е. 

Пт 5"(х) = Пт 8"(х) = 8(х). (2) 

Дх-40 ѵ ’ Лх—>0 ѵ ’ ѵ ’ ' 

(Последнее утверждение, верное в общем случае, 
можно проверить для каждого из конкретных тел, кото¬ 
рые будут рассмотрены далее.) 
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Объемы прямых цилиндров Д С и АС" выражаются 
равенствами 

Ѵ(АС') = 8'(Ах)-Ах , V (АС ") = $ "(Ах) • Дх . (3) 
Объем слоя Д Т обозначим через АѴ . Так как ци¬ 
линдр Д С содержится в слое АТ, а цилиндр АС" содер¬ 
жит слой АТ, то 

V (АС') < АѴ < (АС "). (4) 

Разделим все выражения в (4) на Дх>0 и, использо¬ 
вав (3), получим: 


$'(Дх)< — <8"{Ах). 
Ах 


(5) 


Переходя к пределу в (5) при Ах —> 0 и учитывая (2), 
получим, что существует 


Нт = 8(х), 

Лх-»о Ах 


( 6 ) 


т.е. ; производная функция Ѵ(х) равна ^(х). 

Следовательно, функция V (х ) является первообраз¬ 
ной функции $(х). При этом V (0) = 0 и V ( Н ) = V (Г). 
Поэтому по формуле Ньютона-Лейбница, доказанной в 
курсе алгебры и начал анализа, имеем: 

я 

Ѵ{Т) = Ѵ{Н)-Ѵ{ 0)= |$(х) ах, 

о 


что и требовалось доказать. 


§16. ОБЪЕМ ЦИЛИНДРА, КОНУСА, ШАРА 

Применим теорему предыдущего параграфа к вы¬ 
числению объемов некоторых тел. 

16.1. Объем цилиндра. В §14 мы нашли объем пря¬ 
мого цилиндра. Тот же результат верен и для любого ци¬ 
линдра. 

Теорема (об объеме цилиндра). Объем цилиндра 
(в частности, призмы) равен произведению площади ос¬ 
нования на высоту: 

V = 8Н. 


ометрия 
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□ Пусть ()(х) — сечение данного цилиндра плоско¬ 
стью, параллельной плоскости основания и проведенной 
на расстоянии X от нее. 

Расстояние X меняется от 0 до Я. Площади 5(х) 
всех сечений ()(х ) равны площади основания 5: 5 (х) = 
= 8. По формуле (1) §15 

Н НН 

V = \8(х) дх= \8дх=8\дх =8Н. Я 

О 0 0 

16.2. Объем конуса 

Теорема (об объеме конуса). Объем конуса (в 
частности, пирамиды) равен одной трети произведения 
площади основания на высоту: 


V -— 8Н. 

3 

□ Сечение конуса плоскостью, параллельной осно¬ 
ванию, подобно основанию. 
Если плоскость проходит на 
расстоянии X от вершины, 
то коэффициент подобия 

X 

равен — (рис.16.1). Поэто- 
Я 

му площадь сечения 5(х) 
такой плоскостью равна: 

х 

а. 



вд = 


5, 


где 5 — площадь основания. 

По формуле (1) §15 объем конуса К будет: 


Ѵ{К)= |5(х) дх = {З 


я- 


дх = 


Я' 


\х 2 дх 


Я 2 




и; 


я 


_1 

3 


8Н. 


о 
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Следовательно, V = — 8Н. 


16.3. Объем шара. 

Теорема (об объеме шара). Объем шара радиу¬ 
сом К выражается формулой 


ѵ=-як 3 . 

3 

□ Рассмотрим шар ради¬ 
усом К. Удобнее взять полу- 
шар — часть шара, ограничен¬ 
ную плоскостью, проходящей 
через центр (рис. 16.2). 

Плоскость у, параллелная 
плоскости а и проходящая от 
нее на расстоянии X, пересе¬ 
кает шар по кругу радиусом 

г К 2 - х 2 . Площадь 5(х) 



Рис.16.2 


этого круга равна п • (К 2 — X 2 ). Объем полушара равен, 

очевидно, половине объема шара V, а расстояние Н в 
формуле (1) §15 равно К. Поэтому эта формула дает: 

—V = я |(Л 2 -х 2 ) (Іх . 

2 о 


Вычисляем: 

я ( х зЛ 

|(Л 2 -х 2 )Л=Ьг 2 х-^- 

о V о у 



з 


1 ТЛ 2 о 

Следовательно, — V = — Ял 

2 3 


3 и Ѵ = -пК\ 


♦ 16.4. Объем тел вращения. Шар есть частный слу¬ 
чай тела вращения, состоящего из кругов (плюс, конеч¬ 
но, полюсы — концы оси вращения тела). Рассмотрим 
какое-нибудь такое тело. Введем на его оси вращения ко¬ 
ординату X, отсчитываемую от одного конца оси до дру¬ 
гого. Через концы оси проходят перпендикулярные ей 
опорные плоскости. Пусть Н — расстояние между ними. 
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Пусть г(х) — радиус круга, по которому тело вра¬ 
щения пересекается плоскостью, перпендикулярной оси 
и проходящей через точку с координатой X. Площадь 

этого круга равна п-г 2 (х). Поэтому, применяя форму¬ 
лу (1) §15, получаем для объема тела выражение 

V = п \г 2 (х) (іх . 

о 

*16.5. Объем шарового сегмента и шарового секто¬ 
ра. Аналогом сегмента круга (рис. 16.3а) является шаро¬ 
вой сегмент — часть шара, отсекаемая от него плоско¬ 
стью (рис. 16.36). Основанием шарового сегмента назовем 
тот круг, который получен в сечении шара плоскостью, 
отсекающей сегмент. Найдем объем шарового сегмен¬ 
та II, отсекаемого от шара радиуса К плоскостью сс 



(рис. 16.4). Проведем диаметр 
АВ шара Г, перпендикуляр¬ 
ный плоскости а, и обоз¬ 
начим через Н длину отрезка 
АС диаметра АВ , лежащего 
в сегменте II. Величина Н на¬ 
зывается высотой сегмента II. 
Обозначим через а х секущую 
плоскость шара Т, удаленную 
от точки А на расстояние X, 
где X б[0, Н] , и перпендику- 
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Я-ІІ+К Рис,1в.5 Я-Ѵ-К 

лярную диаметру АВ . Плоскость о. х пересекает сег¬ 
мент V по кругу радиуса г(х ), причем 
г 2 {х) - х(2 К -х). 

Интегрируя площади этих кругов от 0 до Н , по¬ 
лучаем 

я ( н ъ Л 

У{Щ = п\{2Кх-х 2 ) с!х = п-уШ 2 - —у (1) 

Шаровой сектор получают из шарового сегмента I/, 
добавляя или удаляя конус вращения. Если высота Н 
сегмента V меньше радиуса К исходного шара Т , то ша¬ 
ровой сектор ^ получают, добавляя к сегменту V конус 
К с вершиной в центре шара 7" и с основанием, совпа¬ 
дающим с основанием сегмента Я(рис. 16.5а). Если же 
Н>К, то шаровой сектор () получают, удаляя такой ко¬ 
нус К из сегмента Я(рис, 16.56). В первом случае, скла¬ 
дывая объемы II и К, получаем 

Ѵ(<2) = п(ш 2 -—1 +?Я(2Д -Н)(К-Н) = \пК 2 Н. 

V. 3 ) 3 6 

Проверьте, что и во втором случае приходим к тому 
же результату, т.е. имеет место формула 

г©) = !*я г я. 


( 2 ) 
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§17. ПЛОЩАДЬ ПОВЕРХНОСТИ 


17.1. Площади многогранных и развертывающихся 
поверхностей. Площадь поверхности многогранника, ес¬ 
тественно, равна сумме площадей его граней. Для боко¬ 
вых поверхностей цилиндров 



и конусов интуитивно ясно, 
что их можно развернуть на 
плоскость и затем подсчитать 
площадь полученной плоской 
области. При этом боковая 
поверхность прямого цилинд¬ 
ра перейдет в прямоугольник 
(рис. 17.1), длина одной сторо¬ 
ны которого равна длине гра¬ 
ницы основания цилиндра, а 
длина другой его стороны 
равна высоте прямого цилин¬ 


дра, или, что то же самое, равна длине его образующей. 
Например, если цилиндр был цилиндром вращения ра¬ 
диуса К и высоты Н , то разверткой его боковой поверх¬ 
ности будет прямоугольник со сторонами 2 пК и Я, а 


потому площадь такого прямоугольника равна 2 пКН. 
Итак, площадь боковой поверхности цилиндра вращения 
радиуса К и высоты Н равна 2 пКН. Добавив к этой 


площади площади оснований цилиндра, получим для пло¬ 


щади поверхности цилиндра 5 Ц формулу: 



Рис. 17 . г 
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$ ц =2пШ+2пК 2 . (1) 

В результате развертки 
боковой поверхности кону¬ 
са в общем случае получим 
некоторую область (), похо¬ 
жую на сектор (рис. 17.2а). 

Такая область () отсечена 
от некоторого плоского уг¬ 
ла кривой линией у. На¬ 
пример, если развернуть бо¬ 
ковую поверхность пирами¬ 
ды, то кривой линией у бу¬ 
дет ломаная (рис. 17.26). В Рис.17.г 

том случае, когда конус был 

конусом вращения с радиусом основания К и образую¬ 
щей Ь , кривая у будет дугой окружности, радиус кото¬ 
рой равен Ь, а длина этой дуги равна 2пК (рис.17.2в). 
Подсчитаем площадь этого сектора (). 

Площадь крута О радиуса Ь равна 71 1?, а длина его 
окружности равна 2кЬ. Площадь 5 (()) сектора ^ со¬ 
ставляет от площади И такую же часть, какую составля¬ 
ет длина дуги у от длины 2л іЬ всей окружности. Поэто¬ 
му имеем: 

=пік - 

Итак, площадь 5 бк боковой поверхности конуса вра¬ 
щения с образующей Ь и радиусом К выражается фор¬ 
мулой 

5 б.к. = пЬК • ( 2 ) 

Добавив к $ бк площадь основания конуса враще¬ 
ния, получим для площади его поверхности 5 К формулу: 
$ к = пЬК + пК 2 . 

Площадь боковой поверхности 5 б у усеченного ко¬ 
нуса вращения с радиусами оснований К и Г и длиной 
образующей (І (рис. 17.3) легко найти вычитанием площа¬ 
дей боковых поверхностей конусов вращения, из кото- 
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рых получен рассматриваемый усеченный конус. Их ос¬ 
нования имеют радиусы К и г, а их образующие обоз¬ 
начим Ь и / . Тогда Ь-1 = сі и 

5 б у = пКІ -пгі = пК(і + сі)- пгі = 

= пМ + пІ(К - г). (3) 

Так как (см. рис. 17.4) — = ———, то 

г К-г 

1(К -г) = Ы. 

Подставляя это в равенство (3), получаем формулу 
для боковой поверхности усеченного конуса вращения: 

5 б.у =п ( К+г № ■ (4) 

17.2. Площадь сферы. Площадь 
искривленной поверхности, которую 
нельзя развернуть на плоскость, вы¬ 
числяют так. Разбивают поверхность 
на такие куски, которые уже доста¬ 
точно мало отличаются от плоских. 
Потом находят площади этих кусков, 
как если бы они были плоскими (на¬ 
пример, заменяя их проекциями на 
плоскости, от которых поверхность 
Рис. 17.5 мало отклоняется). Сумма их площа¬ 
дей и даст приближенно площадь 
поверхности. Так поступают на практике: площадь по¬ 
верхности купола получается как сумма площадей по¬ 
крывающих его кусков листового металла (рис.17.5). Еще 
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Рис.17.6 



Рис.17.7 


лучше это видно на примере земной поверхности. Она 
искривлена — примерно сферическая. Но участки, не¬ 
большие в сравнении с размерами всей Земли, измеряют 
как плоские. 

Вычисляя плоскость сферы, описывают вокруг нее 
близкую к ней многогранную поверхность. Ее грани бу¬ 
дут приближенно представлять куски сферы, а ее пло¬ 
щадь дает приближенно площадь самой сферы. Ее даль¬ 
нейшее вычисление основано на следующей лемме. 

Лемма. Объем V (Р) многогранника Р, описан¬ 
ного вокруг сферы радиуса Я, и площадь ^(Р) его по¬ 
верхности связаны соотношением 

К(Р) = Іі(Р) *. (5| 

Замечание: Аналогичным соотношением связаны 
площадь 5 (0) многоугольника <2 , описанного вокруг круга ра¬ 
диуса К , и его периметр І^{<2) (рис. 17.6): 

ад = -ад-я. 

2 

□ Опишем вокруг сферы какой-либо многогран¬ 
ник Р. Пусть у него П граней 0 Х< ... , 0 п . Разобьем Р на 
пирамиды Т ѵ ..., Т п с общей вершиной в центре О и с 
гранями Оу ..., 0 п в основаниях (рис.17.7). 
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Каждая такая грань ^ і лежит в касательной плоско¬ 
сти сферы и, значит, перпендикулярна радиусу сферы в 
точке касания. Значит, этот радиус есть высота пирами¬ 
ды 7) . Поэтому ее объем будет: 

р(г,)=І5(е,)*. 

где 5(2, ) — площадь грани ^ і . Сумма этих площадей 
дает площадь 5 (Р) поверхности многогранника Р, а 
сумма объемов пирамид 7] — его объем V[Р] . Поэтому 

П7>) = І5(7>)7?. ■ 

Теорема (о площади сферы). Площадь сферы 
радиуса К выражается формулой: 

5 = 4 тс/? 2 . (6) 

□ Пусть дана сфера радиуса К. Возьмем на ней П 
точек, не лежащих в одной полусфере, и проведем через 
них касательные плоскости к сфере. Эти плоскости огра¬ 
ничат многогранник Р п , описанный вокруг сферы. Пусть 

Ѵ п — объем многогранника Р п , 8 п — площадь его по¬ 
верхности, V — объем шара, ограниченного рассматри¬ 
ваемой сферой, и 8 — ее площадь. 

Будем увеличивать число П выбранных точек и 
брать их на 5 все гуще. Например, возьмем достаточно 
густую сеть параллелей и меридианов и выберем точки 
их пересечения. Тогда выполняются приближенные ра- 

V 

венства: Ѵ п * V и 8 п ~ 8. Поэтому величина —— будет 


сколь угодно мало отличаться от числа —. С другой сто- 

8 

Ѵ„ 1 п 

роны, согласно лемме — — — К при всех П . Поэтому два 

8 п 3 
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числа — и — К отличаются сколь угодно мало. Это воз- 

5 3 

можно только в случае равенства эти чисел. Следователь¬ 


но, 


— = — К. Отсюда 

5 3 


5 


ЗѴ_ 

К 


3-4 пК ъ 
3 К 


4пЯ 2 . ■ 


♦17.3. Площадь сферических многоугольников. Мы 

уже говорили в п.4.2, что роль отрезков в сферической 
геометрии играют дуги больших окружностей сферы (не 
больше полуокружности). Поэтому ломаной на сфере ес¬ 
тественно назвать фигуру, составленную из таких дут, 
подобно тому, как составлена ломаная на плоскости из 
отрезков (рис. 17.8). Как и на плоскости, замкнутая 
ломаная на сфере называется простой, если она не имеет 
самопересечений. 

Каждая простая замкнутая ломаная на сфере разби¬ 
вает ее на две области, которые называются сферически¬ 
ми многоугольниками (рис. 17.9). Сама ломаная при этом 
называется границей этих многоугольников, а ее звенья 
и вершины соответственно сторонами и вершинами ог¬ 
раниченных ею многоугольников. 

Измеряется угол сферического многоугольника в 
его вершине углом между лучами, идущими из этой вер¬ 
шины и касательными к его сторонам, если соответст¬ 
вующий угол многоугольника выпуклый, или его допол¬ 
нением до 2п, если угол многоугольника не выпуклый 
(рис. 17.10). 

На плоскости многоугольник с наименьшим числом 
сторон и вершин — это треугольник. На сфере имеются 
двуугольники (рис. 17.11), две вершины которых диамет¬ 
рально противоположны, а сторонами которых являются 
две полуокружности больших окружностей. 

Выразим площадь двуугольника через его углы и ра¬ 
диус сферы. Пусть 0. — двуугольник с вершинами А 
и А' на сфере 5 радиусом К, и а — угол двуугольни¬ 
ка (), причем а < П (рис. 17.12). Тогда а равен величине 
двугранного утла, ребром которого является прямая А А' 
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Рис.17.10 Рис.17.11 


и в гранях которого лежат стороны двуугольника (). Яс¬ 
но, что площадь 8(()) двуугольника 0^ составляет ту 

часть от площади всей сферы 8, которую составляет его 
угол от 2к, т.е. 

5(6) а 

4 7ІІ? 2 271 

Поэтому 

8@) = 2аК 2 (?) 

(угол а измеряется в радианах). И 

Оказывается, что площадь 5 (Т ) сферического тре¬ 
угольника Т, лежащего на сфере 8 радиусом К , выра¬ 
жается через утлы а, Р, у этого треугольника по форму¬ 
ле: 




5 (Г) = (а + Р + у -7і)і? 2 . (8) 

Действительно, проведем большие окружности, на 
которых лежат стороны треугольника Т. Эти большие 
окружности образуют на сфере три пары двуугольников 
с углами а , р , у . Эти шесть двуугольников покрывают 
всю сферу. При этом треугольник Т и диаметрально про¬ 
тивоположный ему треугольник Т' покрываются трех¬ 
кратно (двуугольником из каждой пары), а остальную 
часть сферы двуугольники покрывают без перекрытий 
(рис.17.13). Поэтому сумма площадей всех шести 
двуугольников больше площади сферы 5 на 25(7’) и 
25(7’'), т.е. на 45(7’), так как 5(7’) = 5(7’') . Итак, ис¬ 
пользуя (7), имеем: 

4пК 2 =4аТг 2 +4р7г 2 +4у7г 2 +45(7’), (9) 

откуда и вытекает (8). ■ 

Разность а + Р + у -71 назы¬ 
вается избытком треугольника Т 
и обозначается 5(Г). 

Доказанная формула (8) те¬ 
перь может быть выражена так: 
площадь сферического треуголь¬ 
ника пропорциональна его избыт¬ 
ку. 

Зная формулу для площади 
сферического треугольника, те¬ 
перь легко найти выражение для 
площади любого простого сфе¬ 
рического многоугольника Р. 

Назовем поворотом много¬ 
угольника Р в его вершине А, 
имеющей угол а (А), разность 

т р (А) = 71 - а(А) . Границу много¬ 
угольника Р обозначим символом 
дР и ее поворотом т(37 > ) назо¬ 
вем сумму поворотов т р(А) во 
всех вершинах А € Р. 





( 10 ) 


Если число вершин Р равно П, то 

х{дР) = пп- Х а М)- 

АеР 

т.ѳ. поворот границы Л-угольника показывает, насколько 
величина (и-2)71 отличается от суммы его углов. Для 
простых многоугольников на евклидовой плоскости их 
поворот всегда равен 271, так как сумма углов любого 
плоского П -угольника равна (п - 2)71. Для сферического 
простого многоугольника имеет место слудующая теоре¬ 
ма: 

Теорема (о площади сферического многоуголь¬ 
ника). Площадь простого многоугольника Р на сфере 5 
р ади усом К И поворот его границы связаны равенством 

5(Р) = (2ті-т(0Р))Д 2 . (П) 

□ Докажем равенство (11) индукцией по числу вер¬ 
шин П -угольника Р. Для п = 2 и 
/7 = 3 оно имеет своими частными 
случаями уже доказанные равен¬ 
ства. 

Предположим, что (11) верно 
для всех многоугольников, число 
вершин которых меньше П , и ус¬ 
тановим его для П -угольника Р . 

Разобьем произвольный П - 
угольник Р какой-нибудь диаго- 
Рис. 17.14 налью на многоугольники Р' и 

Р" с меньшим числом вершин 
(рис. 17.14). Тогда легко подсчитать, что 

2п+х{дР) = х(дР') + х{дР"). (12) 

Так как 

$(Р') = ( 2 т 1 -т(дР'))Я 2 

и 

$(/>") = (271 -т(0Р"))Я 2 , 



то 


5(Р) = 8{Р') + 8(Р") = (471 - т(0Р') - т(0Р"))Я 2 = 
= (2п-х(дР))К 2 . Ш 
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♦ 17.4. Площадь сферического сегмента и сферичес¬ 
кого пояса. Сначала заметим, 
что соотношение (5), доказан¬ 
ное в лемме п.17.2, имеет го¬ 
раздо большую общность. Рас¬ 
смотрим некоторую сферу ра¬ 
диуса К и на ней фигуру Р 
(рис. 17.15). Назовем шаровым 
сектором с основанием Р фи¬ 
гуру, образованную радиусами, 
проведенными во все точки 

фигуры Р. Рис 17 15 

Частные случаи шаровых 

сегментов уже были рассмотрены в п.16.5. Обобщением 
леммы п.17.2 является следующее: 

Лемма. Площадь 5 области на сфере радиу¬ 
са К и объем шарового сектора, основанием которого 
служит данная область, связаны формулой 

V =-8К (13) 

3 

□ Пусть на сфере дана фигура Р и пусть () — ша¬ 
ровой сектор с основанием Р. Опишем вокруг шара 
многогранник и вырежем из него "сектор" пирамидой с 
вершиной в центре шара, заключающей шаровой сек¬ 
тор Если 8 р — площадь поверхности, вырезанной из 

поверхности многогранника, а Ѵ Р — объем, то, как и в 
лемме п. 17.2, Ѵ р = — 8 р К. Поэтому в пределе, когда 


Ѵ р —> V и 8 Р —> 8, получаем формулу (13). ■ 

Зная формулу (13), можно находить площади неко¬ 
торых частей сферы. 

Сферическим сегментом назовем часть сферы, от¬ 
сеченную от нее любой плоскостью (рис. 17.16а). Сфе¬ 
рическим поясом назовем часть сферы, лежащую между 
двумя параллельными плоскостями (рис. 17.166). Высотой 
сферического пояса называется расстояние между этими 
плоскостями. На сферический сегмент можно смотреть 
как на частный случай сферического пояса, когда одна 
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а) -- 

Рис.17.16 

из секущих плоскостей стала касательной. Ясно, что вы¬ 
сота сферического сегмента — это высота соответствую¬ 
щего ему шарового сегмента. 

Согласно (13) и результатам п.16.5 для площади 8р 
сферического сегмента Г) и объема V соответствующе¬ 
го ему шарового сектора (2 имеет место равенство: 

-кК 2 Н = -8 0 К. 

3 3 

Иэ этого равенства получаем, что 

8 0 = 2пКН , (14) 

где Н — высота сегмента И. 

Убедитесь, что такая же формула справедлива и для 
площади сферического пояса, так как пояс является раз¬ 
ностью двух сегментов. 



ЗАДАЧИ С РЕШЕНИЯМИ 
ЗАДАЧИ К §14 

4.1. В параллелепипеде АВС0А х В 1 С 1 0 1 грани АВСИ и 
АА,В,В — квадраты со стороной й. АА х АО =<р. Найдите 
объем параллелепипеда (рис.Р3.55). 

^ Если <р = 90", то объем равен сі 3 (?). Если ф * 90", то 
данный параллелепипед не является прямым. А формула объе- 
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ма известна пока только для прямого цилиндра и, значит, для 
прямого параллелепипеда. Как же быть? 

Внимательно рассматривая рисунок Р3.55, можно заме¬ 
тить, что так как (АВ)±(АА 1 ) и(АВ)±(АО), то (АВ)1.(А 1 АО). Но 


ведь нам ничто не мешает 
считать основанием паралле¬ 
лепипеда грань АА^Б^О. А то¬ 
гда параллелепипед становится 
прямым! 

Найдем его объем: 

V =Б Н = А 2 аіп ф й? = 

= <І 3 5ІП ф . 


С в 



Заметим, что ответ V — Рис.Р3.55 

— д? для случая, когда ф - 90°, входит частным случаем в по¬ 
лученный результат. Поэтому, окончательно, имеем: 

V = д. 3 зіп ф. А 


4.2. Диагональ прямоугольного параллелепипеда равна 1 
и составляет с двумя ребрами основания углы а и (3. Чему 


равен объем параллелепипеда? 

^ Как правило, при решении 
таких задач идет работа с формулой 
объема. В этой формуле какие-то 
величины оказываются неизвестны¬ 
ми и задача сводится к тому, чтобы 
эти неизвестные величины выра¬ 
зить через известные. 

Сделаем рисунок (рис.Р3.56): 
он вряд ли требует разъяснений. 
Пожалуй, стоит заметить, что так 
как все диагонали в прямоугольном 
параллелепипеде равны, то можно 
рисовать любую из них. 

Итак, пишем формулу объема 



Рис.Р3.56 


V = 5 Н {V — объем, 5 — площадь основания, Н — высо¬ 
та). Но 5 = АБ • БС , Н = ББ І . Обозначим для удобств — 


АО = х , БС — у , ББ 1 - г . Тогда 

х = сот (?), у = соіР (?), 

г = д/і-х 2 -у 2 = ^1-со5 2 а-соі 2 р (?). 


>еометрия 




322 


Окончательно, 

V = соха • сохр-/і - сох 2 а - сох 2 (3 . 

Вроде бы ответ получен, но одно обстоятельство настора¬ 
живает: под знаком радикала стоит выражение — откуда мы 
знаем, что оно положительное? И вот еще, в окончательном 
выражении для объема находятся косинусы, но ведь они тоже 
не обязаны, вообще говоря, быть больше нуля. А объем — все¬ 
гда положителен. 

Вот с этим-то мы сейчас и будем разбираться. 

Сначала — косинусы. Они положительны потому, что яв¬ 
ляются косинусами острых углов в прямоугольных треугольни- 
ках(?). 

Выражение 1-сох 2 а-сох 2 р сначала упростим, 

1 - сох 2 а - сох 2 р = х/и 2 а - сох 2 р . 

Нам надо, чтобы х/и 2 а-сох 2 Р было больше 0. Имеем: 

х/и 2 а -сох 2 р > 0 о х/и 2 а > сох 2 р о х/иа > сохР 
(т.к. углы а и Р — острые). Но 

х/и а = ЁЁі. = АВ ., Р = сох-——- = СБ . 

5,0 1 5,0 

Так как Л5, > СО (?), то понимаем, что подкоренное выраже¬ 
ние положительно. 

К этому же итогу мы придем, выясняя, при каких а и Р 
существует наш параллелепипед. Таковой существует тогда и 
только тогда, когда а>0, Р > 0 , а + Р>90’(?). Первые два ог¬ 
раничения подразумеваются, а далее имеем 

а + Р > 90" о а > 90° - р о х/и а > х/и (90° - Р) (?) о 
о х/и а > сох Р . 

Вот теперь можно поставить точку. 

4.3. Диагональ осевого сечения цилиндра равна 2. Какой 
из таких цилиндров имеет наибольший объем? В каких грани¬ 
цах находится объем такого цилиндра, если радиус цилиндра 

изменяется в промежутке ^0;^ ? 

^ Эта задача — стандартная, но именно в ее решении 
все должно быть четко. 



323 


Рисунок к ней достаточ¬ 
но сделать планиметрическим 
(рис.РЗ.57). Здесь прямоугольник 
АВСБ — осевое сечение цилинд¬ 
ра, АС = 2, АО — диаметр осно¬ 
вания цилиндра, СО — его высо¬ 
та. Тогда 

V =5 Н = 7Г ОБ 2 СО . 
Обозначим Ой = х , СО = у . По- 



лучаем 

у = 7 С*Х^ 'у. Рис.РЗ.57 


Нам нужно придти к объему как функции от одной пере¬ 
менной. Поэтому нужна какая-то связь между переменными х 

и у. Она находится из А АСО . АС 2 = АБ 2 +СБ 2 , отсюда 


4х 2 + у 2 = 4 . 

Проще будет (без радикалов!), если из последнего равенст¬ 
ва выразить х 2 и полученное для него выражение подставить в 
выражение для объема. 

Имеем 


х 


2 



Тогда 



7(4 -У 2 )у. 

4 


Дробь — можно пока убрать из рассмотрения — не в ней 
4 

(константе) дело. Поэтому будем рассматривать вместо объе¬ 
ма V другую более простую функцию V = (4 - у 2 )у = 4 у-у 3 ■ 
Именно ее будем исследовать и начнем с границ для перемен¬ 
ной у. 

По смыслу задачи 0 < у < 2 , но исследование удобнее ве¬ 
сти на [0;2]. Теперь V ' = 4 - Зу 2 , 

Найденное значение у попадает в промежуток [0;2]. 



324 


Считаем: К (0) = 0 


V (2) = 0, 


г _2_ л 
ѵѴзу 


Ібл/з 

9 


Значит 


при 



функция К 


а тогда и К достигает наибольшего 


значения. 


Подсчитав соответствующее значение 


Л 

Л 


жем ответить на вопрос задачи. Наибольший объем имеет та¬ 
кой цилиндр, в котором отношение высоты к радиусу рав¬ 
но Л. (Такой результат получится при любом значении диаго¬ 
нали осевого сечения). 

А теперь перейдем ко второму вопросу задачи. 


Если 0 < х < — , то — Л й у < 2 (?). Удобнее взять — Л< 
3 3 3 

о 2 

<у<2. Критическое значение переменной у , равное —= , не 

Л 


лежит в этом промежутке!?). 


V на этом промежутке отрицательна!?). Но тогда V на 
этом промежутке убывает. Поэтому наибольшее значение 

V (V ) достигается при у = Л, а наименьшее — при у = 2 . 

Учитывая, что у <2, окончательно получаем 


0<К 


4 Л 

<-71 . 

27 


4.4. В кубе расположен цилиндр так, что его ось лежит 
на диагонали куба. В каком положении он имеет наибольший 
объем? 

^ Особенностью этой задачи является нестандартная 
конфигурация куба и цилиндра. Ее надо хорошо "увидеть", 
прежде, чем решать задачу и даже прежде, чем делать рисунок. 

Надо увидеть, что основания в цилиндре наибольшего объ¬ 
ема "упираются" в грани куба, каждое основание — в три со¬ 
седних грани куба; надо увидеть симметричность его положе¬ 
ния относительно диагональной плоскости куба. 

После этого делаем рисунок, причем сам цилиндр рисо¬ 
вать не будем (рис.РЗ.58). Здесь АВСВА 1 В 1 С 1 О і —куб. О и О, 


— центры оснований цилиндра, К и Ь — точки, в которых 
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В, С, 




Рис.Р3.59 


основания цилиндра "упираются" в грани куба. Теперь ясно, 
что вся информация для решения задачи содержится в сечении 
куба АА Х С Х С . Вынесем его отдельно (рис.Р3.59). Пусть ребро 
куба равно 1 . Тогда в прямоугольнике ЛЛ,С,С АА 1 — 1, АС = 
= 42, А Х С = Уз. 00 1 — высота цилиндра, обозначим ее Я . 


О х Ь и ОК — радиусы оснований цилиндра, обозначим их г. 

Для объема V цилиндра имеем V = и-г Я . Уберем одну 
из переменных. Можно заметить, что 

А,О х =ОС =^{А х С-ОО х ) = ^ф-Н) (?). 


Из АА,АС имеем 


АА, 

Ц^СА = — 


1 

Л' 


Из Д КОС имеем 


ОК = ОС 1%/Л Х СА , 


значит 




V =7Г - — (Ѵз -Я) 2 Я. 

8 

К = (л/3-Я) 2 Я, где 0<Я <Ѵз. 


Тогда 
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Дальше —выкладки на [0,'л/3] 

V ' = 3 - 2 -УзЯ 2 + Я 3 , 
Я =л/з 


Г=0о 


я =— -Уз. 

3 


•Уз 

к{Ѵз) = 0, поэтому при Я =- К, 


а значит и К достигает 


наибольшего значения (?). 

Осталось заметить — найденное значение для Я показы¬ 
вает, что оно равно ^ диагонали куба, а центры оснований ци¬ 
линдра делят диагональ куба на 3 равные части. ^ 

4.5. Площадь боковой грани правильной треугольной 
призмы равна 1. Какая из таких призм имеет наибольший 
объем? 

^ Задача проста, но ответ не типичен. На рисунке Р3.60 
ребро основания правильной треугольной призмы обозначено 
через х , а ее высота через у. 

По формуле объема 



Имеем 

5 = -х 2 

2 

Тогда 


V =5Н . 

Уз Уз 


(?)• 


Рис.РЗ.60 


ѵ _ Уз 2 

V =- ху . 

4 

По условию площ адь бо¬ 
ковой грани равна 1, поэтому 

, 1 
х ■ у = 1, откуда у = — . Тогда 
х 


„_Ѵз 

V = —х 
4 


2 1 _ 


л/з 


■X . 


х 4 

При этом 0 < х < +оо (?). 

Как видим, функция V(х) — линейная. На указанном про¬ 
межутке она не имеет наибольшего значения. 

Поэтому ответ на вопрос задачи буквально такой — ника¬ 


кая. 
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4.6. При каком условии достигает граничных значений 
объем прямоугольного параллелепипеда, у которого сумма 
трех измерений равна 1 ? 

^ Обозначим измерения прямоугольного параллелепипе¬ 
да х , у , 2 . Тогда, согласно условию х + у +2 — 1 . Объем V 
параллелепипеда в нашей задаче решен произведению его изме¬ 
рений, т.е., 

V = хуг. 

Из этой формулы, использовав условие, можно исключить 
одну из переменных, например 2 : 

2 = 1-Х-у. 

Тогда 

V = х-у(\-х-у). 

Попытки убрать из этого выражения еще одну перемен¬ 
ную бесплодны, ибо никакой связи, кроме данной в условии, 
между ними нет. А находить экстремальные значения для фун¬ 
кции от двух переменных в общем случае в школе не учат. 

Что же делать? 

Может быть вам известно неравенство Коши для неотри¬ 
цательных переменных? Оно выглядит так 

/- X, +х, + ... +х. 


Здесь п — число переменных, слева записано их среднее 
геометрическое, а справа — их среднее арифметическое. 

Для двух переменных оно выглядит так 

I - х. + х 7 _ г-г а + Ь 

у]х : х 2 < ■ или, более привычно, ѵао < —— . 

В нашей задаче переменных три — х , у , 2 . Так как они 
положительны, то запишем для него неравенство Коши: 

,1 - Х+у + 2 ' 

■ 

Так как по условию х+у + 2 = 1 , то 


< : 


УІХ. У2 


откуда 


то есть, 
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А когда V — — ? Дело в том, что равенство между сред¬ 
ним геометрическим положительных чисел и их средним ариф¬ 
метическим достигается, и происходит это тогда, когда все чис¬ 
ла равны. 

Итак, наибольшее значение объема равно ~ и достига¬ 
ется оно при х = у = г , то есть в кубе. 

Доказательство неравенства Коши можно найти во многих 
задачниках по алгебре. 

4.7. Дан полушар. В каком положении находится в нем 
цилиндр, имеющий наибольший объем? 

^ Поначалу задача немного пугает — во-первых, полу- 
шар вместо шара, во-вторых, цилиндр может располагаться в 
нем множеством способов. Какой же выбрать? 

Выберем два наиболее определенных положения цилиндра 
в полушаре. 

Первое — когда центр одного его основания совпадает с 
центром полушара (то есть с центром того шара, от которого 
остался полушар). Ясно, что такой цилиндр будет иметь наи¬ 
больший объем, когда второе его основание будет находиться 

_ на поверхности полушара. 

Ъ у'*' Второе — когда одна из 

/С . \ образующих его поверхности 

/ \ лежит в плоскости большого 

/ \ круга данного полушара и про- 

/ | _] ходит через его центр. Ясно, 

Д К г\ N15 что такой ЦилинАР будет иметь 

наибольший объем, когда его 
основания будут "упираться" в 

РисРЗбі полусферу. 

Рисунок будем делать сра¬ 
зу же планиметрическим, проведя самое "информативное" се¬ 
чение данной конфигурации (рис.РЗ.61). 

В первом случае на рисунке Р3.61 АВ — диаметр полуша- 
Р а . О — центр полушара и одного основания цилиндра, КЬМЫ 
— осевое сечение. Обозначим АВ = 2К , Ш = 2х , КЪ = у . 
Тогда 

V =71 КО 2 КЪ =тг х 2 у. 

Из треугольника ОМЫ имеем ОИ 2 + ИМ 2 = ОМ 2 , то есть, 
х 2 +у 2 =Л 2 ^х 2 =Л 2 -у 2 , 


N В 


Рис.РЗ.61 
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поэтому 

V = п-(К 2 -у 2 )у. 

Дальнейшие вычисления приводят к такому наибольшему 
значению объема 

,?| - 

Во втором случае на рисунке Р3.61 АВ — диаметр полуша¬ 
ра, КМ — образующая цилиндра, КЬММ — его осевое сечение. 
Обозначим АВ = 2 К , КЪ = 2х , КМ = у. Тогда 

V = тг-(^) 1°* =кх 2 -У- 


Из треугольника ОМЫ имеем ОМ 2 + ММ 2 — ОМ 2 , то есть 


+ {Ъс ) 2 = К 2 



поэтому 

К =-^(4 К 2 -у 2 )у. 

Іо 

Дальнейшие вычисления приводят к такому наибольшему 
значению объема 


Ѵ 2 



(?) 


Осталось сравнить Ѵ 1 и Ѵ 2 и получить ответ. 

4.8. Объем правильной треугольной призмы равен V, 
угол между диагоналями двух граней, проведенных из одной 
вершины, равен а . Найдите сторо- ^ 5/ 

иу основания призмы. 

/\ Задача как бы обратная: 
обычно находят объем, зная линей¬ 
ные элементы, а здесь предлагается 
сделать наоборот. Ничего страшно¬ 
го. А 

На рисунке Р3.62 введены все 
необходимые обозначения: 

АВ = ВС = АС = х , 

АА І = ВВ І = СС і = у. Рис.Р3.62 

Согласно условию имеем такие зависимости: 



С 
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V = -Уз х 2 у; 


(х 2 + у 2 )2-х 2 , . , „ . 

С 05 а = ---г- (из ЬА\В Х С . 

2 (х 2 +у 2 ) 

Отсюда получаем систему 
4Ѵ 


х 2 у- 


1 +- 


Ѵз 


1 


2(1 - со5 а) 


Из первого уравнения выражаем х 2 , подставляем полу¬ 
ченное выражение во второе уравнение и получаем уравнение, 
из которого находим у : 


А тогда 


= 4Ѵ ( 


ѴЗІ2(1 -С05(Х) У 


2 УІѴ 
ІІЗу[у 


ЗАДАЧИ К §15 

4.9. Через диаметр основания цилиндра проведена плос¬ 
кость под углом ф к основанию. Радиус цилиндра равен Я. 
Найдите объем отсеченной части цилиндра. 

Заметим, что отсеченных от 
цилиндра частей две. Условимся ис¬ 
кать объем той части цилиндра, ко¬ 
торая имеет меньший объем. 

Вид этих частей существенно 
зависит от величины угла ф. Будем 
считать, что величина угла ф такова, 
что отсеченные части цилиндра име¬ 
ют вид, изображенный на рисунке 
Р3.63. 

На этом рисунке видны две 
симметричные относительно (ОСИ ) 
части. Найдем объем одной из них, а потом удвоим полученный 
результат^). 
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Запишем формулу объема через интеграл 

я 

V = /5(лг) іх . 

О 

Здесь х - |АВ|, 5 (л:)— площадь прямоугольного треуголь¬ 
ника КЬМ с катетами КЪ и ЬМ и острым углом ф = 

= /.ЬКМ . Поэтому 

1 я 

V = — /#ф-||АХ| сіх , но |АХ| = -х 2 + 2Ях (?), 

2 о 

Тогда 

ѵ - +2Ах) іх = ^А 3 ^ф, 

^ о о 


а объем отсеченной части равен — л /#ср . 

Тот же результат можно получить, проводя сечения пер¬ 
пендикулярно ( ОС ). 

Теперь рассмотрите величину угла ф , при которой плос¬ 


кость сечения пересечет и другое основание цилиндра, причем 
не по его диаметру, 


ЗАДАЧИ К §16 

4.10. Как иайти объем усеченного конуса, зная радиусы 
его основания и высоту? 

^ Эту задачу можно решить несколькими способами. 

1. Объем усеченного конуса V вычислим как разность 
объемов двух конусов: V =Ѵ 2 —Ѵ 1 , 

где Ѵ 2 — объем большего конуса, а 
Ѵ х — объем меньшего конуса. Вве¬ 
дем следующие обозначения: 

К — радиус большего основа¬ 
ния усеченного конуса, 

г — радиус меньшего основа¬ 
ния усеченного конуса, 

Н — высота усеченного кону¬ 
са, 

Л— высота меньшего конуса. 
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На рисунке Р3.64, показано осевое сечение двух конусов 
— большего и меньшего, а также осевое сечение усеченного 
конуса. Согласно принятым обозначениям, 

0 1 Л 1 = Я, 0 2 А 2 = г, 0 Х 0 2 = Я, Р0 2 = к 
Запишем формулы для объемов: 

Ѵ, = ~иг 2 к, К 2 = 1яЛ 2 (Я + Л). 

Тогда 

V = |я(Л 2 (Я+Л)-г 2 Л). 

В этом равенстве нам известна величина Я. Выразим 
ее через данные величины. Из подобия треугольников Р0 1 А 1 и 


Р0 2 А 2 имеем: 


откуда 


Я+А К Н , К 

-= — ИЛИ-1- 1 = — , 

кг к г 


к — Я:[ —-1 
г 


Нг 


К-г 


Тогда 


V = -п-(К 2 Н + к(К 2 -г 2 )) = 


= -п(К 2 Н+Нг-(К+г)) = -п-Н-(К 2 +Кг + г 2 ). 

«3 О 

2. Этот же результат можно получить иначе. Так как мень- 

у 

ший и больший конусы подобны, то — = к 3 , где к — коэф- 

^2 

фициент подобия. Тогда 

V = ѵ 2 -ѵ, = ѵ 2 -к 2 ѵ 2 = (\-к 3 )-ѵ 2 . 


Но к 


г 

—, значит, 
К 


V = 


1- 





Ѵ 2 . 
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Далее, Ѵ 2 = — я • К 3 (Я + к ), 


гН 


Н +И 


= к 


откуда получаем 


К-г 

после чего приходим к той же фор¬ 
муле. 

3. Наконец, можно вычислить 
объем усеченного конуса как объем 
тела вращения, используя интеграл. 

Рассмотрим в системе коор¬ 
динат трапецию ОАВЮ, вращением 
которой вокруг оси х получаем 
усеченный конус (рис.Р3.65). Тогда 
ОА — радиус меньшего основания, обозначим его г, ИВ — 
радиус большего основания, обозначим его К, Ой — высота 



конуса, которую обозначим Я . 

Формула объема через интеграл для тела вращения выгля¬ 
дит так: 

V =тг-1/ 2 (д :)<Ь. 

о 


Здесь у — /(х)— выражение для функции, график кото¬ 
рой вращается вокруг оси х , 0 и Я — границы интегрирова¬ 
ния. В нашем случае уравнение отрезка АВ запишем в виде 
У — /(*) = кх+1. 

Из рисунка видно, что 

, К -г , 

к — 

Тогда 

В -г 

у — - х+г и 

Я 

После соответствующих преобразований придем к той же 
формуле. 

В заключении заметим, что цилиндр и конус можно рас¬ 
сматривать как частные (точнее, предельные) случаи усеченно¬ 
го конуса (в дальнейшем при вычислении площадей их поверх¬ 
ностей так и делать). Цилиндр получится, если взять К = г; ко¬ 
нус получится, если взять г = 0. Но тогда объем цилиндра и 
объем конуса можно найти по формуле объема усеченного ко¬ 
нуса. 

В самом деле, для цилиндра получим: 


Я 


I • * • 


У =п- 


Н '(Я-г 


о\ Я 


х+г\ сіх . 
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V = ^-(К 2 +К 2 +К 2 ) = ^--ЗК 2 = п-К 2 Н, 

«5 О 

а для конуса получим: 

V =^я-Я(Л 2 + 0 + 0) = -тг/? 2 Я, 

3 3 

что соответствует действительности. 

Однако все это рассуждение справедливо только для кону¬ 
са, а для цилиндра нет. Подумайте почему. ^ 

4.11. Пусть РАВСЭ — пирамида, в основании которой 
лежит квадрат со стороной 1. (ЛВ)±(ЛВС) (рис.РЗ.66). Дву¬ 


гранный угол при ребре РБ равен 120°. Вычислить объем пи¬ 
рамиды. 

Поиск тех или иных геометрических величин, как пра¬ 
вило, начинается с того, что выписывается нужная формула. 
Затем из анализа условия задачи выясняется, что в этой форму¬ 
ле легко найти, а что неизвестно. После этого сосредотачивают 
усилия на поиск неизвестной величины. 


Поэтому запишем формулу для объема пирамиды V = 


— ~5Я 5 , исходя из условия, находится моментально: 5 = 

= 1, поэтому осталось вычислить высоту пирамиды, т.е. |РВ| 


Р 



А Р 


(рис.РЗ.66). Это вычисление можно 
выполнить несколькими способами, 
попробуйте найти их самостоятельно. 

Вспомним, что мы уже видели 
пирамиду, похожую на данную. 

В самом деле, возьмем куб 
АВСВА 1 В і С і О і с ребром 1 и соеди¬ 
ним вершину В, с вершинами осно¬ 
вания А, В, С, Я. Полученная пира¬ 


Рис.РЗ.66 


мида В Х АВСИ и будет данной в усло¬ 
вии задачи, ибо двугранный угол при 


ребре В,Я равен 120° (?). Но если данная пирамида — часть 


куба с ребром 1, то |/*В| = 1 и ее объем равен —. 

Ответ получен, но решения пока нет(?). 

Нам нужно еще доказать, что данная пирамида действи¬ 
тельно часть куба с ребром 1, т.е. утверждение, обратное тому, 
которое мы вспомнили. 
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Для этого воспользуемся такими соображениями: 

1. Во всяком кубе двугранный угол при диагонали В х й ра¬ 
вен 120". 

2. Зависимость величины двугранного угла при диагона¬ 
ли В,І> от |б,б| строго монотонная!?). (Какая именно монотон¬ 
ность?) 

3. Но тогда и обратная зависимость |В,В| от величины это¬ 
го двугранного угла строго монотонная. Отсюда следует, что 
в пирамиде РАВСй двугранному углу при ребре РД равно¬ 
му 120", соответствует |/*В| = 1. Что и требовалось доказать. 

Эта идея реализовалась именно потому, что был дан угол 
120". При угле 119", а тем более в общем случае, пришлось 
бы искать другие пути для решения задачи. А 

4.12. На ребрах трехграниого угла с вершиной О отло¬ 
жены точки А и К на одном ребре, В и Ь на другом ребре, 
С и М иа третьем ребре. Докажите, что отношение объемов 
тетраэдров ОАВС и ОКЬМ равно 

(ОА ОВ ОС) :(ОК ОЬ ОМ). 



не "налезали" друг на друга — это не скажется на достоверно¬ 
сти полученного результата (рис.РЗ.67а). Теперь можно долго 
смотреть на этот рисунок, но так ничего и не увидеть. 

Секрет задачи в том, чтобы его "перевернуть", именно 
сделать основаниями тетраэдров треугольники О АС и О КМ . 
Вот так, как на втором рисунке (рис.Р3.67б). На нем проведены 
еще высоты ВВ Х и ЬЬ 1 . Теперь перейдем к формулам. 







336 


УОАСВ ~ ^ $ОАС ' ЯВ, г У(ЖШ 2 ^ ош ' 

Далее, 

5 оас — “ОС віп/ЛОС, 

5ош =\оК ОМ ■ зіпАКОМ , 


Поэтому 


ОАСВ _ 


окш 


щ 

II, 

ОА ОС 
ОКОМ 


ОВ 

ОЬ 


ОВ 

ОЬ 


ОА ОС ОВ 
ОК ОМ ОЬ 


что и требовалось. А 

4.13. Как найти объем тетраэдра, если известно, что его 
основанием является равнобедренный прямоугольный тре- 
боковые ребра у него равны, а угол ме¬ 
жду боковыми гранями, проходящи¬ 
ми через катеты, равен ф ? 

Найти объем тетраэдра в 
большинстве случаев — это найти 
площадь его основания и высоту. С 
В площадью основания здесь проблем 


угольник с катетом В , 

Р 



нет. Она равна 


- 4 * 

2 


Чтобы найти 


высоту сделаем рисунок, но не торо¬ 
пясь, а вникнув в условие задачи. Так 
как боковые ребра тетраэдра равны, 
то равны их проекции на плоскость основания. Значит, проек¬ 
ция вершины тетраэдра равноудалена от вершины основания, 
то есть является центром окружности, описанной около основа¬ 
ния — прямоугольного треугольника. Известно, что такой 
точкой является середина гипотенузы. Вот теперь можно де¬ 


лать рисунок (рис.РЗ.68). На нем /.С =90°, АС = СВ —4. 
РА = РВ — РС , О — середина гипотенузы. 

Проблема в том, чтобы найти , а дан у нас еще дву¬ 
гранный угол между гранями РСА и РСВ . 

Но тогда, зная его величину ф, мы сможем найти вели¬ 


чину угла РСА (и угла РСВ , так как они равны — по теоре¬ 
ме косинусов для трехгранного угла). Зная угол РСА при ос- 
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новании равнобедренного тре- р 

угольника РАС и АС = Л, най- 

дем РА . Зная РА и А(2 — / 

= ^АВ , найдем Р<2 — высоту / / ,'і'Ѵ/7 

тетраэдра. ▲ / / \І/Д .А''''/ 

4.14. Все ребра четырех- // / / 

угольной пирамиды равны 1, *» 

РО. — ее высота. В каком отно- ^ р 

шении делит ее объем сеченне, 

проходящее через: а) отрезок Рис.Р3.69 

ВО параллельно РА ; б) АС перпендикулярно И) ; в) па¬ 
раллельно боковой грани. 

а) Начнем с рисунка (рис.РЗ.69). Здесь ВРК — данное 
сечение, при этом ^К \\АР (?) Задачу можно решить и "в лоб", 
но любопытно применить здесь результаты задачи 4.12. Тогда 

Ѵ свж _ СКСВСР _СК _ 1 

Ѵ гапр СРСВСР СР 2' 




Рис.Р3.69 


А так как V, 


свор 2 У рАвсо ' то 


Р Спріг 1 

-= — и плоскость сечения 


делит объем данной пирамиды в отношении 1:3. 



і/ХіААіѵ. 


РисРЗ.70 


РисР3.71 


б) Теперь рисунок Р3.70 чуть иной. Здесь ±РР (?). Ре¬ 
шение остается тем же. 

Ѵ ша = РАРСРЬ = Р1_ 
ѵ оаср РА РС РР РР ' 

Из прямоугольного треугольника Р(,)Р можем записать 
пропорцию)?) 


зометрия 
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др 2 _ рь_ 
др 2 рь ' 

а так как дР = дР, то РЬ = ЬР (разумеется, это можно по¬ 
лучить иначе, но хотелось напомнить вам полезное соотноше¬ 
ние в прямоугольном треугольнике), так как Ь — середина 
РР , то результат тот же, что и в пункте а). 

в) Рисунок в этом случае таков (рис.Р3.71). На этом ри¬ 
сунке КЪ || РР, МѴ || РС, ІМ || АВ (?). Но подключив отрезки 
КІЯ , ЬМ, ЛА, РМ можно осуществить ту же идею 

ѵ рши _ РЬ РМ РИ _ РЬ РМ _ 1 1 _ 1 
Ѵ рлт РА ■ РВ ■ РN РА ' РВ 2 2 4' 

А так как 


Далее, 


А так как 


то 


Ѵрлвы 


РАВСй 


, то Ѵ РШГІ 


16 


РАВСй ■ 


Ѵ рші _РЬ-РН РК _ РЬ _ 1 
Ѵ РЛКМ РАРИРК РА 2 ' 


У РАЮ! ^ РРАВСй і 


Но тогда 


V = —V 

' РШІ д ' РАВСй ■ 


V — —V 

' РКШЫ РАВСй’ 


а поэтому 


Vлвнкш 

V РСйКНШ 


10 ^РАВСй (?)' 
РАВСй (?). 


а потому отношение объемов полученных частей пирамиды 
равно 5:11. А. 

4.15. Какой нз тетраэдров РАВС имеет наибольший объ¬ 
ем среди тетраэдров, у которых все ребра, кроме одного, рав¬ 
ны 1 ? 
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/Сь Пусть в тетраэдре РАВС ребро РС отлично от 1, а 

все прочие ребра равны 1. Сделав нужный рисунок мы видим, 
что для нахождения высоты тетраэдра данных не хватает 
(рис.РЗ.72). В самом деле, мы можем вращать треугольник АВР 
вокруг АВ. При этом все данные 
из условия не изменятся, однако 
положение вершины Р, а затем 
и величина Р<2 будут как-то ме¬ 
няться. Но как — неясно. 

С другой стороны, "видно", 
что точка Р при этом вращении 
будет дальше всего от основания 
АВС тогда, когда грань РАВ бу¬ 
дет ему перпендикулярна. Вот то¬ 
гда тетраэдр и будет иметь наи¬ 
больший объем. 

Для пущей важности можно написать такое равенство 
Р() = РК- 5ІП/.РКС, 

где РК — апофема тетраэдра в грани РАВ , и так как 
зіп/-РКС < 1, то наибольшее значение для Р^ мы получим, 

когда /.РКС = 90”. 

Но результат уже и так ясен. А. 

4.16. В правильной четырехугольной пирамиде располо¬ 
жены два одинаковых шара радиуса г, центры которых нахо¬ 
дятся иа оси симметрии пира¬ 
миды. Одни из шаров касается 
всех боковых граней пирами¬ 
ды, а другой — основания пи¬ 
рамиды и первого шара. В ка¬ 
ком положении пирамида име¬ 
ет наименьший объем? 

Начнем с рисунка 
(рис.Р3.73). 

На нем нет шаров, а есть 
их центры О, и 0 2 , их точка 
касания К, РМ и РН —апо- Рис.РЗ.73 

фемы пирамиды, точка Ь — точка сферы с центром 0 2 , ле¬ 
жащая на Р<2. Поскольку точки касания шара с центром 0 2 и 

граней РАВ и РСИ находятся на апофемах РМ и РИ (?), по¬ 
стольку для решения задачи важно сечение всей конфигурации 
плоскостью РМN. Перейдем к этому сечению (рис.Р3.74). 




■С 


Ри о Р3 72 
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Точка Т на этом рисунке — 
точка касания шара с центром 0 2 

с гранью РСВ . Согласно усло¬ 
вию, 

до, = О, К = ко 2 = о 2 ь = 

= = /■ . 

По формуле объема пирами¬ 


ды 


у =\$лвсо Н = ±МЯ 2 Рд. 

Теперь нужно ввести пере¬ 
менные. Одной из них выберем П = х , а другой /ЯР<2 = а . 
(Можно было бы обойтись только алгеброй, но и с тригономет¬ 
рией надо уметь работать.) 

Теперь имеем 

Рд — 4г + х , 

МЯ = 2дЯ — 2 Рд іі а. — 2(4г +х)-і% а . (?) 

Тогда 

V = ~4 (4г + д:) 2 1^о.-(4г + х) = ^{4г + х) 3 . 

Переменную х "уберем" из Д Р0 2 Т , в котором 
0 2 Т = Р0 2 -зіп а , 


Рис.Р3.74 


то есть, 


откуда 


Тогда 


Г = [г + х)-5іп а , 
1-5/и а 


к-1 

3 


г 


4г + г 


1-5/и а 


V 


5/и а у 
Рассмотрим функцию 


5/и а 


2 4 з 

* а -г 


( 35/и а + 1 ч 3 


V 


5/и а 


1% а. 


~ _ (35/и а + 1) 5 /и 2 а _ (35/иа + 1) 3 

5/'и 3 а со5 2 а 5/и а со5 2 а 


„ 7 Г „ 

где 0 < а < —. Ее производная 
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V ' = (Зл/ла + І) | 35 /л 2 а + б $іп а -1). 


5іп 2 асо5 3 а 


(?) 


Далее, 


V ' = 0 о Ззт 2 а + бхіпа -1 = 0 о зіп а -1 + —= . (?) 

Л 


Проверьте, что при таком значении а объем является, во- 
первых, минимальным, а, во-вторых, наименьшим. 

Искомое положение нашей пирамиды должно задаваться 
двумя независимыми и определяющими ее параметрами. Один 
из них был дан — это г , а другой —а — мы указали. 

4.17. В шаре радиуса К провели два параллельных сече¬ 
ния. Как найти объем части шара, заключенной между этими 
сечениями? (Часть шара, заключенная между параллельными 
плоскостями, называется шаровым слоем.) 



Сначала нужно увидеть возможность двух случаев 
расположения сечений. Первый случай — когда сечения нахо¬ 
дятся в одном полушаре, второй случай — когда нет полушара, 
в котором они находятся. Затем надо понять, что не нужно ри¬ 
совать сам шар вместе с его сечениями. Достаточно нарисовать 
круг, а в нем две параллельные хорды(7). 

В первом случае рассмотрим рисунок Р3.75а. Шаровой 
слой получается от вращения этой конфигурации вокруг верти¬ 
кального радиуса ОМ. Его объем получится, если от объема 
шарового сектора, образованного вращением кругового секто¬ 
ра ОАМ, отнять объем шарового сегмента, образованного вра¬ 
щением кругового сегмента СМй, а затем еще отнять объем 

конуса, образованного вращением треугольника ОАК. 

Во втором случае рассмотрим рисунок Р3.756. Ясно, что 
искомый объем получится, если от объема шара отнять объем 
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двух шаровых сегментов, полученных вращением круговых сег¬ 



ментов СМО и АИВ вокруг диамет¬ 
ра МЫ. 

Но можно объем V шарового 
слоя получить с помощью интеграль¬ 
ной формулы (1) п.15.2 так же, как 
была получена формула для объема 
шара в п.16.3. Как и в п.16.3 вве¬ 
дем координату х на прямой ОМ, 
считая центр О началом координат, 
а координаты точек К и Ь полагая, 
соответственно, Я, и Я 2 (Я,<Я 2 ) 
(рис.Р3.76). Тогда 




V =я- \(К 2 -х 2 ) сіх = яЛ 2 (Я 2 -Я,)-- (Я 2 -Я, ) = 

Н х * 


= -Я,)(6Л 2 -2Я 2 -2Я,Я 2 -2Я 2 ) = 

О 


= ^(Я 2 -Я,) (Я 2 2 -2Я,Я 2 + Я, 2 + ЗЛ 2 -ЗЯ 2 2 + 

о 

+ ЗК 2 -ЗЯ, 2 ). (1) 

Величины г, и г 2 , определяемые равенствами г, 2 = В 2 - 


Ф 

Р 



-Я, и г 2 =/? 2 -Я 2 , являют¬ 
ся радиусами "оснований" ша¬ 
рового слоя, а разность Я = 
= Я 2 -Я, является "толщи¬ 
ной" шарового слоя. 

Преобразуя правую часть 
равенства (1), получим: 

^ =^Я 3 +^Я(г 2 + г 2 2) . 

Объемы каких тел выра¬ 
жают слагаемые в этой сумме? 


4.18. Ребра основания прямоугольного тетраэдра извест¬ 
ны. Как найти его высоту? 

42^ В прямоугольном тетраэдре все плоские углы при его 
вершине прямые. Сделав рисунок (рис.Р3.77), мы видим, что 
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найти высоту Р^ тетраэдра к основанию АВС , действуя "в 
лоб", не просто. Найти боковые ребра мы сможем, а потом что? 

Надо искать другие пути, и здесь нам поможет объем. В 
самом деле, пусть РА = х , РВ = у , РС = г . Тогда, с одной 
стороны, 

У — 2 лвс ' ■ 

Но за основание тетраэдра можно взять любую грань, напри¬ 
мер РАС . Тогда его высотой будет ВР (?), поэтому 

Из этих двух выражений для объема имеем равенство 
^лвс■Р^ = \ x У2■ 

Но площадь треугольника АВС по трем его сторонам а, 
Ь, с находится!?); х ,у,г находятся из системы 


х 2 +у 2 

= с 2 

2 . 2 

2 

у + 2 

= а 

г 2 + х 2 

= ь 2 


А затем найдем и Р(? . А 

4.19. Как найти расстояние между прямыми, проходящи¬ 
ми через скрещивающиеся диагонали соседних граней прямо¬ 
угольного параллелепипеда, в котором известны его ребра? 

Находить расстояние между скрещивающимися пря¬ 
мыми всегда непросто. И тут может помочь объем. 

Пусть требуется найти рас¬ 
стояние между прямыми СВ, и 
А,В (рис.Р3.78). Расстояние ме¬ 
жду скрещивающимися прямы¬ 
ми равно длине их общего пер¬ 
пендикуляра, но где он — этот 
перпендикуляр? Поэтому вспом¬ 
ним, что это же расстояние рав¬ 
но расстоянию между параллель¬ 
ными плоскостями, в которых 
лежат данные прямые (такими 
плоскостями у нас являются плоскости СВД и А,Вй ?). А рас¬ 
стояние между параллельными плоскостями измеряется длиной 
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любого перпендикуляра, проведенного иэ точки одной из этих 
плоскостей на другую плоскость. Но этот, последний перпенди¬ 
куляр можно искать как высоту некоторого тетраэдра. 

Итак, будем искать расстояние от до плоскости А { ВО 
как высоту в тетраэдре из вершины й г Тоже непро¬ 

сто, но мы знаем обходной маневр. Рассмотрим тот же тетра¬ 
эдр, но будем считать его основанием грань . Его объем 

находится моментально!?). А так как находится и площадь тре¬ 
угольника А 1 Вй (?), то зная объем тетраэдра ^ 1 .Л 1 ЯД находим 

и нужное нам расстояние. А 

4.20. Как определить объем пирамиды с равными боко¬ 
выми ребрами, если в основании ее лежит равнобедренный 
треугольник с углом при вершине, равным а , боковой сторо¬ 
ной а, и вершина пирамиды удалена от неравной стороны ос¬ 
нования на расстояние й ? 

Задача кажется простой. 
В самом деле, площадь основания 
пирамиды находится прямо по 
формуле (?), осталось найти высо¬ 
ту. Тут и начинаются "маленькие 
тонкости". Согласно условию, вер¬ 
шина пирамиды равноудалена от 
вершин основания, значит, она 
проектируется в центр окружно¬ 
сти, описанной около основания. 
Известно, однако, что центр такой 
окружности может лежать внутри треугольника, на его стороне 
или вне его — все зависит от величины угла а , соответствен¬ 
но, является он острым, прямым или тупым. Так что же — де¬ 
лать рисунок на каждый из этих случаев? Отнюдь! Хватит и од¬ 
ного рисунка, пусть это будет для случая тупоугольного тре¬ 
угольника (рис.Р3.79). Здесь АВ = ВС = а, РК = сі, ААВС — 



= а > —, Р(2 — высота, РА = РВ = РС. 

1 , 

Тогда $д 4 вс = — а зіп а . Затем находим АС (?), потом 

КС (?), потом РС (?). <2А = <2В = ^С как радиус К описанной 
около А АВС окружности. Находим его по формуле 2 К = 
АС 


$т а 


(?), а потом и Р^ из треугольника РОС (?). 
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И все эти выкладки проходят при любом положении точ¬ 
ки () относительно треугольника АВС . А 

4.21. Найдите объем правильной треугольной пирамиды 
со стороной основания а и плоским углом при вершине, рав¬ 
ным углу наклона бокового ребра пирамиды к плоскости ос¬ 
нования. 

/\ Задача проста, но любопытна тем, что ее не сделать 
без тригонометрии. Рисуем пирамиду РАВС и ее высоту Р^ 


(рис.РЗ.80). Согласно условию РА = РВ = РС = а и /АРС - 
= /РА^. Обозначим его через х . Тогда 


5 


АВС ~ 






Тогда 


V 


I 

3‘ 4 


45 




Для нахождения х , восполь¬ 
зуемся теоремой косинусов для 
трехгранного угла с вершиной А 
и ребрами АР, А<2, АС. Имеем: 



Рис.РЗ.80 


сов /.РАС = сов /РА^ = сов /<2АС, 


то есть, 


180” -х , г 

сов -= сов х сов 30 <=> вт— = 

2 2 


45 


45 


= -—сов х о віп— = 1-2 віп 2 

2 2 2 


45 


ГТ . , X . X ѵо _ . X 

оѵЗ вт —ѵ вт -= 0 о вт— = 

2 2 2 2 


— о 

г) 

-\+45 


(?)• 


Здесь надо обязательно проверить, что найденное значе¬ 
ние синуса меньше 1 . 

■ х „ 

Дальше, зная 5Ш— , надо наити 1§х . Один из путей таков: 


х 

находим сов—, затем вт х, потом совх 


и, наконец, 1%х . 
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Можно иначе: найти $іп 2 — , потом со5 2 —, потом со$ х , за- 

2 2 

тем $іп х и, наконец, 1% х . В тригонометрии много путей... 

Не всегда задачки с применением тригонометрии решают¬ 
ся так просто. Например, если бы было дано, что плоскому углу 
при вершине равен угол боковой грани с основанием, тогда 
как? А 


ЗАДАЧИ К §17 

4.22. Два цилиндра имеют одинаковые объемы и площа¬ 
ди поверхностей. Равны лн эти цилиндры? 

42^ Задачи, в которых предлагается найти (вычислить) пло¬ 
щадь поверхности, как и объем, не всегда имеют вполне само¬ 
стоятельное значение. Чаще всего они сводятся к нахождению 
величин тех элементов фигуры, которые определяют данную в 
задаче фигуру однозначно — например, радиус для шара, ради¬ 
ус и образующую для цилиндра и т.д. Более или менее само¬ 
стоятельное значение имеют задачи, где используется какая- 
либо "экзотическая" формула для площади поверхности. На- 

ЗѴ 

пример: 1) 5 =- для фигуры объемом V, описанной вокруг 

К 

8 . 

шара радиуса К; 2) 5 =- для площади боковой поверхно- 

со$ ф 

сти конуса (правильной пирамиды), у которого 5,— площадь 
основания, а ф— угол между образующей (для пирамиды — 
боковой гранью) н основанием; 3) 5 = 5 для площади боко¬ 
вой поверхности призмы, где — периметр перпендикулярно¬ 
го сечения призмы, а Ь — боковое ребро. 

Интересно, однако, "повозиться" с самими формулами 
площадей. Такая "возня" и ожидает нас в предлагаемой задаче. 

Сначала проверьте свое геометрическое воображение — 
какой ответ оно подсказывает вам? 

А теперь перейдем к выкладкам. Цилиндр однозначно оп¬ 
ределяется радиусом основания и образующей, поэтому равен¬ 
ство цилиндров равносильно соответственному равенству этих 
его основных элементов. Итак, пусть есть два цилиндра. У пер¬ 
вого из них обозначим радиус основания как К ,, образующую 
—I,, объем — Ѵ 1 и площадь поверхности —5,. У второго, со- 
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ответственно, К 2 , Ь 2 , Ѵ 2 , $ 2 . Нам дано, что Ѵ { = Ѵ 2 и 5, = 
= $ 2 . Требуется выяснить, выполняется ли совместное равен¬ 
ство Л, = Я 2 и і, = і 2 - Иначе говоря, следуют ли из равенств 

я /? 2 І, = я К 2 Ь 2 
и 

2я + 2я Л, 2 = 2я К 2 Ь 2 + 2я К 2 

равенства = К 2 и = Ь 2 . 

Сразу ясно, число я тут не при чем, и потому уберем его 
из исходных равенств. 

Задачу можно несколько упростить таким образом. Если 
мы докажем, что система уравнений 


О 

II 

ОЙ 

(1) 

КЪ +Л 2 =5 0 

(2) 



имеет единственное решение, то получим, что не может быть 
двух разных наборов значений величин К и Ь , которые дадут 
нам нужные равенства объемов и площадей, а тогда цилиндры 
и получаются равными. 

С системой из двух переменных (1) и (2) работаем так. Вы¬ 
разим из (1) I и подставим его значение в (2). Получим в ито¬ 
ге упрощений кубическое уравнение относительно К (?). Оно 

имеет такой вид: х ъ - рх + ^ = О (при условии р > 0 и <у > 0 ). 

Можно показать(?), что такое уравнение может иметь два 
положительных корня, но таковые нам и нужны! (В конкрет¬ 
ном примере можно это увидеть, взяв V = я, 5 = 6я (?)). 

Для нашей задачи получается, что однозначно величины 
К и Ь из системы уравнений (1) и (2) находятся не всегда, а 
потому цилиндры с равными объемами и площадями поверхно¬ 
стей не обязательно равны. 

Ваше геометрическое воображение показало вам именно 
такой ответ? 

4.23. Как вычислить площадь поверхности, полученной 
при вращении равнобокой трапеции с основаниями 1 н 2 н 
боковой стороной, равной 1, вокруг боковой стороны? 
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в , 



с 

в 


Рис.РЗ.81 


^ В задачах этого вида очень ва¬ 
жен хороший рисунок. Прежде всего, 
для удобства, ту сторону, через которую 
проходит ось вращения, изобразим вер¬ 
тикальной. 

Начинать работу надо с планиметри¬ 
ческого рисунка и только потом, в слу¬ 
чае необходимости, переходить к про¬ 
странственному. Вот и мы начнем рисо¬ 
вать ту трапецию, которая, согласно ус¬ 
ловию, вращается (рис.Р3.81). 

Прежде всего надо увидеть по¬ 
лучающиеся поверхности вращения. От 


вращения отрезка ВС, как и от вращения отрезка АО, полу¬ 
чаются боковые поверхности конусов; отрезок СО не даст по¬ 
верхности вращения, а вот что будет от вращения отрезка АВ ? 
Боковая поверхность усеченного конуса (если АВ не перпен- 
дикулярноСО ) или кольцо (если АВ 1СО )? 

Вычисления показывают, что угол между АВ и С^ равен 


60” (?). Значит, стоит рисунок сделать получше. Вот так 
(рис.Р3.82). 

Полезно будет заметить, что АС _1_СО (?). Проведем также 



ВК 1 СО . 

Теперь переходим 
Обозначим 5 я 


к выкладкам. 
’ вс < 5 лс>< 5 лв — площади по¬ 
верхностей вращения, полученных в ре¬ 
зультате вращения ВС, АО, АВ соответ¬ 
ственно. 

Теперь: 

5^, = п-АСАО, 

8вс = 71 ■ ВК • ВС, 

$лв = п(АС + ВК)АВ. 

АО, ВС и АВ известны по усло¬ 


вию, АС и В К найти совсем несложно!?), после чего остается 
только арифметика. А 

4.24. Как вычислить радиус сферы, вписанной в четырех¬ 
угольную пирамиду, у которой основанием является квадрат 
со стороной 1, высота равна 1, а вершина проектируется в 
точку В ? 

Используя объем и площадь поверхности, эту задачу 
можно решить, не рисуя ни вписанного шара, ни даже его 
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центр и радиус. Нарисуем лишь пирами¬ 
ду РАВСР, у которой вершина Р про¬ 
ектируется в точку В (рис.РЗ.83). Для 
объема V многогранника, описанного 
около шара радиуса К , имеющего пло¬ 
щадь поверхности 5 , есть формула, свя¬ 
зывающая эти величины, именно 



Р 



(Любопытно сравнить ее с аналогичной Рис.РЗ.ВЗ 
формулой для многоугольника, описанного около круга радиу¬ 


са К, имеющего площадь 5 и периметр Р: 



„ 3 V 

Отсюда получим: К =-. 

5 


43 

к найти V и 5 в этой задаче несложно: 
Ѵ = Х -5 

о ‘ 


2 $ лвсо ' Н — з 8авсо ‘ РВ з 11 
25 рав 25^д + 5^д(-о (?) 

= 28РАВ +2 8л »— +5 маг (?) = 


_і_ 

з' 


і 

= 2 - ■ 1-1 + 2 - 2 - +1 = 1 + Я +1 = 2 + Я . 
2 Л 
Я 

Тогда 


2+Я 2+Я 

Но хотя вычисления и закончены, задача, увы, еще не ре¬ 
шена. Дело в том, что формула, по которой мы нашли К , "ра¬ 
ботает" только тогда, когда в данный многогранник можно впи¬ 
сать шар. Вписать шар, как мы знаем, можно в любой тетраэдр 
и в любую правильную пирамиду — если говорить о пирами¬ 
дах. А наша пирамида — ни та, ни другая. Поэтому существова¬ 
ние вписанного шара еще надо доказать. Оно сведется к дока¬ 
зательству существования точки, равноудаленной от всех гра¬ 
ней этой пирамиды, на нашу удачу несложного. 
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Можно, к примеру, построить биссектора двугранных уг¬ 
лов при ребрах РВ, АИ и АВ и увидеть нужную нам точку в 
их пересечении!?). 

Можно построить ту же точку, взяв перпендикуляры к 
плоскостям РВС и РАВ из центров окружностей, вписанных 
в эти грани, и доказав, что они пересекаются!?). 

И только теперь мы можем считать задачу решенной. 

4.25. В тетраэдре РАВС АВ — РВ =2, РС =3. Объем это¬ 
го тетраэдра равен 1. Как найти площадь его поверхности? 

42^ Сделаем рисунок (рис.Р3.84). 

На первый взгляд задача кажется "не решаемой", ибо слиш¬ 
ком мало данных. В самом деле, для нахождения площади по¬ 
верхности надо бы знать площади всех граней тетраэдра, но в 
двух гранях известно всего по 2 элемента, а в оставшихся двух 

— вообще по одному. (А для площади треугольника необходи¬ 
мо, в общем случае, как мы знаем, три определяющих его эле¬ 
мента.) 

Однако дан объем. Зачем? Зачем-то он ведь дан! Бывают в 
геометрии такие задачи, в которых численные данные позволя¬ 
ют уточнить форму данной фигуры. (Например, в планиметрии 

— треугольник со сторонами 3, 4, 5 — прямоугольный.) И здесь 
будет нечто похожее. 

Для начала "перевернем" тетраэдр и будем считать его ос¬ 
нованием грань РВС , а высотой— АК (рис.Р3.85). 

Запишем формулу его объема 


V = —5 


РВС 


'Н ^ $ рве 'АК. 


Сделаем оценки для величины в правой части 


1 


5 РЙГ = -РВ РС-5ІП АВРС <-РВ РС = --2-3 = 3 
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АК = АВ-5іпц><АВ = 1 

(ф—угол между АВ и плоскостью РВС, если АВ не перпен¬ 
дикулярна этой плоскости). 

Но тогда 

Ѵ=^ РВС ^ < 1-3 1 = 1 . 

Итак, объем не превосходит 1 и равен ей только при наи¬ 
больших значениях площади основания и высоты. То есть, 

5 РВС = 3, значит, АВРС = 90‘ и АК = АВ, значит, ребро АВ 

перпендикулярно плоскости РВС . 

После этого вычисление площади поверхности уже не гео¬ 
метрия, а арифметика. АЪ. 

4.26. В основании четырехугольной пирамиды лежит 
ромб со стороной а и острым углом а. Все боковые грани на¬ 
клонены к плоскости основания под углом р. Найти полную 
поверхность пирамиды. 

^ На рисунке Р3.86 АВС Б — ромб, Р() — высота пира¬ 
миды. Надо пояснить, однако, откуда следует, что вершина пи¬ 
рамиды проектируется в точку пересечения диагоналей ромба 
(пирамида, хотя и похожа на пра¬ 
вильную, все же таковой не являет¬ 
ся!). Получается это так. Нарисуйте 
сами данную пирамиду, а точку () 
в ней — где угодно. В силу равен¬ 
ства двугранных углов при осно¬ 
вании окажется, что точка () рав¬ 
ноудалена от всех сторон основа¬ 
ния^). Но такой точкой в ромбе яв¬ 
ляется только точка пересечения 
диагоналей(?) или, что все равно — 
центр вписанной в него окружно¬ 
сти. (Этот факт имеет место для 
произвольной пирамиды, у которой равны углы между плоско¬ 
стями боковых граней и плоскостью основания — кроме тетра¬ 
эдра. Подумайте, почему тетраэдр является исключением.) 

Дальнейшее просто: 

0 _ ^лво 0 _ $вс<2 

Л АВР „ 1 ^ВСР _о ' 

С05 р СО$ р 
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} СйР 


_ $СЩ) с _ 5 оА<2 
' ЬОЛР 


(?)• 


Р ' ~ илг п 

С05 р 

Сложив эти четыре равенства, получим, что площадь бо 
ковой поверхности пирамиды 5, вычисляется по формуле 


5,= 


_ ^ ЛВС О 


(?)• 


С05 Р 

А площадь ромба АВСй равна а 2 зіп а (?). Тогда площадь 
поверхности пирамиды 5 равна 


^1 + $лвсо 


_ ^ АВСй 


СОЗ Р 


^ 5 АЯГП 5 


АВСО 


1 


соз Р 


- + 1 


= а 1 зіп а 


соз Р 


- + 1 • 


ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 

ЗАДАЧИ К §14 

Рисуем 

4.1. Нарисуйте цилиндр. Нарисуйте такое его сечение, ко¬ 
торое делит его на: а) два равновеликих цилиндра вращения; 
б) два равновеликих произвольных цилиндра; в) две равновели¬ 
кие части, не являющиеся цилиндрами. 

4.2. Нарисуйте цилиндр. Нарисуйте такое его сечение, ко¬ 
торое отсекает от него треть объема. 

4.3. Нарисуйте цилиндр. Нарисуйте цилиндр, объем кото¬ 
рого в два раза больше объема данного цилиндра. 

Планируем 

4.4. На плоскости стоит цилиндрический сосуд известных 
размеров. В сосуд доверху налита вода. Как узнать, на какой 
высоте над плоскостью будет находиться ее верхний край, если 
сосуд укрепить на плоскости так, что диагональ его осевого 
сечения будет перпендикулярна плоскости? 

4.5. Прямоугольник со сторонами а и Ь вращают вокруг: 
а) каждой из неравных сторон; б) осей его симметрии; в) пря¬ 
мых, параллельных сторонам и удаленных от него на расстоя- 
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ние к. Как найти отношение объемов полученных тел в каждом 
случае? 

4.6. В единичном кубе через ребро основания проводится 
сечение. Как вычислить объемы полученных частей куба, если 
плоскость сечения составляет с плоскостью основания угол ср ? 

Представляем 

4.7. Как разделить на две равновеликие части: а) куб; 
б) прямоугольный параллелепипед: в) правильную треугольную 
призму? 

4.8. Как разделить куб на равновеликие части, если их: 

а) три; б) четыре; в) пять? Постарайтесь предложить как можно 
больше разных способов. 

Решите аналогичную задачу для правильной треугольной 
призмы. 

Оцениваем 

4.9. При каком условии достигает граничных значений 
объем цилиндра, вписанного в: а) сферу радиуса Я; б) конус с 
радиусом Я и образующей і? 

4.10. Как из усеченного конуса сделать цилиндр наиболь¬ 
шего объема? 

4.11. Из куска картона квадратной формы делают пра¬ 
вильную четырехугольную призму без верхней крышки. Для 
этого по углам куска отрезают равные квадратики и оставшую¬ 
ся фигуру склеивают по линиям разрезов. Как при этой опера¬ 
ции добиться наибольшего объема у призмы? 

4.12. Основанием прямой призмы является квадрат. Приз¬ 
ма вписана в полушар радиуса Я так, что ее нижнее основание 
лежит в плоскости большого круга полушара, а вершины верх¬ 
него основания лежат на шаровой поверхности. При каком по¬ 
ложении призмы ее объем является наибольшим? 

4.13. Диагональ прямоугольного параллелепипеда имеет 
длину А и образует с двумя смежными боковыми гранями рав¬ 
ные углы, величина которых равна а. При каком условии объ¬ 
ем параллелепипеда будет максимальным? 

4.14. При каком условии достигает граничных значений 
объем: а) правильной четырехугольной призмы с диагональю, 
равной 1; б) прямоугольного параллелепипеда, у которого одно 
ребро в два раза больше другого, а диагональ равна 1; в) прямо¬ 
угольного параллелепипеда, у которого сумма трех измерений 
равна 1? 

4.15. Как из шара радиусом Я вырезать правильную приз¬ 
му с наибольшим объемом, если эта призма: а) треугольная; 

б) четырехугольная? 


•метрия 
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4.16. Дан полушар. В каком положении находятся в нем 
имеющие наибольший объем: а) прямоугольный параллелепи¬ 
пед; б) правильная треугольная призма; в) цилиндр? 

4.17. Дан конус. В каком положении находятся в нем име¬ 
ющие наибольший объем: а) прямоугольный параллелепипед; 
б) правильная треугольная призма; в) цилиндр? 

Сделаем 

4.18. Через каждое ребро куба проведена плоскость, со¬ 
ставляющая одинаковые углы с плоскостями граней, содержа¬ 
щих это ребро. При этом она не проходит через его внутрен¬ 
ние точки. Во сколько раз объем полученного многогранника 
больше объема куба? 

Составьте аналогичную задачу для плоскостей, проходя¬ 
щих через вершины куба. 

Исследуем 

4.19. Можно ли найти объем прямоугольного параллелепи¬ 
педа, зная площади: а) двух его неравных граней; б) трех его 
граней? 

Поступаем в ВУЗ 

4.20. Сфера, касающаяся нижнего основания цилиндра, 
имеет единственную общую точку с окружностью его верхнего 
основания и делит ось цилиндра в отношении 1:6:2, считая от 
центра одного из оснований. Найдите объем цилиндра, если 
известно, что сфера касается двух его образующих, находящих¬ 
ся на расстоянии 8 друг от друга. 

Ответ: 98иѴб . 

4.21. Дана прямая призма АВСА Х В Х С Х , стороны основания 

которой АВ — ВС= 1, АС= л/3 . В каком отношении объем впи¬ 
санного в призму цилиндра делится плоскостью АВ Х С ? 

Ответ: л/3:2. 

4.22. Правильная треугольная призма АВСА Х В Х С Х описана 
около шара радиусом г. Точка М — середина бокового реб¬ 
ра ВВ Х , точка N — середина бокового ребра СС,. В шар впи¬ 
сан прямой круговой цилиндр так, что его основание лежит в 
плоскости АКДѴ. Найдите объем этого цилиндра. 

9п з 

Ответ: —■= г . 

5л/10 

4.23. Дана прямая треугольная призма АВСА Х В Х С Х , у ко¬ 
торой АС =6, АА Х =8. Через вершину А проведена плоскость, 
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пересекающая ребра ВВ, и СС, соответственно в точках М и N. 
Найдите, в каком отношении делит эта плоскость объем 
призмы, если известно, что ВМ= МВ Х , а АЫ — биссектриса уг¬ 


ла САС Х . 

Ответ: 7:17. 

4.24. Основание прямой треугольной призмы — равнобед¬ 
ренный треугольник, у которого стороны, равные а, образуют 
угол а. Диагональ грани, противолежащей этому углу, обра¬ 
зует с другой боковой гранью угол ф . Найдите объем призмы. 


л а 3 -5іп0,5а- зіпа. /— -г 

Ответ: - у]сох{0,5а + <р)-со5(0,5а-<р). 

5Шф 

4.25. Шар вписан в прямую призму, в основании которой 
лежит прямоугольный треугольник. В этом треугольнике пер¬ 
пендикуляр, опущенный из вершины прямого угла на гипотену¬ 
зу, имеет длину А и составляет с одним из катетов угол а . Най¬ 
дите объем призмы. 


Ответ: 


А 3 


•<І25іп2а ■ сохО, 5а ■ 




4.26. Объем прямоугольного параллелепипеда равен V. Ес¬ 
ли все его ребра увеличить на а, то его объем станет Ѵ х , а если 
их укоротить на а, то объем будет равен Ѵ 2 . Найти длину диа¬ 
гонали параллелепипеда. 


Ответ: 


Ѵ х +Ѵ 2 - 2Ѵ 
2а 2 


Ѵ,-Ѵ 2 -2а 3 

а 


4.27. В прямоугольном параллелепипеде точка пересече¬ 
ния диагоналей нижнего основания соединена с серединой бо¬ 
кового ребра отрезком длины т. Этот отрезок образует с ос¬ 
нованием параллелепипеда угол а, а с боковой гранью — 
угол 2 а . Найдите объем параллелепипеда. 

Ответ: 8т 3 5/и2а $/иа-Усо$За со$а . 

4.28. Объем бруска, имеющего форму прямоугольного па¬ 


раллелепипеда равен 150см 3 , площадь полной поверхности 

равна 280 с м 2 , периметр основания равен 40 см. Найдите раз¬ 
меры бруска. 
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Ответ: 10 


1 + 


V 


3 + ѴІ9 


10 


10 


1 - 


3 + ѴІ9 
10 


7 + ѴІ9 


4.29. В куб с ребром а вписана правильная шестиугольная 
призма так, что диагональ куба проходит через центры основа¬ 
ний призмы и на каждой грани куба лежат по две вершины 
призмы. Найдите объем призмы, если сторона ее основания в 3 
раза меньше ребра куба. 

а( 3-Ѵ2) 

Ответ: -. 

6 

Переключаемся 

4.30. Одно полено в два раза длинее другого, но зато в два 
раза тоньше его. Какое из этих поленьев имеет больший объ¬ 
ем? 

4.31. а) В цилиндрическом сосуде находится жидкость. 
Предложите различные способы узнать, больше или меньше 
половины объема налито, б) В цилиндрическом сосуде была на¬ 
лита доверху вода. Сосуд наклонили на некоторый угол. Как уз¬ 
нать, какая часть воды вылилась? 

4.32. В цилиндрической бочке с водой есть сливной кран. 
Вода из него уже не выливается. Как узнать, какая часть воды 
осталась в бочке? 

4.33. Как узнать длину намотанной в рулон бумаги? 

4.34. В стеклянный кубический сосуд надо влить воды так, 

2 

чтобы ее объем составлял — объема сосуда. Как это сделать, 


ничего не измеряя? 


ЗАДАЧИ К §16 

Дополняем теорию 

4.35. Для наклонной призмы рассмотрим такие величины: 

V — объем, 5 Х — площадь перпендикулярного сечения, Ь — 
боковое ребро. Докажите, что V = . 

Рисуем 

4.36. Нарисуйте наклонную призму, имеющую плоскость 
симметрии. Нарисуйте ее сечение, которое делит ее на две рав¬ 
новеликие части и проходит: а) через боковое ребро: б) парал¬ 
лельно основанию; в) как-то иначе. 
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4.37. Нарисуйте параллелепипед. Нарисуйте такое его 
сечение, которое делит его на две равновеликие части и прохо¬ 
дит: а) через боковое ребро; б) через ребро основания; в) через 
диагональ грани; г) через диагональ; д) как-то иначе. 

4.38. а) Нарисуйте правильный тетраэдр. Нарисуйте сече¬ 
ние, которое делит его на две равновеликие части, б) Решите 
аналогичную задачу для правильной треугольной пирамиды; 

в) Решите аналогичную задачу для произвольного тетраэдра. 

4.39. Нарисуйте правильную четырехугольную пирамиду. 
Нарисуйте ее сечение, которое делит ее на две равновеликие 
части. 

Планируем 

4.40. Как найти объем призмы АВСА Х В Х С Х с ребром осно¬ 
вания 2 и боковым ребром 1, если: а) боковое ребро составляет 
с основанием угол 45”; б) грань ВСС Х В Х — прямоугольник, 
плоскость которого наклонена к плоскости основания под уг¬ 
лом 30 “; в) /А Х АВ = АА Х АС =60‘; г) две ее боковые грани 
перпендикулярны основанию; д) две ее боковые грани одинако¬ 
во наклонены к основанию и составляют с ним угол 60*; е) две 
ее боковые грани одинаково наклонены к основанию и состав¬ 
ляют между собой угол 60" ? 

4.41. В параллелепипеде АВСОА х В х С х й х все грани ромбы с 

острым углом 60" и стороной 1. Как вычислить его объем, ес¬ 
ли в вершине сходятся: а) острые углы трех ромбов; б) острый 
угол одного ромба и тупые углы других ромбов? 

4.42. Как вычислить объем конуса, у которого: а) образую¬ 
щая равна 1 и составляет с основанием угол ф; б) образующая 
равна 2, а высота равна 1; в) образующая равна диаметру осно¬ 
вания и равна а? 

4.43. Как найти объем усеченного конуса, у которого из¬ 
вестны: а) радиусы обоих оснований и образующая; б) радиусы 
обоих оснований и угол наклона образующей к плоскости ос¬ 
нования? 

4.44. Как вычислить объем тела, полученного при враще¬ 
нии: а) равностороннего треугольника со стороной 2 вокруг 
его оси симметрии; б) равностороннего треугольника со сторо¬ 
ной 1 вокруг прямой, параллельной его оси симметрии и про¬ 
ходящей через его вершину; в) равнобокой трапеции с основа¬ 
ниями 4 и 2, углом при основании 45" вокруг ее симметрии; 

г) ромба со стороной 1 и острым углом 60" вокруг меньшей 
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диагонали; д) ромба со стороной 1 и острым углом 60' вокруг 
прямой, параллельной меньшей диагонали и проходящей через 
его вершину? 

4.45. Как найти объем правильной треугольной (четырех¬ 
угольной) пирамиды, у которой известны: а) сторона основания 
и высота; б) сторона основания и боковое ребро; в) сторона 
основания и двугранный угол при основании; г) боковое ребро 
и его угол с основанием; д) боковое ребро и двугранный угол 
между соседними боковыми гранями; е) высота и плоский угол 
при вершине? 

4.46. Как вычислить объем правильной четырехугольной 
пирамиды РАВСБ, у которой основанием является квадрат 
АВСИ со стороной 1, РА = 2 и: а) вершина Р проектируется в 
точку В; б) вершина Р проектируется в точку С ; в) угол между 

РА и плоскостью АВС равен 30 “; г) РО = РС~1\ д) плоскость 
основания перпендикулярна граням РАИ и РАВ1 

4.47. Как найти объем правильной усеченной треугольной 
(четырехугольной) пирамиды, у которой известны: а) сторона 
оснований и высота; б) стороны оснований и боковое ребро; 

в) стороны оснований и угол бокового ребра с основанием; 

г) стороны оснований и угол между боковой гранью и основа¬ 
нием? 

4.48. Как найти объем тетраэдра РАВС, у которого АВ = 
= ВС=АС= 2, РА = 3 и: а) вершина Р проектируется в точку В; 

б) вершина Р проектируется в середину ребра ВС\ в) вершина 
Р проектируется в центр основания; г) угол между РА и плоско¬ 
стью АВС равен 45‘; д) ^ РАС= А РАВ= 6(Г ; е) РВ=РС=2. 

4.49. Как найти объем тетраэдра, если известно, что: 
а) его основанием является равнобедренный прямоугольный 
треугольник с катетом <і, боковые ребра у него равны, а угол 
между боковыми гранями, проходящими через катеты, ра¬ 
вен ф; б) стороны его основания равны 1, а все боковые ребра 
наклонены к основанию под углом ф ; в) известны его боковые 
ребра и углы между ними? 

4.50. Как найти объем четырехугольной пирамиды, осно¬ 
ванием которой является квадрат со стороной 1 и у которой: 
а) боковые ребра равны 2; б) одна боковая грань перпендику¬ 
лярна основанию и является равносторонним треугольником; 

в) две боковые грани перпендикулярны основанию, а наиболь¬ 
шее боковое ребро равно 2; г) три боковые ребра равны 1? 
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Представляем 

4.51. Может ли наклонная призма с очень длинными боко¬ 
выми ребрами иметь весьма малый объем? 

4.52. Как одной плоскостью разбить на две равновеликие 
части: а) правильный тетраэдр: б) правильную четырехуголь¬ 
ную пирамиду? 

4.53. Пусть РАВС — правильный тетраэдр. Точка К — се¬ 
редина АС, точка Ь — середина АР, точка М — середина ВР, 
точка N — середина ВС. В каком отношении делит объем тет¬ 
раэдра его сечение, проходящее через: а) РВ и точку К; б) АС и 
точку М\ в) СЬ и точку М\ г) ЬМ и точку Л?; д) КЫ и ЬМ; е) АВ 

под углом 30“ к основанию? 

4.54. Как разбить параллелепипед на: а) 6 равновеликих 
пирамид; б) 3 равновеликие пирамиды? 

4.55. Как разбить одной плоскостью на равновеликие час¬ 
ти: а) цилиндр; б) конус; в) усеченный конус; г) шар; д) шаро¬ 
вой сегмент; е) шаровой сектор; ж) шаровой пояс? 

4.56. На какие по объему части разбивается шар единич¬ 
ного радиуса, если в нем провести: а) два больших круга, плос¬ 
кости которых перпендикулярны; б) два больших круга, плоско¬ 
сти которых образуют угол ф ; в) три больших круга, плоскости 
которых попарно перпендикулярны? 

Оцениваем 

4.57. Образующая конуса равна 1. а) Какой из таких кону¬ 
сов имеет наибольший объем? б) В каких границах находится 
объем такого конуса, если его высота лежит в промежутке 

^0; ^ ? в) В каких границах находится объем такого конуса, 

если его высота лежит в промежутке (0;5; 1) ? 

4.58. Какой из конусов имеет наибольший объем среди 
конусов: а) имеющих данную площадь осевого сечения; б) име¬ 
ющих данный периметр осевого сечения? 

4.59. Из данного конуса с радиусом основания 1 и высо¬ 
той 1 делают конус. Вершина этого конуса находится в центре 
основания данного, оси этих конусов лежат на одной прямой. В 
каком положении этот конус имеет наибольший объем? 

4.60. Объем какого конуса является наибольшим и наи¬ 
меньшим среди конусов: а) вписанных в сферу радиуса К-, 
б) описанных около сферы радиуса К; в) описанных около ци¬ 
линдра с радиусом К и высотой Я? 
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4.61. Боковое ребро правильной треугольной пирамиды 
наклонено к плоскости ее основания под углом ф. Одно осно¬ 
вание правильной треугольной призмы принадлежит основа¬ 
нию пирамиды, а вершины другого лежат на боковых ребрах 
пирамиды. Все ребра призмы равны а. Когда такая пирамида 
имеет наименьший объем? 

4.62. В конус заданного объема вписан тетраэдр, в осно¬ 
вании которого лежит равнобедренный треугольник. В каком 
положении этот тетраэдр имеет наибольший объем? 

4.63. Какая из четырехугольных пирамид имеет наиболь¬ 
ший объем среди: а) правильных пирамид, у которых боковое 
ребро равно 1; б) пирамид, у которых основанием является 
прямоугольник, одна сторона которого в два раза больше дру¬ 
гой стороны, а боковое ребро равно 1; в) пирамид, у которых 
основанием является прямоугольник, а все боковые ребра рав¬ 
ны одной из сторон этого прямоугольника и равны 1; г) пра¬ 
вильных пирамид, разверткой которых является квадрат со сто¬ 
роной 2, причем всем вершинам квадрата соответствует в раз¬ 
вертке вершина пирамиды? 

4.64. В основании пирамиды квадрат со стороной 2, ее вы¬ 
сота равна 1. Какая из следующих пирамид содержит наиболь¬ 
ший по объему шар: а) правильная четырехугольная; б) пирами¬ 
да, у которой вершина проектируется в середину ребра основа¬ 
ния; в) пирамида, у которой вершина проектируется в вершину 
основания? 

4.65. В правильную четырехугольную пирамиду, боковые 
грани которой наклонены к плоскости основания под углом ф , 
вписан цилиндр (одно основание цилиндра лежит в плоскости 
основания пирамиды, а окружность второго его основания име¬ 
ет по одной общей точке с каждой боковой гранью пирамиды). 
Радиус основания цилиндра и его высота равны г. В каком по¬ 
ложении пирамида имеет наименьший объем? 

4.66. В конусе расположены два шара единичного ради¬ 
уса, касающиеся основания конуса в точках, симметричных от¬ 
носительно центра основания. Каждый из шаров касается боко¬ 
вой поверхности конуса и другого шара. При каком условии 
объем конуса будет наименьшим? 

4.67. В шар радиуса К вписываются тела. В каждом слу¬ 
чае найдите в каком положении имеют наибольший объем: 
а) параллелепипед; б) правильная треугольная пирамида; в) пра¬ 
вильная четырехугольная пирамида; г) правильная треугольная 
призма; д) цилиндр; е) усеченный конус . 
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Сделаем 

4.68. Два прямых двугранных угла, ребра которых перпен¬ 
дикулярны, пересекаются так, что ребро каждого из них обра¬ 
зует равные углы с гранями другого двугранного угла. Расстоя¬ 
ние между ребрами двугранных углов равно а. Как найти объ¬ 
ем многогранника, являющегося их пересечением? 

4.69. Найдите внутри тетраэдра АВСО точку Р такую, что 
объемы тетраэдров РАВС, РАСО, РВСй, РВАО равны. 

4.70. Дан выпуклый многогранник, у которого все грани 
равновелики. Внутри его берется точка. Докажите, что при лю¬ 
бом положении точки сумма расстояний от нее до плоскостей 
его граней одна и та же. 

Исследуем 

4.71. Боковые ребра треугольной пирамиды имеют одина¬ 
ковую длину а . Два плоских угла при вершине пирамиды рав¬ 
ны а, а третий плоский угол равен (3. Как найти объем пира¬ 
миды? 

4.72. а) Правильный тетраэдр с объемом V срезан по уг¬ 
лам плоскостями так, что на каждой грани образовался пра¬ 
вильный многоугольник. Как найти объем оставшегося много¬ 
гранника? б) Решите аналогичную задачу для куба. 

4.73. Отрезок СО длиной 1 движется по прямой, перпен¬ 
дикулярной прямой АВ. АВ= 1. Расстояние между прямыми АВ 
и СО равно 1. а) Меняется ли при этом движении объем тетра¬ 
эдра АВСО ? б) Ответьте на тот же вопрос, если отрезок СО 
вращается вокруг общего перпендикуляра АС к прямым АВ 
и СО? 

Поступаем в ВУЗ 

4.74. Дана треугольная призма АВСА Х В Х С х . Плоскость пе¬ 

ресекает ребра А Х В Х , В Х С Х и ВС соответственно в точках М, N 
и Р. Найдите, в каком отношении делит зта плоскость объем 
призмы, если известно, что В Х М :А Х В Х =1:2, :В,С, =2:3 и 

ВР:СВ= 1:3. 

Ответ: 7:29. 

4.75. В параллелепипеде длины трех ребер, выходящих из 
общей вершины, равны соответственно 2, 4 и 6. Углы между 


ребрами, взятыми попарно, равны —. Найдите объем паралле- 

О 


лепипеда. 
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Ответ: 24 л/2. 


4.76. В основание прямого кругового конуса вписан квад¬ 
рат, сторона которого равна а. Плоскость, проходящая через 
вершину конуса и одну из сторон этого квадрата, дает в сече¬ 
нии с поверхностью конуса треугольник, угол при вершине ко¬ 
торого равен а . Определите объем конуса. 

па 3 л/сола 
Ответ: -. 

12 ип — 

2 


4.77. В шар радиуса К вписан конус, образующая которого 
составляет с плоскостью основания угол а. Вычислите объем 
конуса. 

2я К 3 . .2 

Ответ: - хт 2а хт а. 

3 

4.78. В прямой круговой конус вписан шар. Радиус круга 
касания поверхности шара и боковой поверхности конуса ра¬ 
вен г. Прямая, соединяющая центр шара с произвольной точ¬ 
кой окружности основания конуса, составляет с высотой кону¬ 
са острый угол а . Найдите объем конуса. 


Ответ: 


пг 3 (%2а 


2Асоз 6 а 

4.79. Найдите объем конуса, описанного около правильной 
четырехугольной пирамиды, сторона основания которой рав¬ 


на а, а двугранный угол при основании равен 60 ‘. 

Ответ: 

12 

4.80. Высота конуса равна И. Плоские углы при вершине 
правильной четырехугольной пирамиды, вписанной в этот ко¬ 
нус, равны а . Определите объем конуса. 

п-И 3 {\-соха) 

Ответ: -. 

Зсо^а 

4.81. Вершина А правильной призмы АВСА І В І С І совпада¬ 
ет с вершиной конуса, вершины В и С лежат на боковой по¬ 
верхности этого конуса, а вершины В , и С, — на окружности 
его основания. Найдите отношение объемов конуса и призмы, 
если АВ { : АВ = 5. 
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л 125 

Ответ: - п. 

18 

4.82. Сторона основания правильной треугольной пирами¬ 
ды равна а, боковые грани наклонены к плоскости основания 
под углом (р . Найдите объем пирамиды. 


Ответ: 



'2Ф • 


4.83. В правильной треугольной пирамиде плоский угол 
при вершине равен а, а кратчайшее расстояние между боко¬ 
вым ребром и противолежащей стороной основания равно а. 
Найдите объем пирамиды. 

а 3 

Ответ: --— . 

3 зіп — а 
2 


4.84. В правильной треугольной призме ЛВСЛ І В І С І точ¬ 
ка Д— середина ребра Л,С,. Правильная треугольная пирами¬ 
да расположена так, что плоскость ее основания совпадает с 
плоскостью АВС, одно боковое ребро проходит через верши¬ 
ну В, другое — через точку Д а третье ребро пересекает реб¬ 
ро СС,. Найдите отношение объема пирамиды к объему приз- 


Ответ: 16:21. 

4.85. В цилиндр вписана правильная треугольная пирами¬ 
да так, что одно из ее боковых ребер есть образующая цилинд¬ 
ра. Найдите объем пирамиды по радиусу К основания цилиндра 
и по величине двугранного угла а при боковом ребре пирами¬ 
ды. 


Ответ: 


К 3 хіп 4 а 


Ззіп— А4хіп 2 — -1 

2 V 2 

4.86. В основании пирамиды лежит равнобедренный треу¬ 
гольник с периметром 2 р и углом а при основании. Опреде¬ 
лите объем пирамиды, если боковые грани ее наклонены к 
плоскости основания под углом Р . 


р 3 сов 2 а • (% 2 0,5а • /#Р 
12сол 4 0,5а 


Ответ: 
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4.87. В основании пирамиды лежит прямоугольный треу¬ 
гольник с гипотенузой с и острым углом а, боковые ребра пи¬ 
рамиды наклонены к плоскости основания под углом (р. Най¬ 
дите объем пирамиды. 

Ответ: — с 3 хіп2а ■ ср. 

24 

4.88. Прямоугольный треугольник с гипотенузой с и ост¬ 
рым углом а служит основанием пирамиды. Ее боковая грань, 
проходящая через гипотенузу, перпендикулярна основанию, а 
две другие боковые грани наклонены к нему под углом Р. 
Найдите объем пирамиды. 

с 3 уІ2хіп 2 2а(^ 

Ответ: -т- 

48 со 5 і а - — 


4.89. В треугольной пирамиде РАВС все плоские углы 
трехгранных углов с вершинами в точках А и В равны а , АВ = 
= а. Определите объем пирамиды. 

~ 3 $/л0,5а / ГГТ ~ 

- \ сох 0,5(х — сох а . 


Ответ: 


12 


сох 2 а 


4.90. Объем тетраэдра АВСй равен 5. Через середины ре¬ 
бер АО и ВС проведена плоскость, пересекающая ребро СО в 
точке М. При этом отношение длины отрезка ОМ к длине от¬ 


резка МС равно —. Вычислите площадь сечения тетраэдра ука¬ 
занной плоскостью, если расстояние от нее до вершины А рав¬ 
но 1. 

Ответ: 3. 

4.91. В тетраэдре 5АВС площадь основания АВС равна 7. 
Углы АВС, А8В и двугранный угол при ребре АВ являются пря¬ 
мыми. Рассматриваются проекции тетраэдра на всевозможные 
плоскости, проходящие через прямую АВ . Наибольшая из пло¬ 
щадей таких проекций равна 14, а наименьшая — АуіЗ . Най¬ 
дите объем тетраэдра. 

Ответ: ѴІД5 . 
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4.92. Объем конуса равен V. В конус вписана пирамида, в 
основании которой лежит равнобедренный треугольник с уг¬ 
лом между боковыми сторонами, равным а. Найдите объем 
пирамиды. 

2 у 

Ответ: — зіпа ■ сов 2 а . 

71 

4.93. В треугольной пирамиде РАВС все ребра равны друг 
другу. На ребре РА взята точка М такая, что РМ~ МА, на реб¬ 
ре РВ — точка N такая, что ЛѴ= — РВ. Через точки М и N 

3 

проведена плоскость, параллельная медиане Ай основания АВС. 
Найдите отношение объема треугольной пирамиды, отсекае¬ 
мой от исходной проведенной плоскостью, к объему пирами¬ 
ды РАВС. 

Ответ: 1:6. 

4.94. Найдите объем параллелепипеда АВСОА х В х С х О х , ес¬ 
ли известно, что объем пирамиды АМКР равен V , где М — 
точка пересечения диагоналей параллелепипеда, К — точка пе¬ 
ресечения диагоналей грани А х В х С х О х , и Р — точка пересече¬ 
ния медиан треугольника ВСС Х . 

Ответ: 72 V. 

4.95. Шар радиуса К касается всех боковых граней треу¬ 
гольной пирамиды в серединах сторон ее основания. Отрезок, 
соединяющий вершину пирамиды с центром шара, делится по¬ 
полам точкой пересечения с основанием пирамиды. Найдите 
объем пирамиды. 

_ Л 3 Ѵб 

Ответ: -. 

4 

4.96. Найдите объем правильной усеченной треугольной 
пирамиды, если сторона ее большего основания равна а, дву¬ 
гранный угол, образованный боковой гранью и плоскостью ос¬ 


нования, равен — , а высота пирамиды равна 

6 


Ответ: 


7а 3 Уз 
576 


а 

12 


4.97. Двугранный угол при боковом ребре правильной че¬ 
тырехугольной пирамиды равен утроенному двугранному углу 
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при ее основании. Найдите объем пирамиды, если ее высота 
равна Н. 

12 , 

Ответ: — Н 3 . 

7 

4.98. Куб с ребром а расположен в правильной четырех¬ 
угольной пирамиде так, что четыре его вершины лежат на бо¬ 
ковых ребрах, а другие четыре лежат на основании пирамиды. 
Боковая грань пирамиды образует с основанием угол а. Най¬ 
дите объем пирамиды. 

16л/2а 3 соі э ^ 

Ответ: -. 

Зхіп2а ■ хіпа 

4.99. Основанием пирамиды служит равнобокая трапеция, 
у которой острый угол равен а, а площадь равна 5. Все боко¬ 
вые грани пирамиды составляют с плоскостью основания пира¬ 
миды один и тот же угол, равный Р . Найдите объем пирамиды. 


Ответ: — 5/#Р л/я~- 

6 


хіпа . 


4.100. В шар радиуса Я вписана четырехугольная пирами¬ 
да, все боковые ребра которой наклонены к плоскости основа¬ 
ния под углом а . В основании пирамиды лежит прямоугольник 

с углом Р между диагоналями. Найдите объем пирамиды. 


Ответ: — Я 3 хіп 3 2а • 1%а ■ хіп$ . 


4.101. В пирамиду, основанием которой служит ромб с 
острым углом а , вписан шар радиуса Я. Боковые грани пира¬ 
миды наклонены к плоскости основания под углом Р. Найдите 
объем пирамиды. 


Ответ: 


4 с(8 3 ^ і е р 

— Я 3 -?- 

3 хіпа 


4.102. Длина образующей конуса равна /, угол образую¬ 
щей с плоскостью основания равен а. Найдите объем описан¬ 
ной около конуса пирамиды, основанием которой служит ромб 
с острым углом Р . 


21 3 зіп2а ■ соха 


З^/яр 


Ответ: 
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4.103. В правильной шестиугольной пирамиде 5АВС ВЕР 
(5 — вершина) точки К и Ь выбраны на ребрах Е5 и АР соот¬ 
ветственно так, что ЕК=0,2Е5, РЬ = 0,5РА . Точки К и Т распо¬ 
ложены на прямых ВК и 5Ь так, что прямая КТ перпендикуляр¬ 
на плоскости ЗАО. Высота пирамиды равна 18, КТ =4. Найдите 
объем пирамиды. 

Ответ: 75 л/з . 

4.104. Через вершину правильной треугольной пирамиды 
и середины двух сторон основания проведена плоскость. Опре¬ 
делите площадь сечения и объемы частей пирамиды, на кото¬ 
рые она разделена сечением, зная сторону основания а и 
угол а , образованный плоскостью сечения с основанием. 

_ а 2 Л а 3 1%а 

Ответ: Площадь сечения-, один из объемов-. 

48сояа 192 

4.105. Дана правильная треугольная пирамида РАВС. Реб¬ 
ро РС этой пирамиды совпадает с боковым ребром правиль¬ 
ной треугольной призмы А І В І СА 2 В 2 Р \А Х А 2 , В { В 2 и СР — бо¬ 
ковые ребра; А І В ] С — одно из оснований). Вершины приз¬ 
мы А ] и В, лежат в плоскости грани РАВ пирамиды. Какую 
долю от объема всей пирамиды составляет объем ее части, ле¬ 
жащей внутри призмы, если отношение длины бокового ребра 

2 

пирамиды к длине стороны основания пирамиды равно 


Ѵз ' 


Ответ: 


л/3 


4.106. Многогранник имеет 6 граней: АВСК, ЕМРН, 
АВМЕ, ВСРМ, СКНР, АКНЕ. Все его вершины лежат на сфере 

радиуса Ѵ34. Грани АВСК и ЕМРН лежат в параллельных 
плоскостях, расстояние между которыми 2. Известно, что 
АВ:СК= ЕМ:РН* 1, площадь грани ЕМРН равна 5, а объем мно- 
98 

гогранника равен —. Найдите длину ребра ВМ. 

Ответ: Ѵв . 

4.107. Наклонная призма АВСВА Х В Х С Х В Х имеет своими ос¬ 


нованиями трапеции АВСВ и А 1 В 1 С 1 В 1 . Сумма площадей парал¬ 
лельных боковых граней призмы равна 5, а расстояние меж- 
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ду этими гранями равно В. Найдите объем многогранника 

ВОА х В х Ср х . 


Ответ: 


ЗУ 
3 ' 


4.108. Около правильной треугольной пирамиды со сторо¬ 
ной основания а и углом наклона бокового ребра к плоскости 
основания, равным се, описан шар. Найдите его объем. 

АуІЗп-а 3 


Ответ: 


27 хіп 3 2а 


4.109. В шар вписана правильная четырехугольная пира¬ 


мида, у которой боковое ребро составляет с плоскостью осно¬ 
вания угол а . Объем пирамиды равен V. Найдите объем шара. 


2пѴ 

Ответ: ---• 

зіп 2а ■ 1%а 

Переключаемся 

4.110. Предложите какой-нибудь способ, чтобы узнать, 
сколько воды налито в коническом сосуде: больше или меньше 
половины? 

4.111. Как вычислить радиус металлического шарика, ис¬ 
пользуя линейку и цилиндрическую пробирку? 

4.112. В ящике, имеющем форму прямоугольного паралле¬ 
лепипеда, находятся металлические шарики. Ящик заполнен 
ими доверху, его размеры во много раз больше размеров шари¬ 
ка. Предложите способ для приближенного подсчета числа ша¬ 
риков 

4.113. Известно, что спелый арбуз не тонет в воде. Какие 
вам понадобятся данные, если вы хотите выбрать хороший ар¬ 
буз, не делая в нем выреза? 

4.114. Из одной и той же массы мыльной жидкости мож¬ 
но делать пузыри разных размеров. Как меняется их толщи¬ 
на при увеличении их радиуса? Попробуйте произвести некие 
расчеты. 

4.115. Попробуйте прикинуть, какую часть от объема ша¬ 
ра _в процентах — составляет объем его части, заключенной 

между его сферой и сферой, радиус которой составляет 0,9 от 
радиуса шара. А потом проверьте предсказанный результат 
вычислением. 
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ЗАДАЧИ К §17 

Дополняем теорию 

4.116. Докажите, что: а) площадь боковой поверхности 
прямой призмы равна произведению периметра основания на 
образующую; б) площадь боковой поверхности наклонной 
призмы равна произведению периметра перпендикулярного се¬ 
чения на образующую; в) площадь боковой поверхности пра¬ 
вильной пирамиды равна произведению периметра основания 
на половину апофемы. 

4.117. Докажите, что площадь боковой поверхности пра¬ 
вильной усеченной пирамиды равна среднему арифметическо¬ 
му периметров оснований, умноженному на апофему. 

4.118. Докажите, что площадь боковой поверхности усе¬ 
ченного конуса равна произведению среднего арифметическо¬ 
го периметров оснований на образующую. 

Рисуем 

4.119. Нарисуйте сечение, которое делит на две равнове¬ 
ликие части поверхность: а) куба; б) прямоугольного параллеле¬ 
пипеда; в) произвольного параллелепипеда; г) правильной тре¬ 
угольной пирамиды. 

4.120. Нарисуйте сечение, которое делит на две равнове¬ 
ликие части поверхность: а) правильного тетраэдра; б) правиль¬ 
ной треугольной пирамиды; в) правильной четырехугольной пи¬ 
рамиды. 

4.121. Нарисуйте сечение, которое делит на две равнове¬ 
ликие части поверхность: а) цилиндра; б) цилиндра без верхне¬ 
го основания; в) конуса; г) усеченного конуса; д) усеченного ко¬ 
нуса без одного из оснований. 

4.122. Нарисуйте сечение, которое делит на две равнове¬ 
ликие части поверхность: а) сферы; б) полусферы; в) сферичес¬ 
кого сегмента; г) сферического пояса. 

Планируем 

4.123. В призме АВСА 1 В І С І основанием является пра¬ 
вильный треугольник со стороной 1, а боковое ребро равно 2. 
Как вычислить площадь ее поверхности, если: а) грань АА Х С Х С 
— прямоугольник, плоскость которого составляет с основанием 

угол 60”; б) вершина В, проектируется в центр нижнего осно¬ 
вания? 

4.124. Как вычилить площадь поверхности правильной 
треугольной (четырехугольной) пирамиды, у которой: а) сторо¬ 
на основания равна 2, а высота равна 1; б) боковое ребро рав¬ 
но 3, а высота равна 2; в) боковое ребро равно 1, а угол боко- 


Три 8 
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вого ребра с основанием равен 60’; г) ребро основания рав¬ 
но 2, а угол боковой грани с основанием равен 45’ ? 

4.125. Как вычислить площадь боковой поверхности пра¬ 
вильной треугольной (четырехугольной) усеченной пирамиды, у 
которой известны стороны оснований и: а) боковое ребро; 
б) угол бокового ребра с основанием; в) угол между боковой 
гранью и основанием; г) высота; д) угол между соседними боко¬ 
выми гранями? 

4.126. Как вычислить площадь поверхности цилиндра, у 
которого: а) осевым сечением является квадрат со стороной 2; 
б) разверткой боковой поверхности является прямоугольник со 
сторонами 1 и 2? 

4.127. Как вычислить площадь поверхности конуса, у ко¬ 
торого: а) осевое сечение является равносторонним треугольни¬ 
ком со стороной 2; б) разверткой боковой поверхности являет¬ 
ся четверть круга радиусом 1; в) образующая равна 1 и состав¬ 
ляет с основанием угол (р ? 

4.128. Как вычислить площадь поверхности, полученной 
при вращении равностороннего треугольника со стороной 1 во¬ 
круг: а) высоты; б) стороны; в) прямой, проходящей через вер¬ 
шину и параллельной его высоте; г) прямой, параллельной его 
стороне и удаленной от нее на расстояние 1; д) прямой, парал¬ 
лельной его высоте и удаленной от нее на расстояние а ? 

4.129. Как вычислить площадь поверхности, полученной 
при вращении квадрата со стороной 1 вокруг: а) диагонали; 
б) прямой, проходящей через его вершину и параллельной диа¬ 
гонали; в) прямой, параллельной диагонали и удаленной от цен¬ 
тра квадрата на 1? 

4.130. Как вычислить площадь поверхности, полученной 

при вращении: а) ромба со стороной 1 и углом в 60’ вокруг 
меньшей диагонали; б) прямоугольника со сторонами 1 и 2 во¬ 
круг диагонали; в) прямоугольной трапеции с основаниями 1 
и 2 и короткой боковой стороной, равной 1, вокруг длинной 
боковой стороны? 

4.131. Как вычислить радиус сферы, вписанной в: а) пра¬ 
вильный тетраэдр с ребром 1; б) правильный октаэдр с реб¬ 
ром 1; в) правильную л-угольную призму с известными ребра¬ 
ми; д) треугольную пирамиду, основанием которой является 
равнобедренный треугольник, две стороны которого равны 1, 
угол между ними равен ср , высота равна 1, а вершина проекти¬ 
руется в середину основания равнобедренного треугольника; 
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е) параллелепипед, все грани которого ромбы со стороной 1 и 
острым углом ср при одной из вершин? 

Представляем 

4.132. Куб с ребром 1 разрезали на 1000 равных между 
собой кубиков. Попробуйте оценить "на глаз", во сколько раз 
общая поверхность полученных кубиков больше поверхности 
исходного куба. 

4.133. Поверхность тела разделили плоскостью на две рав¬ 
новеликие части. Значит ли это, что при этом разделили попо¬ 
лам и объем тела, если исходным телом является: а) куб; б) пря¬ 
моугольный параллелепипед; в) правильная треугольная призма; 
г) правильный тетраэдр; д) правильная четырехугольная пира¬ 
мида с равными ребрами; е) цилиндр; ж) конус; з) усеченный 
конус; и) шар; к) полушар? В каком случае верны обратные ут¬ 
верждения? 

Оцениваем 

4.134. Какой из прямоугольных параллелепипедов с квад¬ 
ратным основанием имеет наибольший объем, если: а) площадь 
его поверхности равна 1; б) площадь его поверхности без одно¬ 
го из оснований равна 5 ? 

4.135. В основании прямоугольного параллелепипеда ле¬ 
жит квадрат. Объем параллелепипеда равен V. При каком усло¬ 
вии поверхность параллелепипеда будет наименьшей? 

4.136. Диагональ правильной четырехугольной призмы ра¬ 
вна 1. Какая из таких призм имеет наибольшую площадь: 
а) боковой поверхности; б) поверхности? 

4.137. Какая из правильных треугольных призм объе¬ 
мом 1 имеет наибольшую и наименьшую площадь поверхно¬ 
сти? 

4.138. Объем правильной треугольной пирамиды равен 1. 
Какая из таких пирамид имеет наибольшую и наименьшую: 

а) площадь боковой поверхности; б) площадь поверхности? 

4.139. а) Объем цилиндра равен V. Какой из таких цилин¬ 
дров имеет наибольшую и наименьшую площадь поверхности? 

б) Площадь поверхности цилиндра равна 5. Какой из таких ци¬ 
линдров имеет наибольший и наименьший объем? в) Объем ци¬ 
линдра равен V. Какой из таких цилиндров имеет наибольшую 
и наименьшую площадь боковой поверхности? г) Площадь бо¬ 
ковой поверхности цилиндра равна 5. Какой из таких цилинд¬ 
ров имеет наибольший и наименьший объем? 
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4.140. Образующая конуса равна 1. Какой из таких кону¬ 
сов имеет наибольшую площадь: а) поверхности; б) боковой по¬ 
верхности? 

4.141. Периметр осевого сечения конуса равен 2. Какой 
из таких конусов имеет наибольшую площадь: а) поверхности; 
б) боковой поверхности? 

4.142. Объем конуса равен V. Какой из таких конусов 
имеет наибольшую площадь: а) поверхности; б) боковой повер¬ 
хности? 

4.143. Конус лежит на горизонтальной плоскости, касаясь 
ее боковой поверхностью. Площадь основания конуса равна 
5!, площадь боковой поверхности —5 2 . На какой высоте над 
плоскостью находится наивысшая точка конуса? 

Сделаем 

4.144. В правильной л-угольной пирамиде все грани, вклю¬ 
чая основание, равновелики. Ее высота равна И. Как найти ее 
площадь поверхности и объем? 

4.145. Сфера касается всех ребер правильного тетраэдра. 
Как узнать, какая часть площади сферы находится внутри него? 

Исследуем 

4.146. Как найти площадь поверхности конуса, вписанного 
в сферу радиуса 2, если его основание удалено от центра сфе¬ 
ры на 1? 

Поступаем в ВУЗ 

4.147. Основанием наклонной призмы АВСА 1 В 1 С 1 явля¬ 
ется равносторонний треугольник АВС со стороной а. Верши¬ 
на А проектируется в точку пересечения медиан треугольни¬ 
ка АВС и боковое ребро составляет с плоскостью основания 


угол 45°. Найдите площадь боковой поверхности призмы. 

2 л/б+ѴТ 5 

Ответ: а -. 

3 

4.148. В правильной треугольной пирамиде задан Р — угол 
между высотой и боковым ребром пирамиды. Найдите отноше¬ 
ние квадрата высоты боковой грани к боковой поверхности пи¬ 
рамиды. 

1 ~ 


Ответ: 


Ъзіп 2 Р 


4.149. Полная поверхность правильной четырехугольной 
пирамиды равна 5, а плоский угол при вершине равен а . Най¬ 
дите объем пирамиды. 
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Ответ: 



. а 


5Ш — 
2 



4.150. Основанием пирамиды служит квадрат, две боко¬ 
вые грани пирамиды перпендикулярны к ее основанию, две 
другие образуют с основанием угол а. В эту пирамиду вписан 
куб так, что четыре его вершины лежат на боковых ребрах пи¬ 
рамиды, а четыре другие — на основании пирамиды. Зная, что 
боковое ребро куба равно а, найдите боковую поверхность пи¬ 
рамиды. 

2 (1+с/га) 2 (1 + 5/па) 

Ответ: а -. 

сова. 

4.151. В шар радиуса К вписана пирамида с квадратным 
основанием. Одно из боковых ребер пирамиды перпендикуляр¬ 
но плоскости основания, а наибольшее боковое ребро образует 
с ней угол а. Определите полную поверхность пирамиды. 

Ответ: 2уі 2К 2 сова (віпа + у]віп 2 а + 0,5сов 2 а ). 

4.152. Боковые грани четырехугольной пирамиды — рав¬ 
ные равнобедренные треугольники, а в основании пирамиды 
лежит ромб, одна диагональ которого в два раза длиннее дру¬ 
гой. Найдите объем пирамиды, если известно, что площадь бо¬ 
ковой поверхности равна 6, а среди боковых ребер есть два 
ребра, составляющих тупой угол. 


Ответ: 


4.153. Квадрат АВСБ, сторона которого равна 1, служит 
основанием пирамиды с вершиной 5. Двугранные углы, обра¬ 
зуемые гранями АВВ, ВВС, СВ И и ИВА с основанием, относятся 
как числа 1, 2, 7, 2. Найдите боковую поверхность пирамиды. 


Ответ: 


Л Л 


4.154. Плоскость, параллельная основанию пирамиды, де¬ 
лит ее на две части равного объема. Найдите отношение пло¬ 
щадей боковых поверхностей этих частей. 


1 


Л-1 ’ 


Ответ: 



374 


4.155. В цилиндр вписан прямоугольный параллелепипед. 
Одна из сторон его основания равна Ь. Диагональ параллелепи¬ 
педа образует с плоскостью основания угол а, а с боковой гра¬ 
нью, проходящей через данную сторону, — угол Р. Найдите 
боковую поверхность цилиндра. 

1 2 ял2а 

Ответ: — по -. 

4 со$(а + Р)с<м(а-Р) 


4.156. Поверхность шара, вписанного в конус, боковая по¬ 
верхность конуса и полная поверхность конуса образуют гео¬ 
метрическую прогрессию. Найдите объем конуса, если радиус 
вписанного в него шара равен /?. 


Ответ: ЗпК 3 . 

4.157. Угол при вершине осевого сечения конуса равен 
2а, а высота конуса равна Я. Найдите объем вписанного в 
этот конус шара, а также площадь полной поверхности конуса. 


_ 2 пН %а 2 

Ответ: - соз 

с оз а 


л и, „зз зі 

-; пН (8 аі8 \ - 

4 2/ Ѵ4 2, 


4.158. В правильную треугольную усеченную пирамиду с 
двугранным углом а при основании вписан усеченный конус. 
Определите боковую поверхность конуса, если апофема боко¬ 
вой грани пирамиды равна сумме радиусов оснований конуса, а 
радиус меньшего основания конуса равен г. 

п я-г 2 

Ответ: - - -. 

ял 0,5а 

4.159. Боковая поверхность конуса с образующей а раз¬ 
вернута в сектор, центральный угол которого равен 1,2я . Най¬ 


дите объем конуса. 

12 п-а 3 


Ответ: 


125 


4.160. Высота цилиндра равна высоте конуса. Боковая по¬ 
верхность цилиндра относится к боковой поверхности конуса 
как 3:2. Кроме того, угол, составленный образующей конуса с 
плоскостью основания, равен а. Найдите отношение объема 
цилиндра к объему конуса. 


27 


16ял 2 а 


Ответ: 
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4.161. В усеченный конус можно вписать шар. Докажите, 
что объем этого конуса равен произведению площади его по- 

1 

верхности на — высоты. 

6 

4.162. Усеченный конус и правильная шестиугольная при¬ 
зма расположены так, что верхнее основание усеченного кону¬ 
са вписано в верхнее основание призмы, а нижнее основание 
усеченного конуса описано около нижнего основания призмы. 
Известно, что высота усеченного конуса равна сумме радиусов 
его оснований. Найдите отношение площадей боковых поверх¬ 
ностей этих тел. 

Ответ: 3:1. 


4.163. Сфера касается всех боковых ребер правильной че¬ 
тырехугольной призмы и ее оснований. Найдите отношение 
площади поверхности сферы, лежащей вне призмы, к площади 
полной поверхности призмы. 


Ответ: 


я-(5л/2-6) 

7 


V 5, 

4.164. Докажите, что — = — 


где К, и 5, — объем и по¬ 


верхность треугольной пирамиды; Ѵ 2 и 5 2 — объем и поверх¬ 
ность вписанного в эту пирамиду шара. 

4.165. Даны правильный тетраэдр и шар, площади поверх¬ 
ностей которых относятся как 5:1. Можно ли шар поместить в 

тетраэдр, если: а) 5 = 2Ѵз ; б) 5=3? 

Ответ: а) да; б) нет. 

4.166. В усеченный конус вписан полушар, объем которо- 

6 

го составляет — объема усеченного конуса. Найдите отноше¬ 
ние боковой поверхности конуса к сферической поверхности 
полушара. 

, 20 
Ответ: 1 или —. 

21 

Переключаемся 

4.167. Как вы думаете, почему иные лекарства делают в 
виде порошка? А другие почему-то нет. 

4.168. Вам требуется выяснить, какую часть солнечной 
энергии принимает на себя Земля. Какие данные вам для этого 
потребуются ? 
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4.169. Два полных сферических чайника, один большой, а 
другой маленький, одновременно закипели, а потом стали осты¬ 
вать. В каком из них вода быстрее остынет? 

4.170. Два мыльных пузыря площадью 5 слиплись в сфе¬ 
рический пузырь. Что вы можете сказать о площади поверхно¬ 
сти нового сферического пузыря? 

4.171. а) На высоте Я над Землей висит спутник. Какая 
часть Земли видна с него? б) На какой высоте над Землей и 
сколько спутников достаточно иметь, чтобы с них можно было 
видеть всю Землю? 

4.172. Известно, что если растают все льды Гренландии, 
то произойдет мировая катастрофа. Не можете ли вы оценить 
ее масштабы? 
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ГЛАВА 5 


КООРДИНАТЫ И ВЕКТОРЫ 

Содержание первых четырех глав было известно и 
геометрам Древней Греции, хотя некоторым теоремам 
(например, теореме о трех перпендикулярах) мы дали со¬ 
временные обобщения. И доказывали эти теоремы мы, 
чаще всего, методами классической элементарной гео¬ 
метрии, хотя иногда (например, в теории объемов) мы 
применяли и методы современной математики — диффе¬ 
ренциальное и интегральное исчисление. 

Начиная с этой главы, мы рассказываем о таких раз¬ 
делах геометрии и таких ее методах, которые появились 
значительно позднее — в ХѴІІ-ХХ в.в. В этой главе пой¬ 
дет речь о координатном и векторном методах, а в 
следующей — о методе геометрических преобразований. 
Эти методы геометрии нашли применение в технике и в 
естественных науках, прежде всего в физике, да и появи¬ 
лись они во многом благодаря решению задач физики и 
техники. 


§18. ПРЯМОУГОЛЬНЫЕ КООРДИНАТЫ 
18.1. Определение прямоугольных координат. Коор 


динатами вообще называют 
числа, определяющие поло¬ 
жение точки. Впервые вы, 
вероятно, услышали слово 
"координаты" на уроке гео¬ 
графии, когда вам расска¬ 
зывали о широте и долготе, 
затем координаты появи¬ 
лись и в математике — на 
плоскости (рис.18.1). 

В науке и в практике 
пользуются разными коор¬ 
динатами или, как говорят, 
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системами координат. Са¬ 
мые употребительные и на 
плоскости, и в пространстве 
— прямоугольные коорди¬ 
наты. Их называют также 
декартовыми координатами 
по имени Рене Декар- 
т а (1596—1650) — француз¬ 
ского ученого и философа, 
впервые введшего коорди¬ 
наты в геометрии (на плос¬ 
кости). Заметим, что геогра¬ 
фические координаты употреблялись раньше. 

На плоскости и на других поверхностях положение 
точки определяется двумя координатами. В пространстве 
к двум координатам присоединяется третья. Декартовы 
координаты в пространстве определяются так. 

Возьмем в пространстве три взаимно перпендику¬ 
лярные прямые, пересекающиеся в одной точке О 
(рис. 18.2). На каждой из этих прямых введем координа¬ 
ту с началом в точке О. На одной из этих прямых коор¬ 
динату обозначим х , на другой — у , на третьей — 2. 
Эти прямые называют осями координат: ось X, ось у, 
ось 2. Произвольной точке М пространства сопоставля¬ 
ются координаты следующим образом. Точка М проек¬ 
тируется на оси, и за ее координаты принимаются коор¬ 
динаты ее проекций. Итак, координата дс точки М — 
это координата ее проекции М х на ось X на этой оси. 
Аналогично определяются координаты у и 2. 

Координаты точки записываются вслед за обоз¬ 
начением точки: М (х] у; х). Нередко точку обозначают 
просто ее координатами: (х',у,2). 

18.2. Другой способ нахождения координат точки. 
Плоскости, проходящие через пары осей, называются ко¬ 
ординатными плоскостями. Плоскость, проходящая че¬ 
рез оси X , у , называется плоскостью ху . Аналогично оп¬ 
ределяются плоскости Х2, у2 . Плоскость ху перпендику¬ 
лярна оси 2 , и плоскости Х2, ух перпендикулярны соот¬ 
ветственно осям у, X (почему?). На каждой из этих плос- 



Рис.18.2 
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костей определены координаты: на плоскости ху — ко¬ 
ординаты х,у; на плоскости XI — координаты X,2 ; на 
плоскости уі — координаты у ,2. 

Координаты х,у произвольной точки пространства 
являются координатами ее проекции на плоскость ху. 

Действительно, пусть М — данная точка и М^ — 
ее проекция на плоскость ху. Ее проекция на оси х по 
теореме о проекциях (или, что то же, о трех перпендику¬ 
лярах) совпадает с проекцией М х точки М. А это зна¬ 
чит, что координата X точки М совпадает с координа¬ 
той X ее проекции на плоскости ху. 

То же заключение применимо к координате у. 

А какой смысл здесь координаты 2 ? По абсолютной 
величине она равна длине отрезка ММ , т.е. перпенди¬ 
куляра, опущенного из точки М на плоскость ху. При 
этом она положительна, если М лежит с той же стороны 
от плоскости ху , где положительная полуось 2 , и отри¬ 
цательна, если точка М лежит со стороны отрицатель¬ 
ной полуоси 2. (Здесь мы предполагаем, что точка М не 
лежит в плоскости ху ; иначе, очевидно 2 = 0.) 

Действительно, если М 2 — проекция точки М на 
ось 2 , то отрезок ММ 2 перпендикулярен оси 2. Точно 
так же отрезок М^ О перпендикулярен оси 2 , так как 
она перпендикулярна плоскости ху. Отрезок ММ^ 
перпендикулярен этой плоскости и, значит, параллелен 
оси 2. Таким образом (если М не совпадает с М 2 ), мы 
имеем прямоугольник 0М ху ММ 2 . Поэтому ММ ху = 

= ОМ 2 — \х\. Точка М 2 лежит с той же стороны от плос¬ 
кости ху , что и точка М. Следовательно, знак, который 
надо приписать длине ММ ^, такой, как сказано. 

Полученный вывод позволяет находить координаты 
произвольной точки М следующим образом. Находим 
проекцию М;у точки М на плоскость ху , а затем про- 
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екцию М х этой точки М ^ на ось X (рис.18.3). Тогда 
длины отрезков ММ^, М ху М х ,М х О, взятые с долж¬ 
ными знаками, дадут последовательно координаты^, у,х 

точки М. (Так же можно 
находить координаты, беря 
другие проекции, на другую 
координатную плоскость и 
на другую ось.) 

18.3. Построение точки 
с данными координатами. 
Проведя указанное постро¬ 
ение в обратном порядке, 
можно найти точку с зара¬ 
нее заданными значениями 
координат: 

Х = х 0 , у = у 0 , г = 2 0 - 

Находим на оси х точку М Хд с координатой х = 
= х 0 . Проводим из нее в плоскости ху перпендикуляр к 
оси X в сторону, соответствующую знаку у 0 , на длину 
|_у 0 |. Из конца ^х„у 0 этого перпендикуляра проводим 
перпендикуляр к плоскости ху в сторону, соответствую¬ 
щую знаку г 0 , на длину |2 0 |. Конец М этого перпенди¬ 
куляра и будет иметь координаты х 0 , у 0 , г 0 , как ясно из 
предыдущего построения. 

Проведенное построение точки М(х 0 ;_у 0 ;г 0 ) пока¬ 
зывает, что не только каждой точке отвечают определен¬ 
ные три координаты, но и обратно: каждой тройке чисел, 
взятых в определенном порядке, соответствует точка с 
такими координатами. (Другими словами, между точками 
пространства и упорядоченными тройками чисел уста¬ 
навливается взаимнооднозначное соответствие.) 

18.4. Выражение расстояния между точками. 

Теорема. В прямоугольных координатах рас¬ 
стояние между точками у4(дс,;.у 1 ;г 1 ) и Д(* 2 ;.у 2 ;г 2 ) вы¬ 
ражается формулой: 
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АВ = /( Хі -х 2 ) 2 + (у х - Уі ) 2 +( г , -і 2 )\ (і) 

Словами: расстояние между точками равно корню квад¬ 
ратному из суммы квадратов разностей их координат. 

□ Пусть даны две точки 

и Я(х 2 ,У2і2 2 ) • 

Прямая АВ может быть па¬ 
раллельна только одной оси, 
так что она, допустим, не 
параллельна оси 2. Про¬ 
ведем через точки А и В 
прямые а и Ъ, параллель¬ 
ные оси 2 и, следовательно, 
перпендикулярные плоско¬ 
сти ху (рис. 18.4). Они пере¬ 
секут эту плоскость ху в точках А' и В' с координатами 
х,, у х и х 2 , у 2 (согласно п.18.2). Как известно из плани¬ 
метрии, расстояние А'В' равно: 

А'В' = уІ(х, -х 2 ) 2 +( Уі -у 2 ) 2 . ( 2 ) 

Если 2 х =2 2 , то отрезки АВ и А'В' представляют 
противоположные стороны прямоугольника (или совпа¬ 
дают, когда точки А и В лежат на плоскости ху). В этом 
случае 2 Х — 2 г = 0 и А В = А' В' . Таким образом, форму¬ 
ла (2) для этого случая и дает формулу (1). 

Допустим, 2 Х Ф2 г . Параллельные прямые а и Ъ ле¬ 
жат в одной плоскости. Проведем из точки А перпен¬ 
дикуляр АС на прямую Ъ. Получаем прямоугольный тре¬ 
угольник АВС и прямоугольник АА'В'С. Тогда АС = 
= А'В' и ВС = \г 2 -2 Х |. 

По теореме Пифагора 

АВ = лІАС 2 +ВС 2 = уіА'В ' 2 +ВС 2 . 

Подставив сюда значение А'В' из выражения (2), 
получим формулу (1). ■ 

Замечание. Как и равенство (2) является записью 
теоремы Пифагора в координатах, так и равенство (1) дает вы- 
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ражение пространственной теоремы Пифагора тоже в коорди¬ 
натах. 


§19. МЕТОД КООРДИНАТ 

19.1. Суть метода координат. Через метод координат 
алгебра и геометрия, соединяясь и взаимодействуя, дают 
богатые плоды, которые они не могли бы дать, оставаясь 
разделенными. Применение координат и алгебраичес¬ 
ких методов к исследованию геометрических объектов и 
к решению геометрических задач составляет целый раз¬ 
дел геометрии, называемый аналитической геометрией. 

Используя метод координат, можно решать задачи 
двух видов. 

Во-первых, задавая фигуры уравнениями (неравенст¬ 
вами) и выражая в координатах различные геометричес¬ 
кие соотношения, можно применять алгебру и матема¬ 
тический анализ к решению геометрических задач. Так 
в §18 мы и начали с того, что введя прямоугольные коор¬ 
динаты, выразили через них основную геометрическую 
величину — расстояние между точками. Это был первый 
шаг в применении метода координат. 

Во-вторых, пользуясь координатами, можно истолко¬ 
вывать уравнения и неравенства геометрически и таким 
образом применять геометрию к алгебре и анализу. Гра¬ 
фическое изображение функций — первый пример тако¬ 
го применения метода координат. 

Метод координат уже применялся в планиметрии для 
задания уравнениями простейших фигур: там были вы¬ 
ведены уравнения прямой и окружности. Напомним, 
что фигура Р задается на координатной плоскости ху 

уравнением /{х;у) = 0 , если точка М(х 0 ;у 0 ) ер тогда 
и только тогда, когда /{х 0 ;у 0 ) - 0. Например, точка 
М{х\у) принадлежит окружности С радиуса К с цен¬ 
тром в точке А (а, Ь) тогда и только тогда, когда МА = 
= К , т.е. тогда и только тогда, когда 

(х-а) 2 +(у-Ь ) 2 =К 2 . 


( 1 ) 
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Равенство (1) и является 
уравнением окружности С У ] 
(рис. 19.1). Заметим, что урав¬ 
нение (1) является следстви¬ 
ем формулы (2) для расстоя¬ 
ния между точками на коор¬ 
динатной плоскости ху. 

В стереометрии также го¬ 
ворят, что пространственная _ 

фигура Р задается уровне- О 
нием./{х\у\2) = 0 , если точ- 


М{х.у) 


А{а.Ъ) 


Рис. 19.1 


ка М{х 0 ]у 0 ] 2 0 ) еР тогда и 

только тогда, когда/(х 0 ;у 0 ',2 0 ) =0. 

Аналогичные определения даются и в случае зада¬ 
ния пространственных фигур неравенствами, а также 
системами уравнений и неравенств. 

Например, точка М(х',у \2 ) принадлежит сфере 5 с 
центром А{а,Ь,с) и радиусом К тогда и только тогда, ко¬ 
гда МА = К , т.е. тогда и только тогда, когда 

{х-а) 2 +{у-Ъ) 2 +( 2 -с) 2 =К 2 . (2) 

Равенство (2) является уравнением сферы 5. Оно яв¬ 
ляется следствием формулы (1) п.18.4 для расстояния ме¬ 
жду точками в пространстве, подобно тому, как уравне¬ 
ние окружности (1) было следствием формулы для рас¬ 
стояния между точками на плоскости. 

Очевидно, что шар Г), ограниченный сферой 8, за¬ 
дается неравенством 

(х - а) 2 +{у-Ъ) 2 +( 2 -с) 2 <К 2 , (3) 

поскольку М(х;у, 2 ) еГ> тогда и только тогда, когда 
МА <К. 

Отметим, что в частном случае, когда центром сфе¬ 
ры 5 является начало координат, т.е. а — Ь — с = 0, сфе¬ 
ра 5 задается уравнением 

х 2 +у 2 + 2 2 =К 2 . 


(4) 
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Еще один простой пример: плоскость ху задается 
уравнением 2 = 0. Действительно, точка М(х]у\г) лежит 
в координатной плоскости ху тогда и только тогда, когда 
ее координата 2 = 0. 

Аналогично, координатная плоскость Х2 задается 
уравнением у = 0, а координатная плоскость уг — урав¬ 
нением х = 0. 

*19.2. Уравнения без одной или двух коор дин ат. 
Последние примеры показывают, что иногда уравнение, 
задающее некоторую фигуру в пространстве, содержит 
не все переменные х,у ,2 . Например, плоскость ху зада¬ 
ется уравнением 2 = 0. В этом уравнении отсутствуют 
переменные хи у. Наоборот, в уравнениях у — кх и 

х 2 + у 2 = К 2 отсутствует переменная 2 . Вы знаете, что 
на координатной плоскости ху эти уравнения задают 
прямую I и окружность С (рис. 19.2). А что эти уравне¬ 
ния задают в пространстве? 

Уравнение у = кх в пространстве задает плоскость Р, 

проходящую через прямую I и перпендикулярную плос¬ 
кости ху (а значит содержащую ось 2 , рис. 19.3). А урав¬ 
нение 

X 2 + у 2 = К 2 (5) 

задает в пространстве бесконечный цилиндр вращения 
(рис. 19.4). Он образован прямыми, перпендикулярными 
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плоскости ху и пересекающими ее в точках окружнос¬ 
ти С. 

Оба последних примера являются частными случая¬ 
ми следующего общего утверждения: если уравнение ви¬ 
да /(х',у) = 0 на координатной плоскости ху задает 
фигуру Р, то в пространстве фигура С, заданная этим 
же уравнением, является бесконечным цилиндром, прямо¬ 
линейные образующие которого проходят через все точ¬ 
ки фигуры Р и перпендикулярны плоскости ху. 

Действительно, точка 2 с фиксированными коорди¬ 
натами х 0 ,у 0 и переменной координатой 7 является точ¬ 
кой фигуры С тогда и только тогда, когда выполняется 
равенство /(х 0 ’,у 0 ) = 0 (рис. 19.5). А это имеет место то¬ 
гда и только тогда, когда точка М(х 0 ]у 0 ]0) — проекция 
любой точки 2(х 0 ;у 0 ’,г) на плоскость ху — принадле¬ 
жит фигуре Р. Следовательно, прямая, проходящая че¬ 
рез точку А/(х 0 ;у 0 ;0) перпендикулярно плоскости ху, 
принадлежит фигуре С, если М принадлежит Р, т.е. 
фигура С состоит из таких прямых и, тем самым, явля¬ 
ется бесконечным цилиндром. 

♦ 19.3. Некоторые применения метода координат. 
Сначала еще раз рассмотрим задачу о взаимном располо¬ 
жении сферы и плоскости (см. п.4.2). Можно так выбрать 
систему координат, что данная плоскость станет коорди¬ 
натной плоскостью ху , а центр рассматриваемой сфе- 


,етрия 
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ры будет расположен на оси 2 в точке (0;0; сі ) , й > О 
(рис. 19.6). Тогда плоскость задается уравнением г — О, 

сфера — уравнением 

х 2 +у 2 + {г-с1) 2 =К 2 , 
а их пересечение — систе¬ 
мой этих уравнений 

[х 2 +у 2 +{ 2 -<І) 2 =К 2 

[2 = 0 

( 6 ) 

(поскольку координаты об¬ 
щих точек сферы и плоско¬ 
сти должны удовлетворять 
их обоим уравнениям). Под¬ 
ставляя 2 = 0 в первое уравнение системы, упрощаем ее 
и получаем систему 

\х 2 +у 2 =К 2 -сі 2 

1 / (?) 
[г = 0. 

Ясно, что при 0 < сі <К, когда К 2 - й 2 >0, эта систе¬ 
ма задает в плоскости ху окружность радиуса г — 

= лі К 2 —сі 2 (рис. 19.6). Если сі = К, то х 2 + у 2 = 0, 2=0, 
и плоскость ху и сфера имеют единственную общую 
точку (0;0;0),т.е. касаются в этой точке. Если же сі > К, 




Рис.19.7 


Рис. 19.8 




387 


то к 2 -а 2 <о и у сферы и плоскости общих точек нет 
(рис. 19.7). 

А теперь рассмотрим более сложную задачу о вза¬ 
имном расположении двух сфер 5, и 8 г , имеющих ра¬ 
диусы і?! и і? 2 и центры в точках О и Р соответственно. 
Через а обозначим длину отрезка ОР, т.е. расстояние 
между центрами сфер 5, и 8 2 . Введем систему коор¬ 
динат так, чтобы точка О была ее началом, а ось 2 


шла через точку Р в направлении вектора ОР (рис. 19.8). 
Тогда сфера 5, задается уравнением 
х 2 +у 2 +2 2 = К 2 , 
а сфера 8 2 — уравнением 

х 2 +у 2 + (2-а) 2 =к 2 . 

Будем считать, что і?, > К 2 , а также, что а > 0. Если 
а = 0, то сферы 5, и 8 2 либо совпадают, либо являются 
концентрическими. 

Фигура, получающаяся в пересечении сфер 5, и 8 2 , 
задается системой уравнений 


х 2 +у 2 + (г ~а ) 2 = к 2 . 


Эта система равносильна системе 


+ у 2 +2 2 = к 2 


Ъ+КгУОРЖ-Кг 


[2 га = а 2 + к 2 - к 2 . 

( 8 ) 

Второе уравнение систе¬ 
мы (8) имеет вид 2 = а и за¬ 
дает плоскость, перпендику¬ 
лярную оси 2 и пересекаю¬ 
щую ее в точке (0;0; а ), где 


а к 2 - к 2 

а = — + ———- 

2 2 а 


> 0 . 



(9) 


Рис.19.9 
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К^Кг-ОР ОР-К,-К г 



Таким образом, мы свели задачу о пересечении двух 
сфер к уже рассмотренной задаче о взаимном располо¬ 
жении сферы и плоскости. И становится ясно, что две 
сферы либо пересекаются по окружности (рис. 19.9), либо 
касаются внешним или внутренним образом, (рис.19.10), 
либо не имеют общих точек (рис.19.8 и рис.19.11). 

Конечно, задачу о взаимном расположении двух сфер 
можно решить и не применяя метод координат. Но вот 
пример задачи, которую обычными геометрическими 
средствами решить не просто. 

Что представляет собой пересечение двух бесконеч¬ 
ных одинаковых цилиндров вращения, оси которых пере¬ 




секаются и перпендикулярны (рис. 19.12)? 

Введем систему координат так, чтобы оси рассматри¬ 
ваемых цилиндров стали осями Хи у. Тогда, как мы по¬ 
казали в п.19.2, эти цилиндры зададутся уравнениями 










389 


у 2 +г 2 = К 2 и х 2 + 2 2 — К 2 . Координаты общих точек 
цилиндров удовлетворяют обоим этим уравнениям, а 
значит, и вытекающему из них уравнению х 2 -у 2 — 0. 

Уравнение х 2 -у 2 = 0 задает пару плоскостей, пересе¬ 
кающихся по оси 2 и заданных уравнениями у = х и 
у = — X (рис. 19.13). 

Как было сказано в п.6.4, сечение цилиндра плоско¬ 
стью является эллипсом. Поэто¬ 
му два рассматриваемых цилин¬ 
дра пересекаются по двум эл¬ 
липсам, лежащим в плоскостях 
у = X и у = -х. 

Последняя задача подсказы¬ 
вает, как вырезать заготовку из 
жести, чтобы сделать, например, 

"колено" у трубы (рис. 19.14). Де¬ 
ло в том, что при развертке ци¬ 
линдра его эллиптическое сече¬ 
ние перейдет в ... синусоиду 
(рис. 19.15)! 




Рис.19.14 



*§20. РАЗЛИЧНЫЕ СИСТЕМЫ КООРДИНАТ 

Координаты на плоскости и в пространстве можно 
вводить бесконечным числом разных способов. И, решая 
ту или иную геометрическую и физическую задачу мето¬ 
дом координат, можно использовать различные коорди¬ 
натные системы, выбирая ту из них, в которой данная 
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задача решается проще, удобнее. Рассмотрим некоторые 
координатные системы, отличные от прямоугольных. 

20.1. Косоугольные (аффинные) координаты. На 
плоскости они определяются так. 

Проведем на плоскости через данную точку О две 
произвольные прямые и введем на каждой из них коор¬ 
динату, отсчитанную от точки О (масштабные отрезки 
на осях могут быть различной длины, рис.20.1). Обоз¬ 
начим эти координаты х,у и 
прямые назовем осями х,у, 
т.е. так же, как в случае пря¬ 
моугольных координат, но 
только оси теперь не предпо¬ 
лагаются взаимно перпенди¬ 
кулярными. 

Любой точке М плоско¬ 
сти сопоставляем на оси х 

точку М х , в которой эту ось 
пересекает прямая, парал¬ 
лельная оси у. Аналогично определяем точку М у на 
оси у. Косоугольными координатами точки М называ¬ 
ются координаты точек М х и М у на осях х и у. 

В пространстве косоугольные координаты вводятся 
так. Проведем через данную точку О три произвольные 
прямые, не лежащие в одной плоскости, и введем на ка¬ 
ждой из них координату, отсчитываемую от точки О. 
Обозначим эти координаты через х,у,2 , а прямые назо¬ 
вем осями х,у,2. 

Любой точке М пространства соответствует на оси 
х точка М х , в которой эту ось пересекает плоскость, 
проходящая через точку М , параллельно плоскости ух , 
а если М лежит в плоскости ух , то полагаем М х — 0. 
Аналогично определяем на осях у и 2 точки М у и М 2 . 
За координаты х, у, 2 точки М принимаются коор¬ 
динаты точек М х , М у , М 2 на соответствующих осях 

(рис.20.2). Если оси взаимно перпендикулярны, то косо¬ 
угольные координаты становятся прямоугольными. 
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Рис.20.2 Рис.20.3 

20.2. Полярные координаты. Возьмем на плоскости 
точку О и проведем из нее луч О. и отметим направление 
отсчета углов от этого луча (рис.20.3). Каждой точке М 
плоскости (отличной от О) сопоставим в качестве ее ко¬ 
ординат г, ф расстояние Г = ОМ и угол ф, образован¬ 
ный лучом ОМ с лучом (X . Для точки О расстояние Т — 
= 0, а угол ф не определен. 

Такие координаты называются полярными; точка О 
называется их полюсом. Этими координатами особенно 
удобно пользоваться, когда рассматривают движение те¬ 
ла вокруг какого-либо центра, как, например, движение 
планет вокруг Солнца. 

Кооординаты эти "криволинейные", потому что ли¬ 
нии, на которых Г =соп5І, кривые; они окружности. В 
связи с этим можно задать "загадку": что представляет 
уравнение X = 1? Ответ: "Вы думали — прямую; нет — 
окружность... в полярных координатах ... радиус, как 
хочу, так и обозначаю". 

Эта шутка поучительна. Она напоминает, что во-пер¬ 
вых, обозначения условны и не нужно слишком привя¬ 
зываться к привычным обозначениям, а во-вторых, гово¬ 
ря о фигурах, задаваемых уравнениями, нужно указы¬ 
вать, где и какие координаты имеются в виду. 

20.3. Цилинд рические координаты. В пространстве 
возьмем какую-нибудь плоскость (X и введем на ней по¬ 
лярные координаты г, ф с центром в какой-либо точ¬ 
ке О. Через эту точку проведем прямую аА. а, на ней 
введем координату 2 с нулем в точке О. Каждой точке 
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пространства сопоставляются в качестве ее координат 
полярные координаты г, ф ее проекции на плоскость а 
и координата 2 —ее проекции на прямую а (рис.20.4). 

Координаты эти называются цилиндрическими, так 
как поверхности Г = сопзі> 0 представляют собой беско¬ 
нечные цилиндры. Направление обхода на плоскости а и 
направление на оси 2 могут образовывать либо правый, 
либо левый винт. В цилиндрических координатах удобно 
задавать поверхности вращения. 

20.4. Сферические координаты. На Земле вводят из¬ 
вестные географические координаты — широту ф и дол¬ 
готу X . Положение любой точки М относительно Земли 
можно определять тремя координатами: расстояни¬ 
ем V = ОМ от центра Земли О, широтой и долготой того 
места на Земле, где луч ОМ "протыкает" поверхность 
Земли. 

В геометрии так называемые сферические координа¬ 
ты определяют сходно, но немного иначе. 

Возьмем в пространстве какую-либо точку О и опи¬ 
шем вокруг нее произвольную сферу 5. На ней отметим 
какую-нибудь точку N — "Северный полюс". Большая 
окружность, лежащая в плоскости, которая проходит че¬ 
рез центр О перпендикулярно (ОѵѴ), будет "экватором". 
На ней отметим какую-нибудь точку А и направление 
обхода. На сфере 5 вводятся две координаты: полярное 
расстояние Ѳ и долгота ф. Полярное расстояние точки 
М е8 — это угол между лучами ОЫ и ОМ (рис.20.5). 
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Если точка М отлична от полюса N и диаметрально 
противоположной ему точки, то для определения долготы 
проводим через луч ОМ полуплоскость, ограниченную 
прямой ОМ. Проведенная полуплоскость пересечет "эк¬ 
ватор" в некоторой точке В. Угол между лучами ОА 
и ОВ, отсчитанный в указанном на "экваторе" направле¬ 
нии, и будет долготой точки М. 

Точке М пространства сопоставляются три коорди¬ 
наты: расстояние Г = ОМ от точки О, полярное расстоя¬ 
ние Ѳ и долгота той точки ф на сфере 8 , где ее пересе¬ 
кает луч ОМ . Для точек прямой ОЫ долгота не опреде¬ 
лена: она характеризуется координатой Г ; Ѳ = 0 на лу¬ 
че ОЫ , и Ѳ = 71 на противоположном луче. 

20.5. Координатная сеть. Определяя координатами по¬ 
ложение точки на плоскости (или на другой поверхности, 
например на сфере), мы во всех рассмотренных случаях 
задавали пару чисел — координаты точек. Но оказывает¬ 
ся, что такое задание точки равносильно ее заданию как 
точки пересечения двух линий — так называемых коор¬ 
динатных линий. Примерами таких координатных линий 
являются параллели и меридианы земной поверхности. 

Точка, имеющая, скажем, координатами 29° восточной 

долготы и 60° северной широты, лежит на пересечении 
соответствующих меридиана и параллели. Вся поверх¬ 
ность Земли оказывается покрыта двумя семействами та¬ 
ких линий — параллеллей и меридианов. Они образуют 
сеть, называемую координатной сетью. Любая точка по¬ 
верхности Земли (за исключением полюсов) является пе¬ 
ресечением одного меридиана и одной параллели, а друг 
с другом две параллели (или два меридиана) не пересека¬ 
ются. Задание одной координатной линии положение 
точки не определяет (вспомните роман Ж.Верна "Дети 
капитана Гранта", где путешественники, разыскивающие 
капитана Гранта, знали лишь, что он находится в точке, 

имеющей одной из координат 37° южной широты). Дру¬ 
гой пример: назначая место встречи, вы часто говорите: 
"Встретимся на углу таких-то улиц". Здесь сеть улиц в го¬ 
роде тоже является примером координатной сети. 





Если в прямоугольной системе координат на плоско¬ 
сти точка М имеет координаты а и Ь, то она является 
пересечением прямых, заданных уравнениями X = а и 
у = Ъ. Для прямоугольной системы координат сеть коор¬ 
динатных линий состоит из прямых, перпендикулярных 
осям Хи у. Их уравнения имеют соответственно вид 

х — а ну = Ъ (рис.20.6). 

Для полярной системы координат координатная сеть 
состоит из лучей, исходящих из полюса, и концентричес¬ 
ких окружностей с центром в полюсе (рис.20.7). 

Для координатных систем в пространстве коорди¬ 
натные сети состоят из трех семейств поверхностей, на 
каждой из которых постоянна одна из трех координат. 



Рис.20.6 
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Для прямоугольной и цилиндрической систем координат 
координатные сети изображены на рисунках 20.8 и 20.9. 


§21. ПОНЯТИЕ ВЕКТОРА 

21.1 Векторные величины. Понятие вектора является 
одним из самых важных в современной науке. Оно уже 
знакомо вам из курсов планиметрии и физики. Напом¬ 
ним, что векторными величинами или векторами назы¬ 
ваются величины, которые характеризуются не только 
численным значением (при выбранной единице измере¬ 
ния), но и направлением. Численное значение вектора 
называется его модулем или абсолютной величиной. 

Особый случай представляет нулевой вектор (или ко¬ 
роче — нуль-вектор) — его модуль равен нулю, а направ¬ 
ления он не имеет. 

В физике векторными величина¬ 
ми являются, например, сила и ско¬ 
рость. Примером векторной величи¬ 
ны в геометрии может служить па¬ 
раллельный перенос (рис.21.1). 

Ненулевые векторы изображают¬ 
ся направленными отрезками. На¬ 
помним, что направленным отрез¬ 
ком называется отрезок, у которого 
указан порядок концов: первый ко¬ 
нец называется началом, второй — концом. 

Направленные отрезки тоже называют векторами. 
Это не совсем точно: предмет и его изображение не одно 
и то же. Но в обыденной речи, показывая, например, 
слона на фотографии, говорят: "Это слон", и никто не 
говорит: "Это изображение слона". Поэтому, если на- 

правленный отрезок АВ изображает вектор а, то пи- 

шем АВ — а и про направленный отрезок АВ говорим: 

"Вектор АВ ". 

—► 

Нулевой вектор 0 изображается точкой. 
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Модуль ненулевого вектора АВ — это длина отрез¬ 
ка АВ. 

21.2. Параллельность (коллинеарность) и перпенди¬ 
кулярность (ортогональность) векторов. Говорят, что 
вектор параллелен (коллинеарен) данной прямой (или 
плоскости), если изображающие его направленные отрез¬ 
ки параллельны этой прямой (плоскости) или лежат на 
ней. 

Параллельность вектора V прямой а и плоскости а 
обозначается так: ѵ ||а и ѵ ||а. 

Два вектора называются параллельными (или колли- 
неарными), если изображающие их направленные отрез¬ 
ки параллельны или лежат на одной прямой. Коллинеар- 
ные векторы Л и Ь обозначаются так: а || Ь. 

Поскольку две прямые, параллельные третьей прямой, 
параллельны, то два ненулевых вектора, коллинеарных 
третьему ненулевому вектору, коллинеарны (рис.21.2). 
Это утверждение является признаком колли¬ 
неарности векторов. 

Мы будем употреблять 
также и выражения "вектор 
лежит на прямой" и "вектор 
лежит на плоскости" в тех 
случаях, когда изображаю¬ 
щий его направленный от¬ 
резок лежит на прямой или 
лежит на плоскости. 

Аналогично параллель¬ 
ности (коллинеарности) оп¬ 
ределяется и перпендику¬ 
лярность (ортогональность) двух векторов, а также пер¬ 
пендикулярность (ортогональность) вектора прямой или 
плоскости. 

Нулевой вектор по определению считается коллине- 
арным, а также и ортогональным любой прямой, любой 
плоскости и любому вектору. 

21.3. Сонаправленность и равенство векторов. Угол 

—> —► 

между векторами. Ненулевые векторы АВ и МЫ назы¬ 
ваются сонаправленными или одинаково направленны¬ 
ми, если лучи АВ и МЫ сонаправлены (рис.21.3). На- 
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помним, что понятие сонаправленности лучей было опре¬ 
делено в п. 3.6. Для сонаправленных векторов а и Ь при¬ 
меняется обозначение: а ТТ Ь. 

Из данного определения и сонаправленности двух лу¬ 
чей, сонаправленных с третьим лучом (лемма 2 п.3.6), вы¬ 
текает аналогичный признак сонаправлен¬ 
ности векторов: два вектора, сонаправленные с 
третьим вектором, сонаправлены 
(рис.21.4). 

О двух коллинеарных, но не со¬ 
направленных ненулевых векторах 
говорят, что они направлены про¬ 
тивоположно (рис.21.5). Противо¬ 
положная направленность векторов 
а и Ь обозначается так: 

а'НЬ. 

Векторы называются равными, 
если их длины равны и они сона- Рис.21.3' 

правлены. (Равенство нулевых век¬ 
торов определяется лишь первым из этих условий). 

—► 

Итак, равенство АВ = МИ 
означает, что, во-первых, 

\АВ\ = \МИ\ 

и, во-вторых, 

АВП МН 

(рис.21.6). Второе условие про¬ 
веряется лишь в случае, когда 

Из этого определения и со¬ 
направленности двух векто¬ 
ров, сонаправленных с третьим 
вектором, следует, что равенст¬ 
во векторов обладает обычным 
свойством: два вектора, рав¬ 
ные третьему вектору, равны. 

Действительно, длины у них 
равны, а направление у них 



Рис.21.5 
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Рис.21.6 


одно и то же, так как два вектора, со¬ 
направленные с третьим вектором, со¬ 
направлены. 

Отложить от данной точки век¬ 
тор, равный данному, значит постро¬ 
ить направленный отрезок с началом 
в этой точке, изображающий данный 
вектор. 

От любой точки в пространстве 
можно отложить вектор, равный дан¬ 
ному, и притом только один. 


Действительно, пусть заданы вектор АВ и некото¬ 
рая точка М (рис.21.7). Тогда найдется единственная 


точка N такая, что МОЯ — АВ. Если точка М не лежит 
на прямой АВ (рис.21.7а), то, построив параллелограмм 
АВММ, найдем искомую точку N. Если же точка М 
лежит на прямой АВ (рис.21.76), то на том луче пря¬ 



мой АВ, который имеет на¬ 
чало в точке М и сонаправ- 
лен с лучом АВ, откладыва¬ 
ем отрезок МШ, равный 

отрезку АВ. В обоих случа¬ 
ях точка N единственная. 

Углом между двумя не¬ 
нулевыми векторами назы¬ 
вается величина образуемо¬ 
го ими угла, когда они отло¬ 


жены от одной точки (рис.21.8). 


Из леммы об углах с сонаправленными сторонами 


(лемма 1 п.3.6) вытекает, что угол между векторами не за¬ 


висит от выбора той точки, от которой эти векторы 
откладываются (рис.21.9). 
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21.4. Признаки равенства векторов. Из определения 
равенства векторов непосредственно вытекает следую¬ 
щий первый признак 
равенства векторов: 
если четырехугольник АВСЛ 

-> 

— параллелограмм, то АВ = 

=ЛС (рис.21.10). 

Второй признак 
равенства векторов 
мы сформулируем в виде лем¬ 
мы: 

Л е м м а (о 



векторов). Если 

АС=ВЛ. 


равенстве 

АВ-СЛ, 


В 


□ Пусть АВ = СО 
можны два случая 
1) Отрезки 


то 


Воз- 



АВ и СО не 


Рис. 21.11 


лежат на одной прямой (рис.21.И). Поскольку 

АВ = СО, 


то 


АВ = С Л и АВПСй. 

Поэтому четырехугольник АВСЛ — параллелограмм. А 
тогда, по первому признаку равенства векторов 
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АС = ВБ. 

2) Отрезки АВ и СБ лежат на одной прямой 
(рис.21.12). Введем на этой прямой координату X, и пусть 
числа х А , х в , х с , х п — координаты точек А, В, С, Б. 



Тогда условие АВ = СИ для 
этих координат означает, что 
выполняется равенство 

Х В ~ Х А ~ Х И ~ Х С Ш 
(равенство модулей чисел 

Х В~ Х А и Х Б~ Х С означает ' 
что АВ = СБ, а совпадение 
их знаков — сонаправленность 
—► —► 

векторов АВ и СБ). Но из (1) 
следует 

Х С ~ х А ~ х О ~ Х В' ( 2 ) 


а это и означает, что АС=ВБ.Ш 

♦21.5. Радиус-вектор. Следя за удаленным движущим¬ 
ся телом — скажем, за самолетом или спутником, на¬ 
правляют на него луч зрения или луч прожектора, луч 
радара. От места наблюдения О до тела М как бы про- 

тягивается направленный отрезок — вектор ОМ . Он 
следит за движением тела: тело движется и соответствен¬ 


но изменяется вектор ОМ 
(рис.21.13). Считая тело кон¬ 
цом вектора, мы пренебрегаем 
его размерами и принимаем 
тело за точку — за материаль¬ 
ную точку, как говорят в фи¬ 
зике. Это может быть допусти¬ 
мым, если тело достаточно ма¬ 
ло в сравнении с расстоянием 
от него. Каждому положению 
какого угодно тела будет соот¬ 
ветствовать направленный к нему вектор. 
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С точки зрения геометрии, сказанное выше озна¬ 
чает следующее. Выберем какую-либо точку О и назовем 

—> 

ее началом. Каждой точке М соответствует вектор ОМ 
(рис.21.14). Он называется радиус-вектором точки М. 

Обратно, если задан какой-либо вектор а, то, отло¬ 
жив его от точки О , получим точку А — конец вектора 
—> 

ОА=а. Вектор а, отложенный от начала О, является 
радиус-вектором точки А . 

Таким образом, при выбранном начале О каждой 
точке М отвечает радиус-век¬ 
тор — вектор с началом О и 
концом в точке М. Обратно: 
каждому вектору соответству¬ 
ет точка, радиус-вектор кото¬ 
рой равен данному вектору. 

Представим себе, что точ¬ 
ка движется так, что каждому 
моменту времени ( (из какого-либо промежутка) соответ¬ 
ствует ее определенное положение М (і) и, стало быть, 

радиус-вектор г(( ) = ОМ(1). Движение точки можно опи¬ 
сывать, указывая, как зависит от времени, как изменяет¬ 
ся ее радиус-вектор. Так и поступают в теоретической 
механике, в физике, в астрономии: например, движение 
планеты вокруг Солнца описывают с помощью радиус- 
вектора, проведенного от Солнца к планете — из центра 
Солнца в центр планеты (рис.21.15). 

В геометрии изучают 
произвольные кривые ли¬ 
нии, представляя линию как 
след — траекторию движе¬ 
ния точки. Соответственно, 
линию задают радиус-векто¬ 
ром г({) ее точки в зависи¬ 
мости от какой-то вспомога¬ 
тельной переменной — па¬ 
раметра — I, то есть, как 
функцию параметра I. 


м, 



м 



етрия 
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§22. ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАЦИИ С ВЕКТОРАМИ 


22.1. Сложение и вычитание векторов. Как и в пла¬ 
ниметрии, сумму двух векторов можно найти по пра¬ 
вилу треугольника (рис.22.1). Если даны два 
вектора а и Ь, то вектор а откла¬ 



дываем от любой точки А: АВ = а. 
Затем от его конца — точки В — от¬ 


кладываем вектор В\ ВС = Ь. Сум¬ 
мой а + Ь векторов а и Ь называет¬ 


ся вектор С = АС. 

Полученный результат не зави¬ 
сит от выбора точки А. А именно, если взять другую 


точку А х и отложить векторы А Х В Х = а и В Х С Х = Ь, то в 

— > — > 

результате получим вектор А Х С Х = АС (рис.22.2). 

— ► — ► 

Действительно, так как АВ = А Х В Х , то по лемме о 


равенстве векторов, АА Х = ВВ Х . Аналогично, из равенст¬ 


ва ВС = В х С, вытекает, что ВВ Х = СС, . Следовательно, 


В 



АА , = СС, . И, снова применяя 
лемму о равенстве векторов, по- 
—> —> 

лучаем, что АС = А Х С Х . Я 

Для непараллельных (некол- 
линеарных) векторов а и Ь их 
сумму можно получить не толь¬ 
ко по правилу треугольника, но 
и по правилу паралле¬ 
лограмма. Согласно этому 
правилу, надо отложить эти век¬ 


торы от одной точки: ОА=а и О В = Ь (рис.22.3), за¬ 
тем построить на отрезках ОА и ОВ параллелограмм 
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ОАСВ . Вектор ОС и будет сум- 

—> 

мой векторов а и Ь . ОС = а + 
+ Ь. 

Свойства операции сложения 
векторов в стереометрии те же 
самые, что и в планиметрии, и 
доказываются они точно так же, 
как в планиметрии. Перечислим 
эти свойства, сопровождая их ри¬ 
сунками, из которых ясно, как 
они доказываются. 

1. Переместитель¬ 
ное свойство или ком¬ 
мутативность: 

а+Ь=Ь+а 

для любых векторов а и Ь 
(рис.22.4). 

2. Сочетательное 
свойство или ассоци¬ 
ативность: 


С 




а + (Ь + с)~ (а +Ь)+с 

для любых векторов а, Ь, С (рис.22.5). 

3. Свойство нул ь-в е к т о р а: 


а + 0 

для любого вектора Я . 

4. Существован 
ность противопо¬ 
ложного вектора: 
для каждого вектора Я суще¬ 
ствует и притом единствен¬ 
ный противоположный ему 
вектор —Я, такой, что 

а + (-а) = 0 

(рис.22.6). 

Вычитание векторов — 
это операция, обратная сло¬ 
жению векторов. Вычесть из 


а 

:е и единствен' 
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вектора а вектор Ь — значит, найти такой вектор С , ко¬ 
торый в сумме с вектором 
Ь даст вектор а (рис.22.7). 

Чтобы вычесть из век¬ 
тора а вектор Ь, можно к 
вектору а прибавить вектор 
-Ь (рис.22.8). 

По правилу параллело¬ 
грамма сумма двух неколли- 
неарных векторов представ¬ 
ляется диагональю паралле¬ 
лограмма (рис. 22.3), построенного на данных векторах, 
отложенных от одной точки. 

—> 

Аналогично, вектор АС Х , направленный по диагона¬ 
ли АС Х параллелепипеда АВСБА Х В Х С Х Б Х , равен сумме 



трех векторов АВ, АБ, АА Х , направленных по ребрам 
параллелепипеда, идущих из точки А (рис.22.9), т.е. 


АС Х = АВ+АБ+АА Х . (3) 



Действительно, по правилу параллелограмма 

АС = АВ + АБ и АС Х = АС + АА Х . 

Поэтому справедливо (3). И 

Взяв любые три вектора а, Ь, с, непараллельные од¬ 
ной плоскости, и отложив их от одной точки А , мы мо¬ 
жем построить параллелепипедЛ.вС/Х4 1 .В 1 С 1 .0 1 такой, что 
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АВ =а, Ай = Ь, АА, =с 

(говорят, что этот параллелепипед построен на векто¬ 
рах а, Ь, С). Тогда сумма векторов а, Ь, С представляет¬ 
ся диагональю АС Х параллелепипеда АВС0А 1 В 1 С 1 0 1 , 
т.е. 

а + Ь + с = АС ѵ (4) 

Векторы ѵ,, ѵ 2 , ...,ѵ„ 
называются компланарны¬ 
ми, если найдется некото¬ 
рая плоскость, которой па¬ 
раллельны эти векторы. Ес¬ 
ли же такой плоскости не 

существует, то векторы ѵ 1г 

ѵѵ„ называются неком¬ 
планарными. Любые два вектора всегда компланарны 
(объясните, почему, рис.22.10). Три вектора, направлен¬ 
ные вдоль ребер параллелепипеда, идущих из одной вер¬ 
шины, некомпланарны. 

22.2. Разложение вектора на составляющие. Само¬ 
лет пошел на посадку (рис.22.11). Его перемещение со¬ 
стоит из двух составляющих: 
вертикальной и горизонталь¬ 
ной. Первая из них показывает 
насколько снизился самолет, 
вторая — насколько и в каком 
направлении он переместился 
над землей за время снижения. 

Вес груза, висящего на 
треноге, разлагается вдоль ног 
треноги на три составляющие 
(рис.22.12). Вес тела на наклон¬ 
ной плоскости разлагается на Рис.22.ю 

давление на плоскость и "ска¬ 
тывающую силу" вдоль плоскости (рис.22.13). 

Те векторы, сумма которых равна данному вектору, 
называются составляющими этого вектора. Он "состав¬ 
ляется" из них, как сумма из слагаемых, и разлагается на 




Ри.с.22.9 
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них, как на слагаемые. По¬ 
этому и говорят о разложе¬ 
нии вектора на составляю¬ 
щие. Следует выделить три 
случая. 

1) Разложение 
вектора в плос¬ 
кости. Каждый вектор 
в плоскости разлагается, и 
притом единственным об¬ 


разом, на составляющие, коллинеарные двум данным пе¬ 


ресекающимся прямым. 


□ Пусть заданы две прямые а и Ъ, пересекающиеся 



в точке О, и вектор V. Отложим вектор V от точки О. 


Получим вектор ОѴ =Ѵ (рис.22.14). В общем случае 



вектор ОѴ не лежит ни на 
одной из прямых а или Ъ. То¬ 
гда проведем через точку V 
параллельные им прямые. Вме¬ 
сте с прямыми а, Ъ они огра¬ 
ничат параллелограмм ОАѴВ 
с диагональю ОѴ . По правилу 
параллелограмма 


ОѴ= ОА+ОВ. 


Векторы ѵ а — О А и ѵ ь =ОВ и 


Рис.22.14 
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есть составляющие вектора ѵ, лежащие на прямых а 
и Ъ. (В дальнейшем говорим короче: составляющие по 
прямым а и Ъ). 

—> 

Если вектор О V лежит на одной из прямых а 
или Ъ, то его составляющая по этой прямой — это он 
сам. А по другой прямой его составляющая равна нулю. 

Итак, возможность разложения вектора ѵ по пря¬ 
мым а и Ъ доказана. Докажем единственность такого 
разложения. 

Допустим, что имеются два разложения: 

У =У а + Уь и V =и в + и 4 . 

Тогда ѵ а +ѵ ь = и а + и ь , а потому 

У а - и а = и Ь~Уь ■ ( 5 ) 

Вектор ѵ а -и а коллинеарен прямой а, а вектор и ь - 

-ѵ ь коллинеарен прямой Ъ. Поэтому равенство (5) воз- 

—> 

можно лишь в том случае, когда Ѵ а -и а = 0 и и ь - 
—> 

-V ь — 0. Поэтому и а =Ѵ а и и ь =ѵ ь . Значит, два разло¬ 
жения вектора V совпадают, а двух различных разложе¬ 
ний быть не может. И 

2) Разложение вектора по прямой 
и плоскости. Пусть даны плоскость а и пересе¬ 
кающая ее прямая а. Возьмем какой-либо вектор V и 
отложим его от точки пересечения прямой а плоское- 
—> 

тью а — точки О: ОѴ =ѵ (рис.22.15). Пусть точка А — 
проекция точки V в направлении прямой а на плос¬ 
кость а. Тогда 


ОѴ =ОЛ+ЛѴ 


( 6 ) 
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причем ; ОА ||а и АѴ \\а . Поэтому векторы ѵ а = АѴ 

и ѵ а = ОА являются составляющими вектора ѵ по пря¬ 
мой а и плоскости а. Единственность этого разложения 
доказывается аналогично доказательству единственности 
разложения в случае 1). Проведите это доказательство 
самостоятельно. 

3) Разложение вектора по трем 
прямым. Каждый вектор допускает, и притом един¬ 
ственное, разложение на составляющие, не коллинеарные 
трем данным прямым, не параллельным одной плоскости. 

□ Возьмем три прямые а, Ь, с, пересекающиеся в 
точке О и не лежащие в одной плоскости. Отложим 

—> 

от точки О данный вектор V —ОѴ (рис.22.16). Приняв 
плоскость, проходящую через прямые Ъ и С , за плос¬ 
кость а, разложим вектор V по прямой а и плоскос¬ 
ти а: V = Ѵ а +Ѵ а . Составляющую ѵ а разложим по пря¬ 
мым Ъи с. Получим ѵ а —ѵ ь +ѵ с . А тогда 

ѵ =Ѵа+ Ѵ Ь+ Ѵ с< (?) 

т.е. получено искомое разложение вектора V по прямым 

а, Ь, с. 

Единственность разложения вектора по трем пря¬ 
мым доказывается так. Допустим, имеются два разложе¬ 
ния вектора V по трем прямым а, Ь, С : 
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ѵ=ѵ а +ѵ 6 +ѵ с И V =ѵё+ѵ' 6 +ѵ' с . 

Тогда векторы ѵ ь 4- ѵ с и ѵ'ь+ѵ'с параллельны плоско¬ 
сти а. А тогда, согласно единственности разложения в 
случае 2), ѵ а = ѵ' а и У ь + ѵ с = ѵ' ь + ѵ ' с . Но тогда, соглас¬ 
но единственности разложения вектора в плоскости по 
двум прямым, имеем, что Ѵ ь = ѵ' ь и Ѵ с = ѵ' с . Единствен¬ 
ность разложения вектора по трем прямым доказана. И 
Разложение вектора по трем прямым не сводится к 
его разложению по двум прямым лишь тогда, когда точ¬ 
ка V не лежит ни в одной из плоскостей, определяемых 
парами прямых аиЬ,ЬиС,аиС.В этом случае по¬ 
строение составляющих ѵ а , У ь , Ѵ с сводится к построе¬ 
нию параллелепипеда, диагональю которого является от¬ 
резок ОѴ и ребра которого, идущие из точки О, лежат 
на прямых а , Ъ , С. Три плоскости граней этого паралле¬ 




лепипеда определяются тремя парами пересекающихся 
прямых: а и Ъ , Ьи С , а иС,а три другие плоскости его 
граней параллельны этим плоскостям и проходят через 
точку V (рис.22.17). 

Чаще всего мы будем раскладывать векторы по трем 
взаимно перпендикулярным прямым, которые являются 
осями х, у, 2 прямоугольной системы координат. В этом 
случае параллелепипед, построенный по вектору ѵ, с 
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ребрами на осях координат, окажется прямоугольным 
(рис.22.18) или выродится в прямоугольник или отрезок. 

Убедимся, что при сложении векторов их соот¬ 
ветствующие составляющие (по прямой или плоскости) 
складываются. 

□ Докажем эту теорему, например, для случая раз¬ 
ложения вектора по прямой а и пересекающей ее плос¬ 
кости а (для разложения по трем не параллельным од¬ 
ной плоскости прямым доказательство аналогично). Возь¬ 
мем любые векторы и и V , и пусть вектор УѴ = и 4- V . 
Разложим векторы и , V и и> на составляющие по пря¬ 
мой а и плоскости а: 


И = И а +І^, V =Ѵ а +Ѵ а и 

Так как 


то 


и > = и + ѵ, 




и> = и а +и а + ѵ а +ѵ а = (и а +ѵ а ) +(и а + ѵ а ). 

Поскольку и а II а и ѵ а ||а, то (и а +ѵ а )||а. Анало¬ 
гично (и а +ѵ а )||а. Итак, векторы и а + ѵ а и ц 1 -І-ѵ а яв¬ 
ляются составляющими вектора н> по прямой а и плос¬ 
кости а. В силу единственности разложения на такие со¬ 
ставляющие получаем, что УѴ а = и а + ѵ а и н> а = и а + ѵ а , 

т.е. при сложении векторов их составляющие складыва¬ 
ются. И 

22.3. Умножение вектора на число. Эта операция 
определяется в стереометрии так же, как и в планиме- 
рии. Напомним ее определение. 


Произведением вектора а* Он числа х Ф 0 назы¬ 


вается такой вектор ха, для которого выполнены два 
условия: 

—> 

1) его длина равна произведению длины вектора а 
и модуля числа X, т.е. 


|жв| = |дфв; 


( 8 ) 
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2) он сонаправлен с вектором а , если л: > 0, и 


направлен противоположно вектору а, если х < О 
(рис.22.19). 


Если же а = 0 или * = 0, то вектор ха нулевой 

(что согласуется с (8)). 

Из этого определения непосредственно вытекают та¬ 
кие следствия: 


1. І а = а для любого 

—► 

вектора а. 

2. (-1) а = -а для лю- 

—► 

бого вектора а. 

3. Если ха = 0, то либо 



х = 0 , либо а = 0 . 

-> -> —> —► 

4. Если ха = хЬ их* 0, то а = Ь. 


5. Если ха = у а и а * 0, то х = у. 

Докажем, например, свойство 5. Из равенства ха = 
= уа по формуле (8) получаем, что |* | \а \ = \у \ \а \ . Так 
как |а| * 0, то |х| = [у|. Кроме того, числа X и у имеют 
один знак, так как в противном случае векторы ха и уа 
были бы направлены противоположно. Поэтому х = у. Я 

Часто используется следующий простой, но важный 
признак коллинеарности векторов: 

—> 

Теорема (о коллинеарных векторах). Вектор Ь 

—> 

коллинеарен ненулевому вектору а тогда и только то- 
гда, когда Ъ = ха . 

□ 1) Если Ь = ха, то векторы а и Ь коллинеарны 
(по определению произведения вектора на число). 
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2) Докажем обратное утверждение: если а || Ь, то 

—► 

найдется такое число X, что Ь = ха. Если Ь = 0, то х — 

—► 

= 0. Если же Ь Ф 0, то возможны два случая. 

а) Ь ТТ а . Тогда, чтобы из Л получить Ь , надо умно- 

\ ь \ 1*1 

жить а на число х = т—г, т.е. Ь = т— \а. 

|а| |а| 

б) бТ4а. Тогда Ь получается из Л умножением на 

1*1 1*1 

число х = — г, т.е. Ь = — і — :й. 

ГІ ГІ 

Оба эти утверждения непосредственно вытекают из 
определения произведения вектора на число. Проверьте 
это самостоятельно. Ш 

Следствие (о векторах на прямой). Два векто¬ 
ра, отложенные от одной и той же точки, лежат на од¬ 
ной прямой тогда и только тогда, когда один из них по¬ 
лучается из другого умножением на число. 

Наконец, отметим, что операции сложения векторов 
и умножения вектора на число связаны двумя свой¬ 
ствами дистрибутивности (распредели¬ 
тельные свойства). А именно, для любых векторов а, Ь и 
любых чисел X , у выполняются равенства 


(х + у)а = ха + уа 

(9) 

х[а + Ь) = ха + хЬ. 

(10) 


Оба эти свойства известны из планиметрии и отно¬ 
сятся к планиметрии, так как выполняющиеся в них дей¬ 
ствия производятся с векторами, параллельными одной 
плоскости. Если же отложить эти векторы от одной точ¬ 
ки, то изображающие их направленные отрезки окажут¬ 
ся лежащими в одной плоскости. Более того, равенст¬ 
во (9) касается лишь векторов, коллинеарных одной пря¬ 
мой. Оно непосредственно вытекает из определений сло¬ 
жения векторов и умножения вектора на число. Равенст¬ 
во же (10) может быть иллюстрировано рисунком 22.20. 
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Рис.22.20 Рис.22.21 


Равенство (10) означает также, что при умножении векто¬ 
ра на число его составляющие умножаются на это число. 

22.4. Координаты вектора. Координаты вектора в 
пространстве определяются так же, как на плоскости. А 
именно справедлива следующая теорема: 

Теорема (о координатном представлении векто¬ 
ра). Пусть в пространстве введена прямоугольная снсте- 

-4 —> -4 

ма координат с единичными векторами і , у , к коорди¬ 
натных осей X, у, і. Тогда каждый вектор ѵ единст¬ 
венным образом представляется в виде 

—^ -4 —4 —4 

ѵ = ѵ х і + V, у + Ѵ г к. (11) 

Числа ѵ х ,ѵ у ,ѵ 2 называются координатами векто¬ 


ра ѵ относительно векторов і, у, к, которые называют¬ 
ся базисными векторами или, короче, базисом. 

□ Отложим вектор V от начала координат — точ- 
—> 

ки О. Получим вектор ОА =ѵ (рис.22.21). Разложим его 
по координатным осям: 


ОА — ОА х + ОАу + 0А 2 . 


( 12 ) 
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Так как ОА х ||і, то по признаку параллельности век- 

торов ОА х = ѵ х і. Аналогично ОА у — ѵ у у, ОА 2 = ѵ 2 к. 

Подставив эти выражения в (12), получим (11). Первое 
утверждение теоремы доказано. Докажем единствен¬ 
ность координат ѵ х , ѵ у , ѵ 2 вектора ѵ. 

Допустим что, кроме разложения (11), имеется еще 
какое-нибудь разложение V по векторам і, у, к : 

ѵ = аі + Ъі+ск. (13) 

Тогда из (11) и (13) следует, что 

ѵ х і + ѵ у у + ѵ 2 к = аі + йу + ск. (14) 

Поэтому 

(ѵ х -а)і = [Ъ-ѵ у )і + {с-ѵ 2 )к. (15) 

Слева в равенстве (15) стоит вектор, параллельный 
оси X, т.е. перпендикулярный плоскости уг, а справа 
стоит вектор, параллельный плоскости уг. Они могут 
быть равны лишь в случае, когда оба они нулевые. По¬ 
этому ѵ х -а = 0,т.е. а — ѵ х . Аналогично Ь = ѵ у ,С = 

— ѵ 2 . Теорема полностью доказана. ■ 

На основании доказанной теоремы, если в прост¬ 
ранстве введены координаты, каждый вектор V можно 

задавать его координатами ѵ х , ѵ у , ѵ 2 и писать короче: 
ѵ(ѵ х ]Ѵ у ]Ѵ 2 ) вместо равенства (1) или 
ѵ =(ѵ х -,ѵ у \ѵ 2 ). 

Как показывает следующая теорема, действия с век¬ 
торами можно свести к аналогичным действиям с их ко¬ 
ординатами. 

Теорема (о действиях с координатами векторов). 

При сложении векторов их соответствующие координа¬ 
ты складываются. При умножении вектора на число его 
координаты умножаются на это число. 

□ Пусть 

с =а + Ь (іб) 

и 
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а = а х і + (ХуУ + а 2 к , Ь=*Ь х і + Ъ у ] + Ь 2 к , 

с=с х і + с у ] + с 2 к. (17) 

Надо доказать, что 

с х ~а х +Ь Х , с у = а у +Ь у , с г = а г +Ъ 2 . (18) 
Действительно, из равенств (16) и (17) получаем, что 
с = а + Ь = [а х + Ь х )/ + (а у +Ъ у )і + (а 2 + Ъ 2 )к. 

Значит, числа а х + Ъ х , а у + Ъ у ,а 2 + Ь 2 — координаты век¬ 
тора с, т.е. имеют место равенства (18). 

Докажем второе утверждение теоремы. Рассмотрим 
произведение Ха. Получим 

а = Х(а х і + а у і + а г к) = (Ха х )/ + (Ал,)у + ( Ха г )к. 

Значит, числа Ха х , Ха у , Ха 2 — координаты вектора Ха, 

что и требовалось доказать. ■ 

Следствие. Векторы параллельны тогда и 
только тогда, когда их координаты пропорциональны. 

Следствие вытекает из доказанной теоремы и при¬ 
знака параллельности векторов (п.22.3). 

22.5. Равенство координат векторов и координат то¬ 
чек. 

Теорема (о равенстве координат). Если в про¬ 
странстве введена система координат х, у, г с началом 

в точке О и единичными векторами і , у, к координат¬ 
ных осей л: , у, г, то координаты любой точки М совпа¬ 
дают с соответствующими координатами ее радиус-век- 

—► 

тора ОМ. 

□ Возьмем некоторую точку М с координатами х м , 
Ум' 2 м- По определению х м — это координата на оси X 
точки М х — проекции точки М на эту ось. Аналогично 
у м и 2 М определяются как координаты проекций М у 

и М 2 точки М на оси у и 2. Отрезок ОМ являет¬ 
ся диагональю прямоугольного параллелепипеда с ребра- 
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ми ОМ х , ОМ уІ ОМ 2 (он может вырождаться в прямо¬ 
угольник, отрезок и даже точку). Следовательно, 

ОМ = ОМ х + ОМ у + ОМ 2 . 

-4 

Как известно из планиметрии, ОМ х — х м і, ОМ у = 

= Ум і, ОМ г = 2 м к. Поэтому 
—> 

ОМ = х м і + УмІ + 2 м к . 

т.е. координаты точки М являются координатами ее ра- 
-» 

диус-вектора ОМ. Я 

Эта теорема позволяет найти координаты вектора, 
отложенного от любой точки, если мы знаем координаты 
его начала и его конца. 

С л е д с т в и е 1 (о координатах вектора). Коорди¬ 
наты вектора, отложенного от произвольной точки, рав¬ 
ны разности соответствующих координат его конца и 
его начала. 

□ Пусть точка А имеет координаты х А , у А , 2 А , а 
точка В — координаты х в , у в , 2 В . Тогда по предыду¬ 
щей теореме 

-> -> 

ОЛ=х А і + у А ] + 2 А к и ОВ=х в і + у в ) + 2 в к. 
Поэтому 


АВ — ОВ -ОА = 

= (*В ~ х а)* +{Ув ~У А У + ( 2 В ~ 2 л) к ' 

что и требовалось доказать. Н 

Следствие2(о длине вектора). Длина вектора 
равна корню квадратному из суммы квадратов его коор¬ 
динат, т.е., если 

ѵ =аіЩуск, 


то 


[ѵ| =\Іа 2 +Ь 2 +с 2 . 


( 19 ) 
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□ Отложим вектор V от начала — точки О: V = 

— ОѴ. Тогда точка V будет иметь координатами числа 
а, Ъ, с. По формуле расстояния между точками (п.18.4) 

ОѴ = уІа 2 +Ь 2 +с 2 . 

Но ОѴ = | ОѴ | = |ѵ |, т.е. имеет место (19). Ш 

♦22.6. Разложение векторов по базису. Операции сло¬ 
жения векторов и умножения вектора на число называ¬ 
ются линейными операциями с векторами. А выражение 

х 1 ѵ 1 + ... + х к ѵ к , (20) 

построенное по векторам V, . ѵ к — линейной комби¬ 
нацией этих векторов с коэффициентами х,. х к . 

Задача, которую мы рас¬ 
смотрим в этом пункте, форму- -► у 

лируется так: сколько и каких 1 Я V 

векторов на прямой, на плос¬ 
кости и в пространстве надо Рис.22.22 

задать, чтобы в виде их линей¬ 
ной комбинации можно было однозначно представить 
любой из векторов на прямой, на плоскости и в про¬ 
странстве? Система таких векторов, через которые одно¬ 
значно выражаются остальные векторы, называется ба¬ 
зисом (или аффинным базисом), соответственно на пря¬ 
мой, на плоскости и в пространстве. В п.22.4 мы уже рас¬ 
сматривали базисы, состоящие из единичных и взаимно 
перпендикулярных векторов. Здесь эта задача рассматри¬ 
вается в общем виде. Порядок векторов в базисе счита¬ 
ется заданным. 

1. Базисом на прямой является любой ненулевой век¬ 
тор. 

Действительно, пусть даны прямая / и ненулевой век¬ 
тор а (рис.22.22). Тогда по теореме о коллинеарных век¬ 
торах (п.22.3) любой вектор V || / представляется в виде 

ѵ = ха. (21) 

Такое представление единственно (по свойству 4 
п.22.3). ■ 


іетрия 
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2. Базисом на плоскости является любая пара некол- 
линеарных векторов. 

Действительно, пусть на плоскости а заданы любые 
два неколлинеарные векторы а, Ь. Проведем в плоско¬ 
сти а любые прямые а, Ъ, параллельные соответственно 

Любой вектор плоско¬ 
сти V можно разложить на 
составляющие по прямым а, 
Ъ (см. п.22.2): 

ѵ=ѵ а+ѵ ь • (22) 

Так как ѵ || а и а Ф 0, 
то по теореме о коллинеар- 
ных векторах ѵ а = ха . Ана¬ 
логично ѵ ь - уЪ. Подстав¬ 
ляя эти выражения в (22), получаем искомое представле¬ 
ние вектора V через а, Ь: 

ѵ = ха+уЬ. (23) 

Докажем, что такое представление единственно. До¬ 
пустим, что кроме (23) векторѵ допускает еще одно ана¬ 
логичное представление: 

ѵ =х'а+у'Ь. (24) 

Из (23) и (24) следует равенство 

(х-х')а = (у'-у)Ь, (25) 

которое, поскольку вектор а непараллелен вектору Ь, 
возможно лишь в случае, когда х-х' — у' - у = 0. Итак, 
X — х', у — у’, т.е. непараллельные векторы а, Ь являют¬ 
ся базисом на плоскости а. ■ 

3. Базисом в пространстве является любая тройка 
некомпланарных векторов. 

Возьмем любую тройку некомпланарных векторов 
а, Ь, С и через точку О проведем параллельные им пря¬ 
мые а, Ь, с. Любой вектор ѵ можно разложить на со¬ 
ставляющие по прямым а, Ь, С (см. п.22.2): 


векторам а, Ь (рис.22.23). 
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ѵ =ѵ а +ѵ ь +ѵ с . 

Так как ѵ в ||в, ѵ ь \\Ь, ѵ с \\с, то 

ѵ а = ха, ѵ ь =уЬ, ѵ с — 2С . 

Поэтому 

ѵ = ха + уЬ + 2С . (26) 

Единственность представления (26) доказывается 
также, как и в случае векторов на плоскости. ■ 

Справедливы утверждения, обратные трем доказан¬ 
ным. А именно: 

1) любой базис на прямой состоит из одного ненуле¬ 
вого вектора; 

2) любой базис на плоскости состоит из двух некол- 
линеарных векторов; 

3) любой базис в пространстве состоит из трех не¬ 
компланарных векторов. 

Справедливость этих утверждений опирается на о д- 
нозначность представления вектора в 
виде линейной комбинации базисных векторов. 

Из этого сразу следует, что среди базисных векто¬ 
ров не может быть нуль-вектора, так как такой вектор 
можно прибавлять к линейной комбинации с любым 
коэффициентом, не меняя ее. 

Допустим теперь, что базис на прямой состоит из 

двух ненулевых векторов а ѵ й 2 ■ Тогда любой вектор V 
на прямой можно представить в виде V = *,<*, +0 а 2 и 
V =0 •а х +х 2 а 2 , т.е. представление вектораV через пару 
векторов а 1 ,0 2 неоднозначно. Поэтому на прямой любой 
базис состоит из одного ненулевого вектора. 

По аналогии с проведенным рассуждением объясни¬ 
те теперь, почему одного вектора на плоскости для бази¬ 
са мало, а трех векторов много. В пространстве же двух 
векторов для базиса мало, а четырех много. 

То, что число векторов в базисе на прямой, на плос¬ 
кости и в пространстве равно соответственно единице, 
двум и трем позволяет определить размерность прямой, 
плоскости и пространства: прямая — одномерна, плос¬ 
кость — двумерна, пространство — трехмерно. 
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Базисы, базисные векторы которых единичны и вза¬ 
имно перпендикулярны, называются ортонормированны- 
ми. Векторы в этих базисах обозначаются обычно і, ), 
к. Именно такой базис мы рассматривали в п.п.22.4, 


Числовые коэффициены, которые стоят в правых 
частях равенств (21), (23), (26), выражающих вектор V на 
прямой, на плоскости и пространстве через базисные 
векторы, называются координатами вектора ѵ в данном 
базисе. На прямой вектор имеет одну координату, на 
плоскости — две, в пространстве — три. О координатах 
вектора в ортонормированном базисе уже шла речь в 
п.22.4. Как и там в теореме о действиях с координатами, 
можно доказать, что при сложении векторов их коорди¬ 
наты в данном базисе складываются, а при умножении 
вектора на число они умножаются на это число. Повто¬ 
рите соответствующие доказательства в рассматривае¬ 
мом общем случае. 

♦22.7. Ориентация базиса. Для любых двух базисов 
на прямой, на плоскости и в пространстве определяются 
понятия одинаковой или различной ориентированности 
этих базисов. На прямой два базиса одинаковой ориента¬ 
ции — это просто два сонаправленных вектора, а два ба¬ 
зиса различной ориентации — это два противоположно 
направленных вектора. 


На плоскости два бази¬ 
са Л, Ь ид', Ь' считаются 
одинаково ориентированны¬ 
ми, если кратчайшие пово¬ 
роты от а к Ь и от д'к Ь' 
происходят в одном направ¬ 
лении, и базисы считаются 
ориентированными различ¬ 
но, если эти повороты идут 
в противоположных направ¬ 
лениях. Чтобы ввести ана¬ 
логичные понятия для двух 
базисов в пространстве, сначала определим, что такое 



правые и левые тройки векторов, выйдем за пределы гео¬ 
метрии. 
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Тройка базисных векторов в пространстве называет¬ 
ся правой (левой), если эти векторы, отложенные от од¬ 
ной точки, располагаются так, как расположены соответ¬ 
ственно большой, указательный и согнутый средний 
пальцы правой (левой) руки (рис.22.24). 

В том случае, когда имеются две правые или две ле¬ 
вые тройки векторов, говорят, что эти тройки (базисы) 
имеют одинаковую ориентацию или что они ориентиро¬ 
ваны одинаково. 

Если же из двух данных базисов один является пра¬ 
вой тройкой, а другой — левой тройкой векторов, то го¬ 
ворят, что эти базисы имеют различную ориентацию или 
что они ориентированы противоположно. 

В дальнейшем векторы *, у, к мы всегда выбираем 
так, чтобы они образовывали правую тройку векторов. 


§23. СКАЛЯРНОЕ УМНОЖЕНИЕ ВЕКТОРОВ 

23.1. Определение скалярного произведения. На¬ 
помним, что скалярным произведением двух ненулевых 
векторов называется произведение их длин на косинус 
угла между ними. Если же хотя бы один из двух векто¬ 
ров нулевой, то их скалярное произведение считается 
равным нулю. 

Скалярное произведение векторов а и Ь обознача¬ 
ют а ■ Ъ . Если векторы а и Ъ ненулевые, то согласно оп¬ 
ределению 

а-Ь = \а |-|А|-со 5 ср, (1) 

где ср — угол между векторами а и Ъ. 

Отметим сразу два важных случая. 

1) Если а = Ь, то ф = 0°, |а| = |А| и из (1) следует, 

что а-а = |а | 2 . Произведение а • а обозначается а 2 . 
Оно называется скалярным квадратом вектора а . Итак, 
а 2 = |а| 2 . 

2) Для ненулевых векторов а, Ъ их скалярное про¬ 
изведение а- Ъ = 0 тогда и только тогда, когда аІЬ. 
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Действительно, как следует из (1), если а Ф О 
и Ь 0, то |а| 0 и |6| 0, и равенство а- Ь = 0 равно¬ 

сильно тому, что С05 ф = 0, т.е. аІЪ . 

23.2. Выражение скалярного произведения через ко¬ 
ординаты. Выразим скалярное произведение векторов 

а [ х ѵУѵ 2 і) и Ь( х 2<У2' 2 2) через координаты. Сначала по¬ 
лагаем, что векторы а и Ъ неколлинеарны. Тогда отло¬ 
жим их от некоторой 
точки О: 

а = О А и Ъ = ОВ 
(рис.23.1). Получим треу¬ 
гольник ОАВ , угол ф ко¬ 
торого при вершине О ра¬ 
вен углу между векторами 
а и Ь. По теореме коси¬ 
нусов 

АВ 2 = ОА 2 +ОВ 2 —ЮА -ОВ -сох ф, (2) 

т.е., 

(Ь-а) 2 =а 2 +Ь 2 -2аЬ. (3) 

Поэтому 

а Ь = ^(а 2 +Ь 2 -(Ь-а) 2 ) = 

= ^( х ?+У?+ 2 ?+ х 1+УІ+ 2 1-( х 2~ х і) 2 - 

-(У 2 ~Уі) 2 -( 2 2 -* і ) 2 ) = *,*2 +УіУ 2 + 2 1*2- 
Итак, в рассмотренном случае, когда а и Ь некол¬ 
линеарны 

а-Ь = х,х 2 +у,у 2 + 2 , 2 2 . ( 4 ) 

Покажем, что (4) справедливо и для коллинеарных векто¬ 
ров а и Ь. 

Если а ТТЛ, то Ь-Ум и Х>0. Тогда х 2 =Хх 1( 
У 2 = \У|» г 2 ~ Поскольку в этом случае ф = 0°,то 



'X 
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а-Ь = \а\\Ь\ = \а\Х\а\ = Х\а\ 2 = Х(х 2 + у 2 +г 2 ) = 

= х 1 (Ъс 1 ) + у 1 {Ху 1 ) + 2 1 (кг 1 ) = х,х 2 + у,у 2 + 2 ,г 2 , 
т.е 7 (4) для сонаправленных векторов а, А справедливо. 
Если а ТІА, то А = Ха, X < 0 и ф = 180°. Поэтому 
а-А = -|а||А| = -|а|(-А.|а|) = А.|а | 2 = 

= * і (Ял,) + Уі {ХУі ) + *і (Хг 1 ) = х 1* 2 + У,У 2 + - 

т.е., (4) справедливо и в этом случае. Если же один из 
векторов а или А нулевой, то (4), очевидно, выполняет¬ 
ся. ■ 

Итак, мы доказали, что скалярное произведение век¬ 
торов равно сумме произведений их одноименных коорди¬ 
нат, т.е. вычисляется по формуле (4). 

Из формулы (4) следует условие ортого¬ 
нальности векторов а и А: 

Х \ Х 2+УіУ2 +г \ г 2=°- (5) 

23.3. Свойства скалярного умножения. Следующие 

свойства выполняются для любых векторов а, А, с и лю¬ 
бого числа х . 

1 . а-Ъ = Ъ-а (коммутативность или перестано¬ 
вочность). 

2. (ха)-Ь = х(а-Ь). 

3. (а +А)-с = а-С + Ь-С (дистрибутивность или рас¬ 
пределительное свойство). 

Все эти свойства следуют из формулы (4). Проверим, 
например, свойство 3. Положим 

а = (х 1 ;у 1 ;г 1 ); Ь = (х 2 ,у 2 ;г 2 ) и с = (х 3 ;у 3 ;г 3 ). 
Тогда 

а + Ь= (х, +х 2 ;уі + у 2 ,г 1 + г 2 ). 

Поэтому 

(а + А) • с = (х, +х 2 )-х 3 + (у 1 +У 2 )-у 3 + (г 1 + 2 2 )-г 3 = 

= х,х 3 + х 2 х 3 + УіУз + У 2 Уз + + 2 і 2 з- 

Но и 

а-с + Ь-с = х 1 х 3 + у 1 у 3 + 2 1 2 3 + х 2 х 3 + у 2 у 3 + 2 2 2 3 . 
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Следовательно, (а+ Ь)-С = а-С + Ь-С. Ш 

Доказанные свойства вместе со свойствами сложения 
векторов позволяют умножать скалярно суммы и разно¬ 
сти векторов по правилам обычной алгебры. Например, 

(а + Ъ ) 2 = [а + Ь) ■ (а + Ъ) = а 2 + 2а • Ъ + Ь 2 . 

23.4. Применения скалярного умножения. Операция 

скалярного умножения векто¬ 
ров позволяет находить углы 
между ненулевыми векторами 
(точнее, косинусы этих углов). 
Из формулы (1) следует, что 

а -Ъ 

СО8 ф = ; ■ (6) 



И1*1 

а для длины вектора 
лучаем формулу: 


а по- 


\а\ = уІа\ (7) 

Кроме того, с помощью скалярного умножения дока¬ 
зывают перпендикулярность прямых, векторов, плоско¬ 
стей и т.п. Приведем примеры. 

1) Доказать, что сумма квадратов диагоналей па¬ 
раллелограмма равна сумме квадратов его сторон. 

Пусть четырехугольник АВСИ — параллелограмм 

(рис.23.2), Положим АВ = а , АВ = Ь. Тогда АС = а + 
—► —► “► 

+ Ь , а Вй = Ь-а . Кроме того ИС = а и ВС = Ь . Тогда 

АВ 2 + ВС 2 +С0 2 +А0 2 = 2(а 2 +Ь 2 ) 
и 

АС 2 +ВИ 2 =(а+А) 2 +(а-Ь ) 2 =2 (а 2 +Ь 2 ). 
Поэтому 

АС 2 +ВИ 2 = АВ 2 + ВС 2 + СИ 2 + АЭ 2 . Ш 

2) Доказать, что диагонали ромба взаимно перпен¬ 
дикулярны. 

—► —► 

В ромбе АВСИ положим АВ — а и АВ = Ь. Тогда 
АС = а + Ь, ВЭ = Ъ-а . Поскольку |а | = |А|, то 
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АС-ВО = (а+Ь)(Ь-а) = О, 
т.е. АС13И. Ш 

3) Доказать, что сумма квадратов диагоналей па¬ 
раллелепипеда равна сумме квадратов его ребер. 

Если в параллелепипеде АВСОА , 5, С, I), обозначить 

“4 —► —► 

АВ = а, АО = Ь, АА ] = с, то его диагонали зададутся ра¬ 
венствами: 


АС | — а + Ь + с, А,С = а + Ь-с , ВО 1 = Ь +с —а и 
В 1 0 = -а + Ь-с. 

Тогда 

АС 2 +А 1 С 2 +В0 2 +В 1 0 2 = 4(а 2 +Ь 2 +с 2 ). Ш 
23.5. Скалярное произведение и проекции. Как го¬ 
ворилось в п.22.2, при рассмотрении векторной величины 
нас может интересовать не столько она сама, сколько 
ее составляющая в некотором направлении. Такие со¬ 
ставляющие находят проектированием на прямые и плос¬ 
кости, чаще всего с помощью ортогонального проектиро¬ 
вания. Только о таком проектировании на прямую здесь 
и пойдет речь. 

Если на прямой, на которую проектируется вектор, 
ввести координату, то состав¬ 
ляющую вектора по этой пря¬ 
мой удобно задать чис-лом. 

Это число называется проек¬ 
цией вектора на ось. Дадим 
его определение. у 

Пусть задана некоторая 
координатная ось х, т.е. пря- 0 е В 

мая I, на которой выбрана Рис. 23.3 

точка О — начало координат, 

а также единичный вектор е , задающий направление 
оси и масштаб (рис.23.3). 

Возьмем любой вектор ѵ и отложим его от точки 
—► 

0\ V =ОА. Спроектируем точку Л на ось X. Получим 
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а) ОВ\\е б) ОВНе 




Рис.23.4 
—► 

точку В и составляющую ОВ вектора ѵ по оси х. Длина 

-■+ 

отрезка ОВ со знаком "плюс", если ОВ ТТ е , и со зна- 

ком "минус", если ОВ Т1 е , и называется проекцией век¬ 
тора ѵ на ось х. Обозначать проекцию вектора ѵ на 

ось X будем так: ѵ х (или так: пр.ѵ ). Если ѴІЛ , то 

ѵ х =0. 

Поскольку ОВ — катет прямоугольного треугольни¬ 
ка ОАВ , то 

ѵ х = |ѵ| • С05 ф , (8) 

где ф — угол между векторами ѵ и е (рис. 23.4а,б). 

Так как \е\ = 1, то из (8) следует, что 

ѵ х = ѵ е . (9) 

Отметим, что в разложении произвольного вектора 
ѵ по ортонормированному базису I, у, к, т.е. в сумме 

ѵ = хі + у/ + 2 к, (10) 

слагаемые хі, у], гк являются составляющими вектора V 
по осям х , у, 2 , а числа х , у, 2 будут как координатами 
вектора ѵ , так и его проекциями на оси координат. При 
этом 

Х=ѵ I, у=Ѵ у, 2 — V • к . (9) 

Проекции векторов постоянно встречаются на прак¬ 
тике. Глядя на перемещающийся вдали предмет, мы ви- 
дим не само перемещение, а его проекцию на направле- 
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ние, перпендикулярное лучу зре¬ 
ния. Насколько же предмет удаля¬ 
ется от нас или, напротив, при¬ 
ближается, показывает проекция 
на луч зрения. Знак проекции по¬ 
казывает удаление или приближе¬ 
ние (считая, например, удаление 
положительным, а приближение 
отрицательным). 

Совершенно так же мы ви¬ 
дим не скорость движения тела, а ее проекцию, перпен¬ 
дикулярную лучу зрения. Проекция же на этот луч дает 
скорость удаления или приближения предмета. 

Проекция вектора силы на данное направление по¬ 
казывает, можно сказать, насколько сила действует в 
данном направлении. Например, когда предмет толкают 
или тянут, важна проекция приложенной силы на на¬ 
правление движения (рис.23.5). Точно так же при подъе¬ 
ме предмета важна "подъемная сила" — проекция прило¬ 
женной силы на вертикальное направление. 

Проекции скорости, силы и других векторных ве¬ 
личин входят в целый ряд законов физики. 



Рис.23.5 


*§24. ВЕКТОРНЫЙ МЕТОД 

Теперь, когда в §§21—23 мы познакомились с осно¬ 
вами векторной алгебры, применим ее к решению гео¬ 
метрических задач. Аппарат векторов позволяет кратко 
записывать формулировки задач, теорем и их решения, 
доказательства. Например, условие теоремы о средней 

-> 1 -► 

линии треугольника записывается так: КЪ = — ВС 

(рис.24.1), а ее доказательство занимает всего одну стро¬ 
ку: 

-+ -+ -+ 1-» і-+ \ 1 

КЪ = АЬ-АК=-АС--АВ = -\ АС-АВ - ВС. 

2 2 2 V ) 2 

24.1. Векторное задание прямых и плоскостей. Возь¬ 
мем какую-нибудь прямую I в пространстве. Ее положе¬ 
ние вполне определяется заданием одной из точек А 
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этой прямой и некоторого ненулевого вектора т, колли- 
неарного прямой I (рис.24.2). Вектор т называется на¬ 



правляющим вектором пря¬ 
мой / . 

Выберем в пространст¬ 
ве любую точку О. Тогда 
—► 

радиус-вектор ОХ любой 
точки X прямой I равен 
такой сумме: 

ОХ =ОА + АХ. (1) 


Так как АХ || т и т 0, то 
по теореме о коллинеарных векторах (п.22.3) 


АХ ~ (т, (2) 

где і — некоторое действительное число. Введя обозна¬ 


чение ОХ = г и О А = г 0 из (1) и (2) получим 

г = г 0 +(т. (3) 

Это равенство и задает прямую /: когда параметр 
і пробегает все множество действительных чисел, точ¬ 
ка X пробегает всю прямую. Точке А соответствует і = 
= 0. Если же і изменяется на отрезке [/, ,/ 2 ] > то точка 


і пробегает отрезок прямой I с концами в точках Х г 

и Х 2 , соответствующих значениям и ( 2 параметра і. 
Теперь рассмотрим случай плоскости. Зададим неко¬ 



торую плоскость а любой 
ее точкой А е а и парой 
лежащих в а неколлинеар- 
ных векторов тип 
(рис.24.3); векторы тип 
называются направляющи¬ 
ми векторами плоскости а. 
Они образуют базис в плос¬ 
кости а. Любой вектор 
—► 

АХ , где X — произволъ- 



429 


ная точка плоскости а, 
можно разложить по векто¬ 
рам тип: 

АХ =(т + 5п. (4) 

-► -► 

Поскольку ОХ = ОА + 

—► 

+ АХ, то подставляя в это 
равенство выражение (4) и 
полагая, как и раньше, 

ОА = г 0 и ОХ = г , 
окончательно получаем 

г = г 0 +(т + 5п. (5) 

Это уравнение задает плоскость а в пространстве: 
положение любой точки X плоскости а определится за¬ 
данием упорядоченной пары действительных чисел (*,$), 
причем каждой такой паре соответствует некоторая 
точка плоскости а в системе координат с началом в 
точке А и базисными векторами т, п. Точке А соот¬ 
ветствует пара (0;0). 

24.2. Общее уравнение плоскости. Используя ска¬ 
лярное умножение, мы можем теперь вывести уравне¬ 
ние, задающее плоскость в системе декартовых коорди¬ 
нат. Она задается линейным уравнением. Как вам из¬ 
вестно из планиметрии, на координатной плоскости х, у 
каждая прямая задается уравнением вида 

Ах + Ву + С = 0, (6) 

причем коэффициенты А, В не обращаются в нуль одно¬ 
временно. 

Для плоскости в пространстве верен аналогичный 
результат. 

Теорема. Плоскость в пространстве задается в 
системе прямоугольных координат х, у, г уравнением 
вида 

Ах + Ву + Сг + 1) - 0 (7) 

при условии, что коэффициенты А, В, С не обращаются 
в нуль одновременно. 
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ределится, если, кроме 

М(х 0 ]у 0 \ 2 0 ) еа. 


□ Пусть в пространст¬ 
ве введены прямоугольные 
координаты х, у, г и зада¬ 
на некоторая плоскость а. 
Возьмем любой ненулевой 
вектор, перпендикулярный 
плоскости а. Назовем его 
вектором нормали к плос¬ 
кости а (рис.24.4) и обоз¬ 
начим п(А;В;С). 

Положение плоскости а 
в пространстве вполне оп- 
задать какую-нибудь точку 


п, 

Точка Х(х]у,г) принадлежит плоско¬ 


сти а тогда и только тогда, когда вектор МХ перпенди¬ 
кулярен вектору п , т.е. тогда и только тогда, когда 

п-МХ= 0. (8) 

Равенство (8) и является уравнением плоскости а. 

—► -4 “4 

Так как МХ = ОХ-ОМ, то, используя формулу для ска¬ 
лярного произведения, получаем, что 


п-МХ =А(х -х 0 ) + В{у-у 0 ) + С(г- 2 0 ). (9) 

Подставив это выражение в левую часть (8) и поло¬ 


жив И = -(Ахо + Ву 0 +Сг 0 ), получим (7). ■ 


Верно также и обратное утверждение: уравнение 
вида (7) при условии, что среди коэффициентов А, В, С 
есть ненулевые, задает в пространстве плоскость в систе¬ 


ме прямоугольных координат. Если А * 0, то такой плос¬ 
костью является плоскость а, проходящая через точку 




М 




Г7 ;0:0 


и имеющая вектор п(А',В',С) своим нор¬ 


мальным вектором. 

Замечание. Рассмотрим случай, когда уравнение (7) 
плоскости а содержит не все координаты, например имеет вид 
Ах + Ву + О = 0, т.е. С = 0. Если такому уравнению удовлетво- 
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ряют координаты х 0 , у 0 некото¬ 
рой точки М плоскости ху, то 
ему удовлетворяют и координаты 
любой точки прямой /, проходя¬ 
щей через точку М и перпенди¬ 
кулярной плоскости ху. Поэтому 
в рассматриваемом случае плос¬ 
кость а содержит эту прямую, т.е. 
а параллельна оси г, если й * О, 
и проходит через ось г, если й = 

= 0. Рассмотрите самостоятельно 
случаи обращения в нуль других 
коэффициентов в уравнении (7). 

24.3. Векторное задание отрезка. Рассмотрим в про¬ 
странстве отрезок АВ. Фиксируем некоторое начало О 
и зададим концы А и В отрезка АВ радиус-векторами 

г 0 = О А и г х = ОВ (рис.24.5). Для любой точки X отрезка 

АВ вектор АХ ТТ АВ и 

АХ =ХАВ, (10) 

причем, параметр А меняется от 0 до 1, когда точка X 
двигается по отрезку АВ от А до В. Если X = А, то 
А. = 0, если X = В, то А = 1, а если X — середина от¬ 
резка АВ — точка С, то А = —. 

2 

Выразим радиус-вектор г = ОХ точки X через г 0 , 
г, и А. Имеем: 

г = ОХ = ОА+ АХ = ОА+ ХАВ = ОА+ Т^ОВ - ОА 
= {\-\)ОА+\дв. 

Итак, 

г = (1-А)-г 0 + Аг,. 



А 



(П) 
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л 1 

Из равенства (11) при Л. = — для середины С отрез¬ 


ка АВ получаем 


6с = ^6а+6в^, 


( 12 ) 


т.е. радиус-вектор середины отрезка равен полусумме ра¬ 
диус-векторов его концов. 

24.4. Некоторые теоремы о треугольниках и тетра¬ 
эдрах. Применим формулы, выведенные в предыдущем 
пункте, для решения нескольких задач о треугольниках, 
расположенных в пространстве, и тетраэдров. Сначала 
докажем векторным методом известную вам теорему о 
точке пересечения медиан треугольника. 

Выберем начало О, не лежащее в плоскости тре¬ 


угольника АВС, и положим г л — ОА, г в —ОВ, г с — 


= ОС, г к = ОК и Г[ ~ ОЬ, где точки К и I — сере¬ 
дины сторон АВ и АС (рис.24.6). Тогда 



1 , . 

г к=2^ г а +г в) и 

г і=^( г л+ г с)- ( 13 > 

Пусть точка М — точ¬ 
ка пересечения медиан ВЬ 
и СК. Поскольку точка М 
лежит на отрезке ВЬ, то для 

ее радиус-вектора г м = ОМ 


выполняется равенство 

^=(1-^)-^+^. (14) 

Аналогично, так как М лежит на отрезке СК, то 

г м =(1-ц)’ г с + №• 

Из (13), (14) и (15) следует, что 


(15) 
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(!“*•)■ г в + + =(1-Ц)т с + ^г А +^г в . (16) 


Поскольку векторы г А , г в , г с некомпланарны и об¬ 


разуют в пространстве базис, числовые коэффициенты 
при этих векторах справа и слева в равестве (16) соответ¬ 
ственно равны: 




X 

2 


\і . X 2 

—, 1-Ц = —, т.е., X = и = - 

2 2 р 3 


(17) 


Итак, радиус-вектор г м точки пересечения медиан 
ВЬ и СК выражается равенством 


1 / 

=-{г А +г в +г с ), (18) 

т.е., он равен одной трети суммы радиус-векторов, иду¬ 
щих в вершины треугольника. Если теперь повторить 
проведенный вывод для медианы ВЬ и медианы ЛіѴ 
из вершины А, то придем к тому же результату (18). По¬ 
этому все три медианы треугольника проходят через 
точку М, радиус-вектор которой определяется равенст¬ 
вом (18). ■ 

Проверьте, что формула (18) верна и для точки О, 
лежащей в плоскости треугольника АВС . 


Равенства X = |і = — означают, что точка пересече¬ 


ния медиан треугольника отсекает на них отрезки, рав- 

2 

ные — самих этих медиан (считая от вершин треуголъ - 

3 

ника). Это же можно выразить и так: точка пересечения 
медиан делит их на отрезки, относящиеся как 2:1, счи¬ 
тая от вершин треугольника. 

Напомним, что точку пересечения медиан треуголь¬ 
ника называют его центром тяжести, или центром масс, 
или центроидом. 

Обратимся теперь к тетраэдру АВСО — простран¬ 
ственному аналогу треугольника АВС . Рассмотрим от¬ 
резки ИМ и С(2, соединяющие вершины Д и С тетра¬ 
эдра с центроидами М и (3, противоположных этим вер- 

етрия 



434 


шинам граней тетраэдра (рис.24.7). Отрезки ИМ и С^ 
пересекаются в некоторой точке Р, поскольку они ле¬ 
жат в треугольнике С/Ж, 
где точка К — середина реб¬ 
ра АВ. 

Выразим сначала радиус- 
-> 

вектор Г Р =ОР через ради¬ 
ус-векторы г с , г 0 , г к точек 
С, й, К, считая, что точка О 
не лежит в плоскости СйК. 

Для радиус-вектора г Р точки Р как точки отрезка 
ИМ имеем: 

г Р =(1-Х)Тр+Хг м . (19) 

Аналогично, поскольку Р е С() , то 

г р =(1-ц)-г с +цг е . (20) 

Поэтому 

(І-АО-Гд +Ьгм =(1-Ц)-» , С + Р*е- ( 21 > 

2 

Учитывая, что М е СК и СМ = —СК, а также, что 



(3 е /Ж и йО. = — /Ж, получаем 
3 


12 12 

г м ~ з г с + з г * и г е ~ ^ г ° + з г *' 

Подставив г м и Гд из (22) в (21), получим 

4 X 2Х .. . ц 

(1 - Я.) • Гд + — г с + — = (1-ц)т с +^Гд + 


( 22 ) 


2ц 

Т 


Г К • (23) 


Поскольку векторы г с , Гр, г к некомпланарны и об¬ 
разуют в пространстве базис, числовые коэффициенты 
при этих векторах справа и слева в равенстве (23) соот¬ 
ветственно равны, т.е. 
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1 — X. = —, — = 1-и,, А. = и.. 

3 3 

(24) 

Из (24) получаем, что 


, 3 

г 4 

(25) 

Тогда из (18) и (19) следует, что 


1 , 

Г Р =Т І г а +г в+г с +г в ). 

4 

(26) 


Если теперь находить точку пересечения любых 
двух из отрезков, соединяющих в тетраэдре АВСй вер¬ 
шину с центроидом противоположной грани, то радиус- 
вектор такой точки пересечения определится форму¬ 
лой (26). Следовательно, все эти отрезки пересекаются в 
точке Р, которая называется центроидом тетраэдра (или 


его центром тяжести, или его 
центром масс). Отношение от¬ 
резков, на которые разбивает 
отрезки йМ , С (),... точка Р 
равно 3:1, считая от вершин 
тетраэдров. 

Центроид тетраэдра обла¬ 
дает и другими интересными 
свойствами. Через него, напри¬ 
мер, проходят все отрезки, со¬ 
единяющие середины скрещи¬ 
вающихся ребер тетраэдра (их можно назвать средними 
линиями тетраэдра), и делятся им пополам (рис.24.8). 

Действительно, пусть точка К — середина реб¬ 
ра АВ тетраэдра АВС И, а точка 8 — середина его реб¬ 
ра йС. Тогда радиус-вектор г к середины отрезка АВ 
выражается равенством 



1 , 

г к =2 І г л +г в )< 


(27) 


а радиус-вектор г 5 середины 8 ребра СО — равенством 
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* = ^( г с +'/>)• 


(28) 


Следовательно, середина отрезка КЗ имеет радиус- 
вектор, равный полусумме векторов г к и г 5 , т.е. вектор 


— (г а + г в + г с + г э ) • А этим радиус-вектором и задается 

4 


центроид Р тетраэдра АВСИ. 

Если мы рассмотрим пару 
средних линий КЗ и ЬТ тетра¬ 
эдра АВСй (рис.24.9), то мы 
увидим, что они являются диаго¬ 
налями параллелограмма КЬЗТ, 
плоскость которого параллельна 
скрещивающимся ребрам АИ 
и ВС. 

Отметим, что выводы всех 
формул в этом пункте останутся 
в силе и тогда, когда точки А, 



В, С, И лежат в одной плоскости. Подумайте, какие тео¬ 


ремы планиметрии мы тогда получим. 

24.5. Центр масс системы материальных точек. Срав¬ 
нивая формулы (12), (18) и (26), мы замечаем, что они 
единообразно выражают радиус-вектор центроида для 
отрезка, треугольника и тетраэдра. Обобщим понятие 
центроида на произвольную систему конечного числа 

точек А 1 , А 2 , ...,А„. А именно, центроидом системы 
точек А,, А 2 , ...,А П назовем точку Р, радиус-вектор кото¬ 


рой г р =ОР выражается через радиус-векторы г ѵ г 2 ,..., 
г п точекЛІ,, А 2 ,...,А п по формуле 

1 , 

г Р =-(г,+г 2 + ... +г Л ). (29) 

п 

Данное определение корректно: оно хотя и включает 
в себя выбор начальной точки О, но не зависит от этого 
выбора. Проверим это. 
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Действительно, возьмем другую точку О х и опреде¬ 
лим по формуле (29) положение центроида Р х системы 
А х , А 2 , Получим: 

ад=-^-(0Д+ ... +оХ)=^0 + ОА х + - 
.. + 6*0 +Ш^ = О х О+ ^[оА х + ... + ОА^ = 
=6 х о+6р= о х р. 

Из равенства О х Р х =О х Р следует, что Р х -Р, т.е. по¬ 
ложение центроида не зависит от выбора точки О. В 
Если начальную точку О выбрать в центроиде Р сис¬ 
темы А х ,А 2 ,... ,А п , т.е. положить Р=0, то, поскольку 

ОР = 0, из равенства (29) получаем равенство 

РА Х +РА 2 + ... + РА„ = 0. (30) 

Оно позволяет дать другое определение центроида, 
как такой точки Р для данной системы точек А х , А 2 , 
А п , что выполняется равенство (30). 

Будем считать теперь, что в точка хА х , А 2 , ...,А П 
помещены соответственно массы т х , т 2 ,..., т п , т.е. 
рассмотрим систему 5 материальных точек [А х ,т х ), 
(А 2 ,т 2 ),..., (А п ,т п ). Центром масс этой системы назы¬ 
вается такая точка Р, радиус-вектор которой выражает¬ 
ся равенством 

$ г _ т х ОА х +....+т п ОА п 
т х +...+т п 


(31) 
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Если все массы единичные (или равные друг другу), 
то центр масс системы 5 окажется центроидом системы 
точек А ѵ А 2 А п . 

Как и для центроида, можно проверить, что опреде¬ 
ление центра масс корректно, т.е. не зависит от выбора 
начальной точки О. Повторите самостоятельно соответ¬ 
ствующие выкладки. 

Если точку О выбрать в центре масс, то от равенст¬ 
ва (31) придем к равенству 

т 1 РА Х + ... + т п РА П = 0. (32) 

Аналогично тому, как равенством (30) можно опре¬ 
делить центроид, так равенством (32) можно определить 
центр масс системы 8. 

Для системы двух материальных точек (А 1 ,т 1 ) и 

(А 2 ,т 2 ) равенство (32) дает известное "правило рыча¬ 
гов" Архимеда: 

т 1 А 1 Р = т 2 А 2 Р. (33) 

Центр масс обладает следующим важным свойством: 
если систему материальных точек 8: (А 1 ,Ш 1 ),... І 

(А п ,т п ) разбить на две системы 8' : {А х ,т х ), 

(■ А к ,т к ) и 8": (Л( л+1 ,/и л+1 ),..., (А п ,т п ), найти центры 
масс Р' и Р" этих систем 8'и 8" и поместить в эти 
точки суммарные массы т'=т х + ... +т к и т" =т к+] + ... 
+ т„ систем 8' и 8", то центром масс двухточечной 
системы материальных точек (Р',т') и (Р ", т") бу¬ 
дет центр масс Р исходной системы 8. 

Докажем это утверждение. Радиус-вектор ОР 0 цен¬ 
тра масс Р 0 двухточечной системы (Р',т'), (Р",т") вы¬ 
числяется по формуле: 



т'ОР'+ т"ОР" 


т' + т" 


(34) 


Для ОР’ и ОР" имеем: 
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и 


ОР' _ т х ОА х +...+т к ОА к 
т' 

0 Р „ = т ш ОА ш +...+т п ОАп 
т" 


(35) 


Подставив (35) в (34) и учитывая, что т' =т х + 
...+ т к , а т" = т к+х + ... +т п , получаем 


0 р = т г 0А г +-+Щ ОЛ к + т к+1 ОА ш +...+т п ОА п ^ 
т 1 +...+т к +т к+ 1 +...+т п 

т.е., точка Р 0 является центром масс Р системы 5. ■ 

В соответствии с этим свойством можно сначала най¬ 
ти, пользуясь "правилом рычага" Архимеда, центр масс 
любых двух материальных точек из данной системы, а 
затем добавлять по одной точке из данной системы и 
пользоваться правилом Архимеда. Именно так мы и по¬ 
ступали, когда последовательно находили центры масс 
отрезка, треугольника, тетраэдра. 

24.6. Центры масс и выпуклые многогранники. Рас¬ 
смотрим теперь переменные массы т 1 ,...,т п суммарно 
равные единице, т.е., 

т х + ...+т п = 1, (36) 

которые помещены в фиксированные точки А І ,...,А П . 
Выясним, где может находиться центр масс Р такой сис¬ 
темы. 

Если п — 2, то, положив т 2 = I , получаем из (36), 
что т х = 1 — / и приходим к формуле (11): 

ОР = (1 -/) • г, +/г 2 , 

где г х = О А | и г 2 = ОА 2 . Это означает, что когда т 2 воз¬ 
растает от 0 до 1, центр масс Р пробегает весь отрезок 
А х А 2 от А х до А 2 . 
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Для /7 = 3 рассмотрим систему из трех материаль¬ 
ных точек (А х ,т х ), (А 2 ,т 2 ) и (А 3 ,т 3 ) в вершинах тре¬ 
угольника А х А 2 А 3 с условием (36): т х + т 2 + т 3 = 1. 


Пусть точка Р — центр масс этой системы, а г = ОР — 
ее радиус-вектор. 

Согласно свойству центра масс (п.24.5) точку Р мож¬ 
но найти так. Сначала найти центр масс 0, пары матери¬ 
альных точек (А 1 ,т 1 ) І (А 2 ,т 2 ) (рис.24.10). Ее радиус-век¬ 
тор 


и, поскольку 


о<2 

т, 


т, 


Г\ +- 


т , 


т х +т 2 т х + т 2 


(37) 


■ + 


т п 


т х +т 2 т х + т 2 


= 1, то точка ^ лежит 


на отрезке А Х А 2 . А точка Р будет центром масс двух¬ 
точечной системы (0,/и,+/и 2 ) и ( А 3 ,т 3 ) и лежит на 
отрезке А 3 (). 

Итак, каждой тройке неотрицательных чисел т х , 


т 2 , т 3 , сумма которых равна единице, соответствует 
точка треугольника А Х А 2 А 3 — центр масс системы ма¬ 


териальных точек (А х ,т х ), (А 
обратное утверждение: для 
любой точки Р, принадлежа¬ 
щей треугольнику А Х А 2 А 3 , 
можно подобрать такие числа 
т х , т 2 , т 3 , сумма которых 
равна единице, что точка Р 
будет центром масс системы 

материальных точек (А х ,т 2 ), 

(А 2 ,т 2 ), ( А 3 ,т 3 ). Убедимся 
в этом. 


2 ,т 2 ), ( А 3 ,т 3 ). Верно и 
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Выберем точку Р в треугольнике А,А 2 Л 3 (рис.24.10) 
и проведем через нее отрезок А 3 (), имеющий конец ^ 
на стороне А і А 2 . Положим 


т і = 


А&' 


Щ =(1-т 3 ) 


Ад 

А\А 2 


А 0 О 

Щ = (1 —т 3 )—2—. (38) 

А \А г 

При таком выборе масс центром масс является точ¬ 
ка Р (проверьте!). 

Взаимно однозначное соответствие между точками 
треугольника А 1 А 2 А 3 и тройками неотрицательных чи¬ 
сел (т ѵ т 2 ,т 3 ), сумма которых равна единице, позволя¬ 
ет назвать эти тройки барицентрическими координата¬ 
ми точки Р треугольника А Х А 2 А 3 , которая определяется 


радиус-вектором ОР по формуле: 


ОР = т,г, +т 2 г 2 +т 3 г 3 . (39) 

Сделаем еще один шаг и рассмотрим случай п = 4, 
т.е., систему из четырех материальных точек (А і ,т 1 ), 

(А 2 ,т 2 ), (А 3 ,т 3 ), (А 4 ,т 4 ). Как мы уже убедились, 

центр масс Р этой системы ле- ^д 4 

жит на отрезке А 4 ^, идущем из 
точки А 4 в центр масс () пер- д т і 
вых трех точек этой системы /1/ ’ 

(рис.24.И). Если точки А ѵ А 2 , 

А 3 , А 4 не лежат в одной плоско¬ 
сти, то все такие отрезки запол¬ 
нят тетраэдр А Х А 2 А 3 А 4 , кото¬ 
рый также является множеством 
всевозможных центров пере¬ 
менных масс т ѵ т 2 , т 3 , т 4 , помещенных в вершинах 
тетраэдра. Наборы ( т 1 ,т 2 ,т 3 ,т і ) называются барицен- 



з.Шз 
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трическими координатами соотвествующих им точек 
тетраэдра Л 1 Л 2 Л 3 Л 4 , если т х +т 2 +т 3 + т 4 = 1. 

Вы, наверное, уже заметили сходство построений 
этого и предыдущего пунктов с теми, которые были про¬ 
ведены в п.11.4 и касались построения выпуклой обо¬ 
лочки конечного числа точек. Это не случайно. Имеет 
место следующая теорема, которая связывает понятия 
выпуклой оболочки и центра масс. 

Теорема (о множестве центров масс). Выпуклая 
оболочка конечного числа точек есть множество цент¬ 
ров масс, получающихся при расположении в этих точ¬ 
ках всевозможных масс. 

□ Рассмотрим систему материальных точек [А х ,т х ), 
...,(А п ,т„), считая точки А ѵ ...,А п фиксированными, а 
массы т ѵ ...,т п переменными. Выпуклую оболочку точек 

А ѵ ...,А п обозначим через Р, а множество всевозмож¬ 
ных центров масс, помещенных в этих точках, обозначим 
через О. Чтобы доказать теорему, следует установить, 
во-первых, что О содержится в Р, и, во-вторых, что Р 

содержится в О. Из этого будет следовать, что Р и О 
совпадают. 

Докажем первое утверждение. Пусть точка Р есть 

центр масс т х . т п , расположенных в точках А х ,.... 

А„. По свойству центра масс (п.22.5) точку Р можно по¬ 
лучить так. Сначала находим центр масс Р х , лежащий в 
точках А ѵ А 2 , если эти массы ненулевые. (Если же мас¬ 
сы в точках А х , А 2 нулевые, мы их просто не рассматри¬ 
ваем). Далее, помещая в Р х массу т х + т 2 , находим 
центр масс Р 2 этой массы и массы т 3 , лежащей в точке 
А 3 . Точка Р 2 будет центром масс материальных то¬ 
чек (А х ,т х ), ( А 2 ,т 2 ), (А 3 ,т 3 ). Продолжая это построе¬ 
ние, мы придем к центру масс Р всей рассматриваемой 
системы материальных точек. Вместе с тем точка Р х ле- 
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жит на отрезке А 1 А 2 и, значит, принадлежит выпуклой 
оболочке точек А х , А 2 ,...,А п . Точка Р 2 лежит на отрезке 
Р\А 3 и, так как Р І и А 3 принадлежат выпуклой обо¬ 
лочке точек А 1 ,...,А п , то точка Р 2 тоже ей принадлежит. 
Повторяя это рассуждение, мы дойдем, наконец, до 
точки Р и убедимся, что точка Р лежит в выпуклой обо¬ 
лочке точек А ѵ ..., А„. Итак, множество точек С содер¬ 
жится в выпуклой оболочке Р. 

Докажем теперь, что Р содержится в О. Если взять 
в какой-либо точке А і массу тп> 0, а во всех остальных 
точках А к нулевые массы, то центром такой системы 

масс будет точка А г Следовательно, все точки А І содер¬ 
жатся в множестве О. Докажем теперь, что множест¬ 
во О выпукло. Возьмем любые две его точки А и В. 
Пусть точка А есть центр масс т ѵ ...,т п в точках А ѵ ..., 

А п . Если эти массы заменить массами а і = где 

т 

т = т 1 + ... + т п , то центром этой системы масс будет 

та же самая точка А. Для масс а ѵ ...,а п выполняется ра¬ 
венство 

а, + ... + а„ = 1. (40) 

Аналогично, для точки В можно выбрать такой на¬ 
бор масс Ь ѵ ...,Ь п , помещенных в точки А,,...,А п , для ко¬ 
торого она будет центром масс и для которого выполня¬ 
ется равенство 

б, + ... +Ь„ = 1. (41) 

Радиус-векторы Г А и г в этих точек А и В определя¬ 
ются равенствами 

г А =а 1 г 1 + ... +а п г„ и г в =Ь 1 г 1 + ... +Ь п г п . (42) 
Поместим теперь в точках А і массы 
т,- = (!-/)• а, +Щ, 


где І е[0;1]. Тогда 


(43) 
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т, +... + т п = (1-Г)(а, + ... +а„) + 1-(Ь 1 + ... + &„) = 

= (1-Г) + Г = 1. (44) 

Центр масс Р системы материальных точек (А 1 ,т 1 ), 
... ,(А„,т „) определится радиус-вектором 

г = т 1 г 1 + ... +т п г п . (45) 

Учитывая равенства (40)—(44), из (45) получим, что 

г = ((1-/)а, +/6,)-Гі + ... +((1 -і)а п +іЬ„)-г п = 

= (1-/)(аіГ,+ ... +а п г п )+1 (Ь х г х + ... +Ь„г„) = 
= (1 -і)-г А +(г в . (46) 

Когда I меняется от 0 до 1, конец радиус-вектора 
Г = (1 — I) ■ г А +(г в — точка Р — пробегает отрезок АВ 

от точки А до точки В. Значит весь этот отрезок состо¬ 
ит из центров масс, т.е. если точки А, В содержатся в 
множестве О, то и отрезок АВ содержится в О. Следо¬ 
вательно, множество О — выпукло и содержит все точ¬ 
ки А ѵ ...,А п . Поэтому О содержит и множество Р — 

выпуклую оболочку точек А ѵ ...,А п - Итак, С и Р совпа¬ 
дают. ■ 

Как установлено в п.11.4, выпуклая оболочка ко¬ 
нечного числа точек является многогранником, вершины 
которого лежат разве лишь в этих точках. Тем самым и 
множество центров переменных масс, помещенных в 

точки А 1 ,...,А п , является вьтуклым многогранником, 

вершины которого лежат разве лишь в точках А х ,...,А п . 


ЗАДАЧИ С РЕШЕНИЯМИ 
ЗАДАЧИ К §1&—20 

Методом координат можно решать вполне традиционные 
геометрические задачи, в формулировках которых вовсе отсут¬ 
ствует даже упоминание о координатах. Вот несложный тому 
пример. 
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5.1. Дан куб АВСОА х В х С х О х с ребром 2 (рис.Р3.87). Чему 
равен радиус сферы, проходящей через точку К — середи¬ 
ну /4/4,, точку Ь — середину В Х С Х , 
точку М —середину СО и О,? 

Выберем такую систему 
координат. Начало ее в точке А, 
луч /Ш — положительное направле¬ 
ние оси х, луч АВ —положитель¬ 
ное направление оси у, луч АА Х — 
положительное направление оси 2 . 
Запишем координаты данных точек 
в выбранной системе координат: 
А'(0;0;1), І(1;2;2), М (2;1;0), О,(2;0;2). Пусть центр сферы О име¬ 
ет координаты (х;у;г). Тогда ОК =ОЬ = ОМ = ОБ х . Запи¬ 
шем эти расстояния в координатном виде, причем для удобства 
обойдемся без радикалов. Тогда 

ОК 2 = х 2 +у 2 +(г- 1) 2 , 

ОЬ 2 = (х -1) 2 + (у-2) 2 + (2 - 2) 2 , ОМ 2 = (х - 2) 2 + (у -1) 2 + 2 2 , 
ОО х 2 = (х -2) 2 +у 2 +( 2 - 2 ) 2 . 

Чтобы решить систему с тремя переменными, обычно дос¬ 
таточно трех уравнений!?). Составим такую систему 

(х — I) 2 +(У~ 2) 2 + (х — 2) 2 =х 2 +у 2 +(2-1) 2 ( 1 ) 

■ (х-2) 2 +(у-1) 2 +2 2 =х 2 +у 2 +( 2 - 1 ) 2 (2) 

(х-2) 2 +у 2 +( 2 - 2 } 2 =х 2 +у 2 +( 2 - 1 ) 2 . (3) 

Решив ее, получим, что х = 1, у = 1,5, 2 - 1,5 (?). 

Итак, центр находится в точке (1;1,5;1,5). Но тогда Я 2 = 
= 3,5 и Я = д/3,5 . Ак. 

Конечно, такой способ может показаться скучноватым по 
сравнению с "чисто" геометрическим решением (кстати, а ка¬ 
кое оно?). Но тот, кто уверен в своих умениях проводить длин¬ 
ные выкладки, может смело ему доверять. 

5.2. Что из себя представляет фигура, каждая точка кото¬ 
рой равноудалена от плоскости (х_у) и от точки /4(0;0;2) ? 

^ Вопрос на первый взгляд не вполне ясен. На самом де¬ 
ле требуется вот что: получив уравнение этой фигуры, узнать в 
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нем какую-либо известную фигуру — плоскость, шар и т.д. или, 
если это не получилось, анализируя это уравнение, попытаться 
получить некоторое представление о свойствах фигуры. 

Приступим. Сначала надо получить уравнение этой фигу¬ 
ры. Прежде всего, выразим в координатах исходные данные. 
Для этого выберем произвольную точку М(х\у,і), принадлежа¬ 
щую данной фигуре. Расстояние от нее до плоскости ( ху ) рав¬ 
но (г), а 

МА = ^х 2 +у 2 +(г-2) 2 . (?) 

Итак, 

И = ^х 2 +у 2 +(г-2) 2 . 

Упрощая это уравнение, придем к такому равенству: 

|г| = 0,25(х 2 +у 2 +4). 

Первое, что напрашивается сделать теперь — это изба¬ 
виться от модуля. Здесь это возможно, ибо г > 0. Итак, мы 
пришли к уравнению 2 = 0,25(дс 2 +у 2 +4). 

То, что за ним "скрывается" не плоскость и не сфера — 
понятно (?). Но что? Какая фигура? С какими свойствами? 

Начинаем исследование полученного уравнения. 

Прежде всего, мы обратим внимание на то, что перемен¬ 
ные х и у находятся в четной степени (в квадрате), а потому 
при смене знака каждого из них на противоположный ничего в 
уравнении не изменится. Для фигуры, которая “скрылась" за 
этим уравнением, сие обстоятельство означает симметрию от¬ 
носительно осей х и у, а также относительно плоскостей (уг) 

и (* 2 ). 

Ясно, далее, что г > 1 (?). Это означает, что фигура ограни¬ 
чена снизу (если ось 2 направлена вверх) плоскостью 2 = 1 . 

Попробуем теперь разобраться в сечениях этой фигуры, 
хотя бы самых простых. Возьмем сначала сечение плоскостью, 
параллельной плоскости (ху) . Уравнение такой плоскости 2 = 
= соті . Возьмем, к примеру, 2 = 2 И получим, что в этой 
плоскости выполняется равенство х 2 + у 2 — 4. Но за ним сто¬ 
ит не что иное, как окружность с центром на оси 2 и радиу¬ 
сом 2. По аналогии заключаем, что так будет при любом г > 1 . 
Но тогда оказывается, что вся фигура — это семейство расши¬ 
ряющихся окружностей с центрами на оси 2 . Уже стало яснее 
(рис.Р3.88). 
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Пойдем дальше и рассмотрим сечения, параллельные дру¬ 
гим координатным плоскостям. Пусть, например, х = 1, то есть 
мы сечем данную фигуру плоскостью, параллельной плоскости 
(уг). Получаем: 


г = 0,25/ +1,25. 

Узнаете параболу в плоскости (уг)? И так всегда, если 
брать любые значения х. И точно так же будет, если брать лю¬ 
бые значения у?. 

Такую фигуру можно представить как результат вращения 
некоторой)?) параболы вокруг оси г . Такая фигура и называет¬ 
ся соответственно — параболоид 
вращения. 

И вот еще что. Логика наших 
рассуждений была такой. Мы дока¬ 
зали, что всякая точка фигуры удов¬ 
летворяет некоему уравнению, по¬ 
сле чего шел анализ уравнения. Но 
откуда мы знаем, что в это уравне¬ 
ние не попали "лишние" точки? 

Иначе говоря, необходимо показать, 
что для всякой точки, координаты 
которой удовлетворяют уравнению, 
выполняется равенство, заданное условием, то есть расстояние 
от нее до плоскости (ху) равно расстоянию от нее до точки А . 
Часто (в нашем случае также) это доказательство сводится к 
проверке равносильности выкладок при работе с уравнением. 
Проверьте эту равносильность самостоятельно. А 

5.3. Сколько решений имеет уравнение 

Ѵ(*-1) +/ + /+ Ѵ* 2 +0'-1) 2 + г 2 - а 

при а =1, лІ2 , 2 ? 

На первый взгляд мы имеем дело с задачей по алгеб¬ 
ре. Метод координат, однако, позволяет "увидеть" эту задачу 
как геометрическую. 

В самом деле, выражение -I) 2 +у 2 + 2 2 можно допол¬ 
нить до вида УІ(х-1) 2 +(у- 0 ) 2 +( 2 - 0 )\ В соответствии с фор¬ 
мулой расстояния между точками это выражение равно рас¬ 
стоянию между точкой А{х;у;г) и точкой 5(1;0;0). 



Рис.РЗ.вв 
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Аналогично 


/х 2 +(у-1) 2 +2 2 


рассуждая, "видим", что выражение 
равно расстоянию между той же точ¬ 


кой А(х\у; 2 ) и точкой С(0;1;0). 

Таким образом, слева в исходном уравнении стоит сумма 
двух расстояний: АВ +АС . Посчитаем теперь расстояние ВС . 

Оно равно Д?). 


Если а = уІ2 (один из случаев в условии задачи), то име¬ 
ем равенство АВ + АС = ВС . Оно возможно тогда и только 
тогда, когда точка А лежит на отрезке ВС (?). Значит, при а = 

= Л уравнение имеет бесконечное множество решений. 

Если а = 1 (другой случай в условии задачи), то имеем 

неравенство: АВ Л-АС < ВС (так как 1 < уІ2 ). Но такое нера¬ 
венство не может иметь место при любом положении точ¬ 
ки А (?). Значит, при а = 1 уравнение не имеет решений. 

И, наконец, если а = 2 (последний случай из условия), то 

имеем неравенство АВ +АС > ВС (так как 2 > \І2 ). Такое не¬ 
равенство имеет место при любом положении точки А вне от¬ 
резка ВС (?). Значит, при а = 2 уравнение имеет бесконечное 
множество решений. 

Обратите внимание на то, что сами решения нам, соглас¬ 
но условию, не нужны. Именно поэтому координатный метод в 
данной задаче оказался эффективным. 


ЗАДАЧИ К §§21—24 


5.4. АВСЭА 1 В 1 С ,/),— параллелепипед. Докажите, что 
для всякой точки О выполняется равенство 

ОА+ОС 1 = ОВ 1 +<Ю = ОА х +ОС . 

^ Запишем первое из этих равенств: ОА + ОС, =ОВ, 4- 

4- ОБ. Оно равносильно такому: ОА-ОО = ОВ,-ОС,, которое 

в свою очередь, равносильно такому ОА = С,В, (?). Но послед¬ 
нее равенство в параллелепипеде выполняется. 

Аналогично доказывается и второе равенство. 

Что же интересного в этой простой задаче? 
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Для начала заметим, что в решении нам понадобился не 
весь параллелепипед, а только два его диагональных сечения. 
Эти диагональные сечения АВ 1 С 1 й и ОА і В 1 С являются парал¬ 
лелограммами (рис.РЗ.89). Так что у нас задача не про паралле¬ 
лепипед, а про параллелограммы, точнее, про один параллело¬ 
грамм — Л5,С,А потому что для второго надо доказать то же, 
что и для первого. Выглядит эта задача так: "Пусть Т^Т 2 Т 3 Т 4 — 
параллелограмм, а точка О — произвольная точка пространст¬ 



Рис.РЗ.89 


ва. Докажите, что ОТ х +ОТ 3 = ОТ 2 + ОТ 4 ". 

Кроме того, мы в решении нигде не использовали то об¬ 
стоятельство, что задана неплоская фигура. Что из этого следу¬ 
ет? А то, что данную задачу можно переформулировать как за¬ 
дачу планиметрии!?). Тем не ме¬ 
нее, решение будет точно таким 
же. . 

Вот это и стоит запомнить. 

Именно: при решении задач век¬ 
торным способом может ока¬ 
заться, что решение не зависит 
от размерности заданных фигур. 

Поэтому, решив векторным спо¬ 
собом планиметрическую задачу, 
посмотрите, не проходит ли это 
же решение в пространстве. И наоборот. 

5.5. Докажите, что: а) диагонали параллелограмма 
секаются и в точке пересечения де¬ 
лятся пополам; б) диагонали парал¬ 
лелепипеда пересекаются и в точке 
пересечения делятся пополам. 

а) Вам эта задача хорошо 
знакома из планиметрии; тем легче 
показать, как ее можно решить век¬ 
торным методом. 

Пусть А ВС Б — параллелограмм 
(рис.Р3.90). В плоскости АВС вы¬ 
берем базис из двух векторов, как-то связанных с данным па¬ 
раллелограммом. Можно в качестве базиса взять, например, 
—> —> 

векторы АВ и Ай. Пусть X — общая точка двух диагона¬ 
лей АС и ВО данного параллелограмма. Ее принадлежность 



Рис.РЗ.90 


каждой из них запишем в векторном виде: АХ = X АС, 


:трия 
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0 < Л. < 1 (?), АХ = аАВ+$АО, а + р=1, а>0, р > 0 (?). По¬ 
лучили векторную систему. Существование общей точки X у 
отрезков АС и ЯО равносильно существованию чисел X, а, 
Р, удовлетворяющих этой системе. 


Для решения ее вектор АХ из каждого уравнения разло¬ 
жим в выбранном базисе. Во втором уравнении это уже сдела¬ 
но. Легко доводится до нужного вида и первое уравнение. Так 

—► —► —> 

как АС = АВ+АО, то АХ = ХАВ + ХАИ. Получилось, что 


вектор АХ в одном и том же базисе А В и АО представлен 

двумя разложениями: АХ = ХАВ+ХАИ, АХ = а АВ + р АО. 

Но мы знаем, что разложение вектора в базисе единствен¬ 
но! Поэтому получаем систему: X = а, X = р. Так как а + 

+ Р = 1, то 2Х = 1. Отсюда А. = —, а = р = —. 

2 2 

Таким образом, исходная система имеет решение. Значит, 
общая точка диагоналей АС и ВО существует. Далее, из того, 

470 ^ = 2 ' слеА У ет ' 4X0 X — середина диагонали АС , а из то¬ 


го, что а = Р = -, следует, что X — середина диагонали ВО. 
Задача решена. А 

В решении аналогичных задач (на плоскости или в про¬ 
странстве) этим методом всегда присутствуют такие моменты: 

1. Выбор базиса (наиболее удобного для дальнейшей рабо¬ 
ты). 

2. Выбор нужного нам "ключевого" вектора, который мы 
будем в этом базисе раскладывать двумя способами. 

3. Получение двух разложений "ключевого" вектора. Сна¬ 
чала можно выражать его через любые векторы, но обязатель¬ 
но довести разложение до векторов базиса. 

4. Составление и решение системы, связывающей неиз¬ 
вестные коэффициенты двух разложений векторов в базисе. 

5. Проверка того, что полученные числовые значения для 
коэффициентов удовлетворяют наложенным на них условиям. 

6. Окончательное истолкование полученных результатов, 
т.е. в безвекторной форме. 

Решите по указанной схеме задачу пункта б). 
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5.6. Пусть АВСОА,В,С ,И, — параллелепипед. Как най¬ 
ти такую точку X, для которой выполняется равенство 

ХА + ХВ + ХС + XI) + ХА ; + ХВ ; + ХС , + ХИ ( = 0 ? Единственна 
ли такая точка? Решите аналогичную задачу для тетраэдра. 
Как обобщить полученные результаты? 

^ Как и во многих задачах, где заданы векторы, здесь 
можно обойтись без рисунка. Но надо сначала хорошо понять 
задачу. Что значит "найти точку", если мы не "привязываем" 
ее к той или иной геометрической фигуре? Одно из возможных 
толкований таково. Зафиксируем в пространстве одну точку — 
где угодно — (назовем ее полюсом) и неизвестную точку будем 
искать как конец вектора, отложенного от точки О. Но для 
этого потребуется все векторы, участвующие в задаче, выра¬ 
зить через векторы с началом в точке О. (Такая техника рабо¬ 
ты с векторами называется радиус-векторной.) 

Тогда: 

ХА = О А-ОХ (?) ХА, = О А,- ОХ 

ХВ = ОБ-ОХ ХВ, = ОБ,-ОХ 

ХС = ОС-ОХ ХС, = ОС,-ОХ 


ХО=Ой-ОХ ХО,=Ой,-ОХ 

и исходное равенство нуль-вектору суммы этих 8 векторов пе¬ 


репишется в виде ОА + ОВ+ 0С+00+ ОА, +ОВ, - 8ОХ = 0 . 


Откуда ОХ =— ОА +...+ ОИ, 


Так как точки А, В ,.... О ,— вершины данного параллеле¬ 
пипеда, то мы можем считать известной (нарисовать) их сумму, 

затем — их суммы, что и приводит к тому, чтобы считать век¬ 


тор ОХ найденным. Но тогда мы нашли и точку X (при жела¬ 
нии ее можно даже нарисовать!). 

Перейдем к единственности такой точки X. Предполо¬ 
жим, что их больше одной и пусть X, и X 2 — две такие точки. 
Тогда верны равенства 
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х\а+х\в+ х\с+х'* х О+ Х^А х +Х^В х +Х^С х +Х^О х = О, 
Х* 2 А+Х* 2 В+ ХІС+ХІИ+ х 2 а х +х 2 в х +х 2 с х +х 2 о х = о, 

Вычитая из первого равенства второе, мы запишем эту 
разность в таком виде 


(Х х А-Х 2 А) + (Х х В-Х 2 В)+... +(Х 1 0 1 -Х 2 0 х ) = О 
или чуть иначе 

(Х* х А + АХ 2 ) + {Х* х В+ВХ 2 )+...+ (^|Ь, + Л,ІГ 2 ) = 0. 

—► 

Но сумма в каждой скобке равна Х х Х 2 \ Поэтому прихо- 
—► —► -► —► 

дим к равенству 8Х х Х 2 = 0, откуда Х х Х 2 = 0, что и означает 
совпадение точек Х х и Х 2 . 

Поэтому задача о единственности решена положительно 
— найденная нами точка X действительно одна. А, 

Мы решили задачу чисто векторно, без всякого рисунка. 
Используя рисунок, мы могли бы ускорить дело. В самом 
деле, искомая точка "видна невооруженным глазом" — это точ¬ 
ка пересечения диагоналей параллелепипеда!?). 

Использование векторов для доказательства единственно¬ 
сти, видимо, — кратчайший путь к результату. 

Более того, при обобщении полученного факта, векторы 
незаменимы. В этом легко убедиться самим. 

—► —► —► 

5.7. Даны три некомпланарных вектора а, Ь, с. Найдите 

-+ -+ 

числа р ѵі ц, при которых векторы р а +ц Ъ + с и а + р Ь+ц с 
коллинеарны. 

Здесь нужно четко понимать терминологию. Неком¬ 
планарность трех векторов означает, что ни один из них не мо¬ 
жет быть представлен в виде линейной комбинации двух дру¬ 
гих. Иначе говоря, нет таких чисел а, и Р,, что с = а,а + 

+ РА 

Аналогичное требование для векторов а и Ь. Нет таких 
чисел а 2 и Р 2 , что а = а 2 с + Р 2 й и нет таких чисел а 3 и Р 3 , 

что Ь = а 3 а + Р 3 с. В частности, из этого следует, что среди 
—► 

данных векторов нет 0 (?). Коллинеарность двух ненулевых 
векторов означает, что один из них (любой) получается из дру¬ 
гого умножением на некоторое число, не равное 0. 
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Прежде всего заметим, что вектор ра + дЬ 4- с, как и 


вектор а + рЬ + дс отличен от 0. 

Если ра+дЬ+с =0, то с = -ра - дЬ, что противоречит не¬ 
компланарности векторов а, Ь, с. 

Если а + рЬ + дс =0, то а = -рЪ -дс, и мы приходим к 
тому же противоречию. 

Но тогда можно записать, что существует такое х, при ко¬ 
тором 

ра + дЬ + с = х(а + рЬ + дс) о (р-х)а + (д—хр)Ь + 


+ (1 -хд)с = 0 . 

Каждый из коэффициентов при векторах а, Ь, с в этом 
равенстве равен 0 — иначе мы получили бы, что хоть один из 
них является линейной комбинацией двух остальных, а это про¬ 
тиворечит их некомпланарности(?). Отсюда получаем систему 
р = х, д = рх, хд = 1. Решая ее, получим, что р = д = I. А, 


5.8. Пусть х+у+г = 1. Доказать, что х 2 +у 2 + г 2 



Как методы алгебры и анализа помогают получать ре¬ 
зультаты в геометрии, вы, разумеется, знаете. Любопытно те¬ 
перь посмотреть, как можно использовать скалярное произве¬ 
дение для решения задач, на 'первый взгляд очень далеких от 
геометрии. 

Начало решения совершенно неожиданно. Рассмотрим 
вектор а = (х',у\г) и еще вектор Ь = (1;1;1). Тогда их скалярное 
произведение равно х1 + у1 + 2 І = х+ у + г. Итак, сумму 
х + у + г можно рассматривать как скалярное произведение 


векторов а и Ь\ 

а Ь = х + у + 2 = 1. 

А про скалярное произведение мы знаем, что для него вы¬ 
полняется такое неравенство: 

|в -й[ < |а|-|й|. 

Но 

\а\ = ^^x 2 ~+у 2 +г 2 , \Ь\ = 4з. 

И мы имеем, что 

\х+у + г\< ^х 2 +у 2 +г 2 -л/з. 


Отсюда 
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/х 2 +у 2 +2 2 > 


X 2 +у 2 +2 2 >-, 

3 

что и требовалось доказать. 

Любопытно также, что эта задача может быть решена 
и координатным способом с привлечением простейших гео¬ 
метрических представлений. Равенство х + у + г = I задает нам 

плоскость в пространстве. Неравенство х 2 + у 2 +г 2 > озна¬ 
чает, что квадрат расстояния от некоторой точки до начала ко- 

1 

ординат не меньше, чем —. Наша задача теперь выглядит так: 

доказать, что всякая точка плоскости х + у + г = 1 удалена от 

1 

начала координат не меньше, чем на —=. 

ѴЗ 

Чтобы убедиться в этом, достаточно найти расстояние от 
начала координат до этой плоскости!?). Теперь мы можем заме¬ 
тить, что эта плоскость "высекает" на осях координат еди¬ 
ничные отрезки, иначе говоря — ребра единичного куба с об¬ 
щей его вершиной — началом координат. Известно, однако, что 
расстояние от вершины куба до плоскости, определяемой 

1 

соседними с нею вершинами составляет — от диагонали куба, 
которая в единичном кубе равна л/з. Итак, расстояние от 
начала координат до нашей плоскости как раз и равно Но 

ѴЗ 

тогда квадрат расстояния от начала координат до любой точки 

1 

нашей плоскости не меньше, чем —, что и требовалось дока- 


5.9. Докажите, что для любых точек А, В, С, /> выполня¬ 


ется равенство АО-ВС— АС-ВО+ АВСО — 0. Какие следствия 
можно получить из этого равенства для тетраэдра АВСО ? 



455 


И эту задачу решим, ничего не рисуя. Выберем нача¬ 
ло 0 и каждый вектор в левой части равенства запишем, как 
разность векторов с началом в точке 0. Тогда выражение 

(00-6а)(ОС-0В) — {6с-6а)(00-0В) + 


+ (< ОВ-ОА)(СЮ-ОС ) 


после упрощения дает 0, что и требовалось установить. 

Из доказанного равенства, например, вытекает, что если у 
тетраэдра АВСй две пары скрещивающихся ребер ортогональ¬ 
ны, то и третья пара ребер ортогональна. А. 

5.10. В кубе АВСОА,В,С ,/>, с ребром 1 точка X лежит 


на диагонали А,0, причем ЖХ4, = Ц точка У лежит на 
диагонали /),С, причем й 1 У:УС = Ѵ2. Как вычислить а) ХУ; 


б) угол между ХУ и А,Э; в) угол между ХУ и />,С ? 


В качестве базиса выберем 

векторы Ай, АВ, АА , (рис.РЗ.91) и 
все необходимые векторы будем 
раскладывать по этому базису. 

а) Сначала формула для вычис¬ 
ления расстояния: 


| ХУ 


и 


ХУ 


Далее, разложение вектора ХУ 
по выбранному базису: 


А, 


В, 


/і д 

у 

л. і 

у 

Ж- 


^ 



Рис.Р3.91 


С, 


ХУ = АУ-АХ = Ай, + 0,У - (АА,+А,Х) = 

-* I - * ( 2 ^ 

= Ай+АА Х + — й х С -уАА х + — А х О^ = 

= АП+АА, + -(АС-аЪ,)-(АА, + ^(аЪ-АА,)) = 
3 3 


= Ай+ АА,+-((АО+ АВ)-(АО+ АА, 


( - 

(,))- АА,- 
V 



= -(АО+АВ+АА,). 


Тогда 




456 


-* і і і 

ХУ 2 = - (/Ш+ЛВ+ЛЛ,) 2 =-• 3=-. 

Поэтому ХУ = —рг. Любопытно заметить, что ХУ оказалось 

ѴЗ 

равно ~ АС і (?). 

б) Запишем формулу для угла ф между ненулевыми век¬ 
торами а и Ь : 

а-Ь 

С05 ф = -. 

' I _ I I I I 


Про вектор ХУ мы знаем и разложение его по базису: 


ХУ = -(Ай+АВ+ ААі) 


и его длину: 


Для вектора А,В имеем: 

А?В = АЬ-АА ,, = уі2. 

Поэтому угол а между ХУ и А у й определится из равенства 

-(АВ+аЪ+ААМАО-ААі) 

соз а = —-——-= (1-1) = 0. 

Л 

л/3 

Итак, прямые ХУ и А І И перпендикулярны. 

в) Выкладки, аналогичные предыдущим, покажут, что пря¬ 
мые ХУ и С,В) — перпендикулярны. Сделайте их сами. 

Из результатов пунктов б) и в) следует, что ХУ — общий 
перпендикуляр прямых А Х Б и С, Д а значит расстояние меж- 
1 . 

ду ними равно —=■. ^ 

Ѵз 

5.11. Выберите три точки с конкретными координатами. 
Составьте уравнение плоскости, проходящей через эти точки. 
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^ Пусть даны три точки: АГ(1;-2;3), І(-1;2;0)и М( 2;-1;2). 
Их координаты выбраны произвольно. Для составления уравне¬ 
ния плоскости, проходящей через эти точки, можно пойти раз¬ 
ными путями. 

Первый путь. Пишем уравнение плоскости в виде 
Ах + Ву + Сг =0. 

Подставим в это уравнение координаты всех данных точек. По¬ 
лучим систему из трех уравнений с четырьмя неизвестными: 
А, В, С, И. Для ее решения один из неизвестных коэффициен¬ 
тов (скажем И ) будем считать параметром и выразим, решая 
систему, оставшиеся коэффициенты через этот параметр. Если 
эта система имеет единственное решение (т.е. существует плос¬ 
кость, причем единственная, проходящая через данные точки), 
то коэффициенты А, В, С будут иметь вид Ю. Подставим эти 
значения А, В, С в исходное уравнение и, сократив обе его 
части на Г) (в случае /3 Ф 0), придем к искомому уравнению 
плоскости. Самостоятельно проделайте всю эту работу в дан¬ 
ном конкретном случае. Как вы разберетесь со случаем I) = 0 ? 

Второй путь векторный. Пусть точка Т(х;у\і) лежит в 
плоскости КЬМ. Тогда 

КТ = аКЬ + рКМ. (1) 

—+ —+ 

(Можно было выразить ЦТ или МТ через оставшиеся век¬ 
торы. Здесь надо быть аккуратным и проверить, что два векто¬ 
ра, через которые мы выражаем третий, действительно образу¬ 
ют базис плоскости. Как это сделать?) 

Запишем координаты векторов. Если О — начало коорди¬ 
нат, то 


КЪ = ОЬ-ОК, ОЬ = (—1;2;0), ОК = (1;-2;3), 

значит, КЪ = (—2;4;—3) , аналогично 

КМ = (1;1;-1), КТ = (х - \;у + - 3). 

Перепишем равенство (1) в координатном виде: 

(х -1;у + 2 ;2 - 3) = а(-2;4;-3) + р(1;1;-1) = 

= (-2а + Р;4а + Р;-За - Р). 

Отсюда получим систему!?): 



458 


х - 1 = -2а + р 

■ у + 2 = 4а + р (2) 

2-3 = -За - р. 


Выразим а и Р из каких-либо двух уравнений систе¬ 
мы (2) — проще всего из второго и третьего уравнения. По¬ 
лучим: 

а = у + г — 1, Р = -3 у - 4г + 6 . 

Подставим полученные значения а и Р в первое уравне¬ 
ние системы (2). Окончательно, получим х+5у + 6г-9 = 0. 


Это и будет искомое уравнение плоскости. 

5.12. Найдите расстояние между параллельными плоско¬ 
стями х—у +2і-4 = 0 и х-у +2г -10 = 0. 

Как и всякую задачу о фигурах, заданных уравнения¬ 
ми, ее можно решить, не прибегая к рисунку. Попробуйте оты¬ 
скать такое решение — это не просто. 

Мы же разберемся с этой задачей, используя рисунок 
(рис.РЗ.92). 

Обозначим первую плоскость а, отметим на осях коорди¬ 
нат точки, в которых они пересе¬ 
кают плоскость а , назовем их А, 
В, С. (Для нахождения абсциссы 
точки А достаточно в уравнении 
плоскости а положить у = 0, г = 

= 0. Получим х = 4. Аналогично 
находим координаты на осях у 
и 2 . ) 

Обозначим вторую плоскость 
Р и проделаем для нее то же, что 
и для плоскости а — получим 
точки К, Ь, М (?) 



(Треугольники АВС и КЬМ называются "треугольника¬ 
ми следов" для плоскостей а и р. Отрезки АВ, ВС, АС от¬ 
резки, по которым плоскость а пересекает координатные чет¬ 
верти на плоскостях ху, уг, хг — как бы "следы" плоскости а 


на координатных плоскостях.) 

Расстояние между параллельными плоскостями равно дли¬ 
не их общего перпендикуляра, причем он может быть проведен 
из любой точки одной их них на другую. 
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Здесь удобно провести перпендикуляр из точки С на 
плоскость КОМ . Обозначим его СО (причем рисовать его не 
будем, рассчитывая на ваше пространственное мышление). То- 
г А а СО = СМ - соз ф, где ф—угол ОСМ, СМ = 3, и осталось 
только найти соз ф. Так как угол ф = /^ОСМ , то его можно 

найти как угол между вектором СО и единичным вектором к 
оси 2 . 

Единичный вектор к оси г имеет координаты (0;0;1), а 
—► 

вектор СО — это вектор нормали к каждой из данных плоско¬ 
стей, а поэтому имеет координаты (1;—1;2). 

Тогда 


Окончательно, 


соз ф = 


А СО 


\СО 


2 2 

1-Ѵб " Ѵб ' 


СЯ = 3~ = -^г = Ѵб. ▲ 

Ѵб Ѵб 


(?) 


ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 
ЗАДАЧИ К §18 

Дополняем теорию 

5.1. Даны две точки: Л(х,;у 1 ;г 1 ) и В[х 2 ;у 2 ;г 2 ). а) Найдите 
координаты середины отрезка АВ. б) Найдите координаты 
точки К, которая делит отрезок АВ в заданном отношении 
Р : <?• в) Найдите координаты точки Ь прямой такой, что 
АЬ : ЬВ = X. 

Рисуем 

5.2. Нарисуйте систему координат, а в ней точку Л(1;1;0). 
Нарисуйте прямую а, проходящую через точку А и парал¬ 
лельную оси 2 . На прямой а отметьте точку В, у которой 
координата г равна 3. Запишите координаты точки В. На¬ 
рисуйте проекции точки В на оси координат. Каковы ко- 
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ординаты этих проекций? Нарисуйте проекции точки 5 на 
плоскости координат. Каковы координаты этих проекций? 

5.3. Нарисуйте систему координат, а в ней точку 
Л(0;-1;1). Нарисуйте прямую а, проходящую через А и па¬ 
раллельную оси г. На прямой а отметьте точку В, у которой 
координата г равна 3. Решите для нее те же задачи, что и в за¬ 
даче 5.1. 

5.4. Нарисуйте систему координат. Нарисуйте точки 

Л(1;1;-1), 5(1;-1;2), С(-2;1;0), Я(-1;-2;-1), 

АГ(0;0;-3), Л/(-1;-1;1). 

Нарисуйте отрезок АВ. Пересекает ли он плоскость уг ? Пере¬ 
секает ли он другие координатные плоскости? Какой из отрез¬ 
ков с концами в данных точках пересекает плоскость уг? А 

плоскость 2 ХІ А плоскость хуі Есть ли среди отрезков с кон¬ 
цами в данных точках такой, который пересекает хотя бы одну 
ось координат? 

Планируем 

5.5. Пусть даны точки Л(1;2;-3), 5(-2;-4;6) иС(3;0;2). Как 
найти координаты: а) середины отрезка АВ; б) точки пересече¬ 
ния медиан треугольника АВС; в) точки В такой, что она 
вместе с точками А, В, С является вершиной параллелограмма 
АВВС1 

5.6. Как найти расстояние АВ, если: 

а) А{- 2;3;-4), 5(2;-3;4); б) Л(а;6;с), В(Ь,с,а)1 

5.7. Как установить вид треугольника АВС по сторонам и 
углам, если: 

а) А(- 1;2;3), 5(3;-1;2), С(2;3;-1) ; 

б) Л(0;0;а), 5(0;о;0), С(о;0;0); 

в) А(а,Ь,с), В(с,а,Ь), С(Ь,с,а)1 

5.8. Даны точки А(5, 1,-3), 5(1,2,-6), (Г(—3,3,2). Требуется 
выяснить, какая из них ближе: а) к началу координат; б) к 
плоскости уг; в) к оси х 1 Как это сделать? г) Как найти ту из 
них, которая ближе всех к какой-либо координатной оси? 
д) Как найти ту из них, которая ближе к какой-либо координат¬ 
ной плоскости? 

5.9. Нарисуйте куб. Пусть его ребро равно 2. Выберите 
начало координат в одной из его вершин, положительные на¬ 
правления осей координат вдоль его ребер. Как найти коорди- 
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наты. а) всех его вершин; б) середин ребер, выходящих из точ¬ 
ки, которая является концом той же диагонали куба, что и на¬ 
чало координат; в) центров всех его граней; г) центра сим¬ 
метрии; д) центра правильного треугольника, вершины которо¬ 
го находятся в вершинах куба? Как вычислить расстояния меж¬ 
ду: е) серединами ребер, не лежащих в одной грани; ж) се¬ 
рединами двух скрещивающихся ребер; з) центром куба и се¬ 
рединой какого-либо его ребра; и) центрами двух непарал¬ 
лельных сечений, проходящих через вершины куба и являю¬ 
щихся треугольниками? 

5.10. Дан куб АВСйА 1 В і С і Д, с ребром 2. Пусть точка К 
середина /Ш, точка I —середина С,Л,, точка М —центр 

грани АВВ 1 А 1 . а) Как вычислить расстояния КЪ, ЬМ ? б) Как 
найти координаты точки пересечения медиан треугольника 
КЬМІ в) Как доказать, что точки пересечения медиан тре¬ 
угольников Я,Л, А, ВОС і и середина диагонали В х й лежат на 
одной прямой? 

Представляем 

5.11. Нарисуйте систему координат. Какие координаты 
равны нулю у точки, лежащей: а) в плоскости уг; б) на оси х ; 
в) на оси у ? 

5.12. Как расположена в системе координат точка, если у 
нее: а) х = 0;б) х = .у = 0;в) у = 0, 2 = 1; г) 2 = -1, х = 1? 

Оцениваем 

5.13. Дан куб ЛЯСШ.Я.С.-О, с ребром 2. В каких гра¬ 
ницах лежит расстояние КЪ , если точка К лежит на Б { А , а 
точка Ь лежит на С,Л, причем О х К = С Х Ы 

Сделаем 

5.14. а) Пусть известны координаты трех вершин парал¬ 
лелограмма. Как найти координаты четвертой его вершины? 
б) Решите аналогичную задачу для параллелепипеда. 

5.15. Точки Л(1;0;0) и б(-1;0;0) являются вершинами пра¬ 
вильного тетраэдра, основание которого лежит в плоскости 
хОу. Как узнать, каковы координаты других его вершин? 

5.16. Пусть точка удалена от начала координат на 1. а) За¬ 
пишите зависимость между ее координатами, б) Докажите, что 
модуль любой ее координаты не больше 1. Что это значит, если 
говорить о геометрических величинах? в) Докажите, что сумма 
квадратов любых двух ее координат не больше 1. Что это 
значит, если говорить о геометрических величинах? г) Пусть у 
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этой точки две координаты равны. Какая теперь зависимость 
существует между ее координатами? д) Пусть в зависимости, 
полученной в пункте г), одна из координат стала увеличиваться. 
Что будет с другой? Что это означает с геометрической точки 
зрения? 

5.17. Дайте геометрическое истолкование таким соотно¬ 
шениям: 

а) х 2 +у 2 +г 2 = 2 ; б) х 2 +у 2 + 2 2 > 4 ; 

в)1<х 2 +у 2 +г 2 <3; г) (лг — I) 2 + у 2 +г 2 = (х +1) 2 + у 2 +г 2 ; 

д) {лг -1) 2 +(у + 1) 2 +(г-1) 2 >(х+1) 2 + (у-1) 2 +(г+1) 2 . 

5.18. Сколько решений имеет уравнение: 

УІ(х-1) 2 +у 2 +г 2 +УІХ 2 +(у-1) 2 +г 2 + ^х 2 + у 2 +(г-I) 2 =а 
при а = 2, Ѵб, 3. 


ЗАДАЧИ К §19 

Рисуем 

5.19. а)В системе координат нарисуйте плоскость, перпен¬ 
дикулярную оси х и проходящую через точку (1;0;0). Возьмите 
любую точку этой плоскости и объясните, почему координата 
равна 1. б) Нарисуйте точку Л(-2;3;1) и плоскость, проходящую 

через точку А и перпендикулярную оси х . Каким характер¬ 
ным свойством обладают точки этой плоскости? 

5.20. Нарисуйте плоскости, перпендикулярные осям коор¬ 
динат и проходящие через точки: а) (0;1;0); б) (1;1;0); в) (1;1;1). 

5.21. а) На плоскости ху нарисуйте прямую у = х. Нари¬ 
суйте плоскость, перпендикулярную плоскости ху, проходя¬ 
щую через эту прямую. Возьмите любую точку на этой плос¬ 
кости. Объясните, почему для ее координат хи у верно ра¬ 
венство у = х . б) Решите аналогичную задачу для плоскости хг 

И прямой X + 2 = 1 . 

5.22. Нарисуйте фигуру, уравнение которой: 
а)лу = 0; б) хуг = 0; в) х 2 +у 2 +г 2 = 0: г)|х| = 2; 

д) |х| = 1 и ІУ = 1|; е) |х-і| = 1;ж) |г-і| =| г + і| ; з) х = у = г; 
и)х 2 +у 2 =1 и 2 = 1. 

5.23. Нарисуйте фигуру, которая определяется условием: 
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х 2 + у 2 + г 2 =1 и а) х = 0; б) х = 1; в) х = 2; г) х = 3 ; 

Д) .У = ~1; е) х = -4 ; ж) |у| = 2; з) |х| = 3; и) х + у = 1 ; 
к)у-х = 2; л)г = х 2 +у 2 ; м)х = -2 и у = -1. 

5.24. Нарисуйте фигуру, заданную условием: 

а )М^ 1 ' И 51 - б )И +Н+И^2; 

в ) N + І^І - 2 И |у| + |х|<2; г) 2л: 2 +у 2 +г 2 =1; 

Д) х 2 +у 2 - г 2 = 1; е) г = х 2 - у 2 ; ж) х = у 2 +х 2 ; 
э) г 2 = х 2 + у 2 ; и) х + у + г = 2 и ху + уг + гх = 1. 
Планируем 

5.25. Как записать уравнение сферы: 

а) с центром в начале координат и радиусом 1; 

б) с центром в точке {—1;—1;1) и радиусом 1; 

в) с центром в точке (<з;-<з; а) и радиусом а ; 

г) проходящей через точки Л(1;1;1), Я(1;-1;-1), С(-1;1;1) 
и Я(2;0;0); 

д) касающейся плоскости уг в точке (0;1;2) и радиусом 3; 

е) касающейся всех трех координатных плоскостей и ра¬ 
диусом 1? 

5.26. Как записать уравнение какой-либо прямой, которая 
параллельна: 

а) одной из координатных плоскостей; 

б) двум координатным плоскостям; 

в) координатной оси? 

5.27. Как записать уравнение какой-либо прямой, кото¬ 
рая перпендикулярна: а) одной из координатных плоскостей; 
б) оси х ? 

5.28. Как записать уравнение прямой: 

а) проходящей через точку {—2;1;—3) и перпендикулярной 
плоскости ху ; 

б) проходящей через точку {—2;1;—3), перпендикулярной 
оси х и пересекающей ее; 

в) совпадающей с осью х ; 

г) параллельной оси у и проходящей через точку (0;1;1) ; 

д) параллельной оси у и проходящей через точку 
(- 1 ;- 1 ; 2 ); 

е) параллельной плоскостям ху и уг и проходящей через 
точку (1;1;-1) ? 
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5.29. Сфера задается уравнением {х -2) 2 +[у + 2) 2 + г 2 = 
= 1. Как найти координаты точки этой сферы: 

а) ближайшей к точке О ; 

б) самой далекой от точки О ; 

в) ближайшей к каждой из координатных плоскостей; 

г) самой далекой от каждой из координатных плоскостей; 

д) ближайшей к каждой из координатных осей; 

е) самой далекой от каждой из координатных осей; 

ж) ближайшей к точке (2;2;2); 

з) самой далекой от точки (2;2;2). 

5.30. Как написать уравнение сферы: а) с центром в точ¬ 
ке (а;-а;а) и радиусом а; б) с центром в точке (1;—1;1) и ка¬ 
сающейся одной из координатных плоскостей; в) с центром в 
точке (3;4;-5) и касающейся одной из координатных плоскос¬ 
тей; г) с центром в точке {—3;—1;2) и касающейся одной из ко¬ 
ординатных осей? 

5.31. Точка имеет координаты (-1;2;0). Как написать урав¬ 
нение сферы, которая: а) проходит через эту точку; б) не 
проходит через эту точку; в) проходит через эту точку и имеет 
радиус 1? 

5.32. Как написать уравнение сферы, проходящей через 
точки: 

а) (-1;-1;-1) и (-1;—3;— 1); б) (1;2;3) и (4;5;6); 

в) (-20;0), (0;-2;0)и(0;0;2); 

г) (1;1;1), (1;—1;—1), (-1Д1), (2;0;0)? 

5.33. Пусть 4/?СД4,/?,С 1 Д— куб с ребром 2. Точка К — 
середина СД точка Ь —середина В І С Ѵ точка М — середи¬ 
на /44,. Как написать уравнение сферы, проходящей через точ¬ 
ки: 

а) 4 , В , С , Д ; б) 4,, В , С , й ; в) 4,4,, й , К ; 

г) 4, С, В х , Д д) В,К,Ь,М1 

На какой из них лежат все вершины куба? 

5.34. Как вычислить расстояние от начала координат до 
фигуры, заданной такими условиями: 

а) х = 3;б) х + у = 1; в) у-г = -2; г) х>5, у>5, г>5; 

д) х 2 + у 2 = 1, *>1;е) 1<х + >»<2; ж) х = у 2 +г 2 + 1; 

з) (у-2) 2 +(г-2) 2 = 1? 
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5.35. Какая фигура в пространстве задается условиями: 

а) х>0, _у <0; б) х<0, у>0, 2 = 0; в) -1< х < 1; 

г) \г\ > 1; д) |х| < 2, |^| < 2, \г\ < 2 ? 

5.36. Прямая задается условием: а) х = 1, 2 = 3; б) х = 1, 

у-г — 2; в) у -2 -- 1, - х = 1. Как она расположена по отно¬ 

шению к плоскостям координат? к осям координат? 

5.37. Как расположены между собой прямая а , задавае¬ 
мая условием х = 5, у = 3, и прямая Ь , задаваемая условием 
у = 2, 2 = 1? 

Исследуем 

5.38. В треугольнике АВС Л(-1;2;3)— вершина прямого 
угла. Как найти координаты вершин В и С, если известно, 
что В и С лежат на прямой , где М{- 1;3;2), УѴ(1;1;3) 

и /АВС = — ? 

6 

5.39. Объем прямой треугольной призмы равен 3. Коорди¬ 
наты трех вершин одного основания таковы: (1;0;1), (2;0;0), 
(0;1;0). Как найти координаты вершины призмы, лежащей на 
одном ребре с первой из этих вершин? 

Поступаем в ВУЗ. 

5.40. Найдите координаты точки Л/, лежащей на оси Ох 
и одинаково удаленной от точек Л(1,2,3) и /?(-3;3;2). 

Ответ: (-1;0;0). 

5.41. Докажите, что треугольник АВС , вершины которого 
расположены в точках Л(1;0;1),5(1;1;0),С(1;1;1)— прямоуголь¬ 
ный. Найдите расстояние от начала системы координат до 
центра окружности, описанной около этого треугольника. 

Ответ: у[\5 . 

5.42. Докажите, что точки Л(1;-1;1), 5(1;3;1), С(4;3;1), 
20(4;—1; 1) являются вершинами прямоугольника. Вычислите 
длину его диагоналей и координаты их точки пересечения. 

Ответ: 5; (2,5;1;1). 

5.43. Составьте уравнение плоскости, перпендикулярной 
оси Ох и проходящей через точку (3;2;4). 

Ответ: х = 3 . 


иетрия 
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5.44. АВСОА 1 В 1 С 1 й і — параллелепипед. Л(2,-1,1), В(1;3;4), 
Л(6;0;1), А 1 (2,0,0). Найдите длину диагонали ЛС,. 

Ответ: 7. 

5.45. Тетраэдр задан координатами своих вершин Л(3;0;1), 
2?(-1;4;1) ,С(5;2;3) , Д(0;-5;4). Вычислите расстояние от верши¬ 
ны А до точки пересечения медиан противоположной грани. 

Ѵбі 

Ответ: -. 

3 

5.46. Точки Л(1;2;3), /?(1;5;3) ,С(3;3;3) лежат на окружнос¬ 
ти нижнего основания цилиндра, а точка Д(2;3;7) — на его вер¬ 
хнем основании. Найдите координаты центров оснований и 
объем цилиндра. 

Ответ: (1,5;3,5;3), (1,5;3,5;7), 10я. 

5.47. Точки Л(1;2;-2), /?(4;2;-2) ,С(3;4;-2) лежат на окруж¬ 
ности основания конуса, высота которого равна 3. Конус пере¬ 
секает плоскость 2 = 0. Найдите координаты его вершины и 
площадь сечения конуса этой плоскостью. 

Ответ. Координаты вершины — (2,5;2,5;1). Площадь сече¬ 
ния равна 5я/18 . 


ЗАДАЧИ К §21 

Рисуем 

5.48. Дан параллелепипед АВСйА^В^ 1 й 1 . Нарисуйте век¬ 
тор, задаваемый его вершинами и равный: 

а) АВ ; б) Л, Л; в) В Х С ; г) А, В . 

—► 

Нарисуйте вектор, равный С,Л с началом в точке: 

А ) В, ;е) А. 

-4 

Равны ли векторы: ж) АИ и з) А Х В и 2?,С ? 

5.49. Пусть АВСА 1 В Х С 1 — треугольная призма. Точка К 

— середина ребра АС . От всех точек призмы откладывается 
—> 

вектор А Х К . Нарисуйте фигуру, которую в призме образуют 
их концы. 
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5.50. Пусть АВС0А,В,С,0 ,— куб. От всех его точек от- 

—> 

кладывается вектор В,О, где точка О —центр куба. Нарисуйте 
фигуру, которую образуют концы таких векторов. Нарисуйте 
пересечение и объединение исходного куба и полученной фи¬ 
гуры. 

Планируем 

5.51. Пусть АВС0А,В,С,0 ,— куб. Как вычислить угол 
между векторами: 

а) В,О, и ОС ; б) В,С и СО , ; в) В,С и В, А ; 

г) 3,0 и А,С ; д) А,С и ВО ; е) АО, и ОС, ? 

Представляем 

5.52. Могут ли равные векторы лежать на: а) скрещиваю¬ 
щихся прямых: б) ребрах правильного тетраэдра; в) ребрах ка¬ 
кого-либо правильного многогранника? 

5.53. Какую фигуру образуют концы X всех единичных 
—► 

векторов ОХ , если эти векторы отложить от каждой точки 
единичной сферы с центром О ? 

5.54. Какую фигуру образуют концы равных друг другу 
векторов, отложенных от: а) прямой; б) отрезка; в) плоскости; 
г) треугольника; д) круга; е) тетраэдра; ж) шара; з) правильного 
многогранника? 


ЗАДАЧИ К §22 

Дополняем теорию 

5.55. Докажите неравенство |а| + \Ь\ < |а + й|. Обобщите его. 

Дайте геометрическое истолкование этому обобщению для слу¬ 
чая трех векторов, не лежащих в одной плоскости. 

5.56. Пусть А и В — две любые точки. Докажите, что при 
любом выборе точек О, и 0 2 верно равенство: 

О, В- О, А = 0 2 В- 0 2 А . 

5.57. Пусть точки К и Ь не лежат в плоскости АВС. 
Докажите, что параллельность прямой КЪ и плоскости АВС 

—> —> —> 

равносильна выполнению равенства: КЬ = х АВ+у АС . 

5.58. Используя векторные соотношения, запишите ра¬ 
венства, равносильные таким утверждениям: 
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а) точка X лежит на прямой АВ ; 

б) точка X лежит на отрезке АВ; 

в) точка X лежит на плоскости АВС. 

5.59. а) Дан вектор а = (х;у,г). Какие координаты имеет 

вектор - а ? б) Даны векторы а и Ь. Какие координаты име¬ 
ет вектор а-Ь ? В) Даны векторы а = (дс;г,) и Ь = 
= (х 2 ; ; 2 2 ). Какие координаты имеет вектор а а + (і • Ь ? 

Рисуем 

5.60. Пусть АВС0А,В,С,0 ,— параллелепипед. Нарисуйте 

—> —► 

вектор АХ , равный сумме векторов АА, и: 

а) АВ ,6) ВС : в) с[с ; г) В,С ; д) ОС, ; е) А Х С ; ж) АС, . 

5.61. Пусть АВС0А,В,С,0 ,— параллелепипед. Нарисуйте 

вектор АХ, равный: 

а) АВ+ СС, ; б) ОС+ 5,Ъ, ; в) АВ, + АЛ , ; г) ОС, + Я^С; 
д) О^+ОС+ОО, ; е) АВ+ВС+СС , ; ж) Л5, + 5С+С^4, ; 

з) АА,- АВ ; и) АА,-С,С ; к) АА ,- ^,С. 

5.62. Пусть АВСйА,В,С\0 ,— куб. Нарисуйте составляю- 

•*> 

щие по плоскости АВС и прямой АА, таких векторов: 

а) АВ, ; б) СА, ; в) О, В; г) йК , 
где точка К — центр грани АВА, В,. 

5.63. Пусть АВС0А,В,С,0 ,— прямоугольный параллеле¬ 
пипед. Точка К — середина ребра ВВ ,, точка Л — центр грани 
СС,0,0. Нарисуйте составляющие по прямым АВ, ЛО, АА, 

векторов: а) АС, ; б) 3,0 ; в) ОК ; г) КЬ . 

Планируем 

—> 

5.64. Как найти координаты вектора АВ и его длину, ес- 

аМ(0;0;0), Я(-2;-3;-1); б)Л(-1;1;-1), Я(0;-1;0); 
в) Л(-1;2;3), В(-\;2,-2); г) А(а,Ь,с), В(с,сг,Ь)'> 


ли: 
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5.65. От точки А отложили вектор АВ — а. Как найти 
координаты точки В, если: 

аМ(0;0;0), а = (-1;1;2); б) Л(-1;1;-1), а = (0;0;1); 

в)Л(-2;1;0), а = (2;-1;3); г)Л(-4;-3;1), а= (4;3;-1); 

к)А(а,Ь,с), а = {-а,-Ь,-с)1 

5.66. Как найти координаты единичного вектора (длина 
которого равна 1), если он образует: 

а) с осью х угол 60°, а с осью у угол 45°; 

б) с плоскостью ху угол 30°, а с плоскостью уг угол 45°; 

в) с осью г угол 60°, ас плоскостью хг угол 45°; 

г) с осями координат углы ф,, ф 2 , ф 3 ? 

5.67. Пусть АВСйА 1 В 1 С 1 0 1 — куб с ребром 1. Начало ко¬ 
ординат в точке В, положительные лучи осей координат — 
лучи ВА, ВС и ВВ Г Как найти координаты вектора: 

а) ВС Х \ б )вЪ і \ в) АС; г )Ш; д)сЪ; е)^С? 

5.68. Даны векторы а = {—2;1;0) и Ь = (3;—1;—2). Как найти 
координаты векторов: 

а )-Ь; 6)2 а; в )Ь-а; г) 2а-4Ь; д)0,5(а +Л) ? 

5.69. Даны векторы а — (1;-2;0) и Ь = (-2,1;-1). Как вы¬ 
числить: а) |а |; б) |Л|; в) |2а|; г)|-0,5*|; д) |а +Ь\; е) \2а -*|? 

5.70. Вектор а с координатами (х;у;г) имеет длину 1. 

а) Какая связь между его координатами? 

б) Пусть две координаты его известны. Как найти третью? 

5.71. Пусть известны координаты вектора. Как вычислить 
углы, которые он образует с осями координат? С плоскостями 
координат? 

5.72. Пусть АВСйА 1 В\С\О і — параллелепипед. Докажите, 
что на диагонали В х й лежат середины других диагоналей па¬ 
раллелепипеда и точки пересечения медиан треугольников 
А Х С Х В и й х АС. 

Поступаем в ВУЗ 

5.73. Даны векторы а = {—1;2;0) и Ь = (2;—3;—2). Найдите 

координаты вектора 2 а + 0,5 Ь. 

Ответ: (—1;2,5;-1). 
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5.74. Даны три ненулевых вектора а, Ь, с, каждые два из 
которых неколлинеарны. Найдите их сумму, если вектор а + Ь 
коллинеарен вектору с, а вектор Ь + с коллинеарен векто- 
ру а. 


Ответ: 0. 

5.75. Даны четыре точки Л(-2;-3;8), 6(2; 1;7), С(1;4;5) и 


0(-7;-4;7). Проверьте коллинеарность векторов АВ и СО. 

5.76. Пирамида задана координатами своих вершин 
5(0;0;2), Л(0;0;0), 6(1;0;0), С(0;1;0). Найдите координаты точ¬ 
ки М, лежащей на оси г, и координаты точки N, лежащей в 

—> 

плоскости ВВС, если известно, что координаты вектора МѴ 



5.77. В призме АВСА 1 В 1 С 1 точка М лежит на отрезке 

—> 

6,С, так, что В І М:В І С І =2:3. Разложите вектор АМ по век¬ 


торам АВ, АС, АА Х . 

Ответ: Соответственные коэффициенты разложения — 


Переключаемся 

5.78. К вершине А треножника А ВС О подвешен 
груз Р. Ножки треножника АВ, АС, Ай равны, укреплены на 
горизонтальной плоскости, образуют между собой прямые уг¬ 
лы, а с вертикалью — равные углы. Найдите усилия в каждой 
из ножек треножника. 


ЗАДАЧИ К §23 

Дополняем теорию 

5.79. Векторы а — (х 2 ,) и Ь — (х 2 \у 2 \г 2 ) перпенди¬ 
кулярны. Какой зависимостью связаны их координаты? 
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П л а н и р у е м 

5.80. Пусть а = (0;1;-2) и Ь = (—2;!;—1). Как вычислить: 
а )в й; б) —2е й; в)в-0,5й; г)-3а-2й; д )(в + й) 2 ; 

е) (Ь - в) • (Ь+ а); ж) (-4в + й) • (0,5а - 2Ь) ? 

5.81. Векторы в, Ь, с —единичные, угол между а и й ра¬ 
вен 30", между й и с— 60", между в и с— 60‘. Как 
вычислить: 

а )а-Ь; б)-2в-5с; в)0,5й(а + с); г)(а+й + с)-а; 
д)(а-й + с)-(й-с); е)(а+Ь-с) (а-Ь + с); 
ж )(а + й+с) 2 ? 

5.82. в = (1;-2;0) и Ь = (0;2;—1). Как вычислить, используя 
скалярное умножение: 

а) |а |; б) |2й |; в) | - За |; г) |0,5й|; д) \а + Ь\; е) |2а-й|? 

5.83. Пусть а = (0;1;—2) и Ь = {—2;1;—1). Как вычислить 
угол между векторами: 

а) а и Ь ; б) -2а иЗй;в) а + Ь и а-Ь ? 

5.84. Дан правильный тетраэдр А ВС Б с ребром 1. Как 

вычислить: а)ОА ОВ; б) БА- АС; в) БА- ВС; г) БА ВК, где точка 

—> —► 

К — центр грани АСБ; д )БА ЬМ, где точка Ь — середина 
ребра АС, а точка М — середина ребра ВБ ? 

5.85. Пусть АВСБА 1 В 1 С 1 Б 1 —куб с ребром 1. Как вычис- 

лить скалярные произведения вектора АВ на: 
а) С 1 Б 1 ; б )Б Х Б; ъ)БС х ; г) В Х Б Х ; 

Д )В Х С; е) А Х С; ж )В Х Б7 

5.86. Пусть АВСБА Х В Х С Х Б Х — куб. Как вычислить угол 
между: 

а ) В Х Б Х и БС; б ) В Х С и СБ Х ; в ) В Х С и В Х А; 

г) В Х Б и А Х С; д) А Х С и ВБ; е) АБ Х и БС Х ? 

Думаем 

5.87. Дан тетраэдр АВСБ. Докажите, что равносильны 
два утверждения: АВ1.СБ и АС 2 + ВБ 2 = АБ 2 + ВС 2 . 
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5.88. Даны длины трех ребер параллелепипеда, выходящих 
из одной вершины, и углы между ними. Как найти длину 
диагонали параллелепипеда, выходящей из той же вершины? 

5.89. В кубе соединили отрезками середины скрещиваю¬ 
щихся ребер. Докажите, что все такие отрезки равны. 

5.90. В правильном тетраэдре РАВС с ребром 1 точка X 
лежит на ребре АР и РХ:ХА = 1:2, точка У лежит на ребре 
ВС и СУ -.УВ = 1:2. Как вычислить: а) ХУ ; б) угол между ХУ 
и РА; в) угол между ХУ и РС ? 

5.91. Как найти аир, при которых вектор а = (3,-1, а) 
ортогонален вектору Ь = (2;р;1), если |й| = 3 ? 

Поступаем в ВУЗ 

5.92. При каком значении г векторы а = (6;0;12) и 
Ь = (—8;13;г) перпендикулярны? 

Ответ: 4. 

5.93. Найдите косинусы углов, которые образуют с ба¬ 
зисными векторами вектор а = 6/ — 2у — ЗЛ . 


л 62 
Ответ: —; — 

7 7 


3 

7 ' 


5.94. Векторы АВ = (3;-2;2) и ВС = (—1;0;—2) являются 
смежными сторонами параллелограмма. Определите величину 
угла между диагоналями АС и ВБ. 

_ Зл 
Ответ: —. 

4 


5.95. Найдите угол между векторами ОА и ОВ, если О 

— начало координат, вектор ОА составляет с осями координат 

Ох, Оу и 02 углы, соответственно равные — и точ- 

3 3 4 

ка В имеет координаты (—2;—2; -2-У2 ). 

Ответ: Л. 

5.96. Вектор с, перпендикулярный векторам а = (1;1;1) и 
Ь = (1;-1;3), образует с осью 02 тупой угол. Найдите его 
координаты, если известно, что |с | =3. 

л/б _ ѴёГ) 


Ответ: 


Ѵб; 


V 
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5.97. Вектор а, у которого первая координата больше вто¬ 
рой, перпендикулярен вектору Ь = (1;—3;—1) и образует с осью 
Ог угол, равный 135 градусов. Найдите его координаты, если 


известно, что |в| = 5л/2. 

Ответ: (4;3;-5). 

5.98. Векторы а и Ь взаимно перпендикулярны, а вектор с 

я 


образует с каждым из них угол —. Зная, что |й | = 3, |й | = 5 


и |с | = 8, вычислите скалярное произведение (За - 2Ь) ■ (Ь+ 3с). 
Ответ: -62. 

5.99. Найдите вектор а = (х;у,г), образующий равные 
углы с векторами Ь = (у;-2г;3х), с = (2г;3х;-у), если а пер¬ 


пендикулярен вектору </ = (1;-1;2), |а| = 2-Уз и угол между век¬ 
тором а и осью Оу тупой. 

Ответ: (2;—2;—2). 

5.100. Вектор а, коллинеарный вектору Ь = 
= (12;—16;—15), образует с осью Ог острый угол. Зная, что 
|а| - 100, найдите его координаты. 

Ответ: (—48;64;60). 

5.101. Длина ребра правильного тетраэдра АВСИ рав¬ 
на а. Точка Е — середина ребра СД точка Р — середина 
высоты ВЬ грани АВО. Отрезок МN с концами на прямых 
АО и ВС пересекает прямую ЕР и перпендикулярен ей. 
Найдите длину этого отрезка. 

о ^23 

Ответ: а -. 

6 


5.102. Векторы АВ=-Зі + 4к и АС = 5/-2/ + 4Л служат 
сторонами треугольника АВС. Найдите длину медианы АМ. 
Ответ: ѴІ8. 


ЗАДАЧИ К §24 

Рисуем 

5.103. Нарисуйте плоскость, уравнение которой: 
а)х-у = 0; б) у+ 2 = 1; в)х+у + 2 = 1; т)-х-у + г = 2; 
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д) 2х - у + Ъг +1 = 0. 

Планируем 

5.104. Как узнать, в какой точке плоскость 2х + у - Зг = 1 
пересекает каждую из осей координат? 

5.105. Как узнать, пересекаются ли плоскости, заданные 
уравнениями: 

а)х + у + 2 = 1 и х +у + 2 = - 1; б)х + у + г = 1 и х+у-г= 1; 

в)х + 2у + 3г = 1 и Зх + у + 2г = 1; г)х + у = 0 и у-г = 0; 

д ) х + у + г = а и х + у + аг = 1? 

5.106. Как написать уравнение плоскости, проходящей че¬ 
рез точку (1; 1 ;0) и перпендикулярной: а) одной из осей коор¬ 
динат; б) одной из плоскостей координат; в) двум координат¬ 
ным плоскостям; г) плоскости, уравнение которой х+г = 2; 
д) плоскости, уравнение которой х-у + 2 = 1? 

5.107. Как написать уравнение плоскости, проходящей че¬ 
рез точку (1,1,0) и параллельной: а) одной из осей координат; 
б) одной из плоскостей координат; в) двум координатным плос¬ 
костям; г) плоскости, уравнение которой х + г = 2; д) плоскос¬ 
ти, уравнение которой х-у + 2 = 1? 

5.108. Две плоскости заданы своими уравнениями. Как 
выяснить, будут ли они перпендикулярны? Если нет, то как 
найти угол между ними? А как узнать, будут ли они парал¬ 
лельны? 

5.109. Какую фигуру задает в пространстве условие 

Ах +Ву +С 2 + Б> 0? 

5.110. Дан куб с ребром 1. Выберите удобную систему ко¬ 
ординат. Как в этой системе координат записать уравнения: 
а) его граней; б) диагональной плоскости; в) плоскости, которая 
пересекает его по правильному шестиугольнику; г) его диагона¬ 
ли? 

Представляем 

5.111. Как расположена плоскость относительно осей ко¬ 
ординат, если в ее уравнении будут равны нулю: а) один коэф¬ 
фициент; б) два коэффициента? 

5.112. Могут ли быть в уравнении плоскости равными 
нулю: а) все коэффициенты при неизвестных; б) три коэф¬ 
фициента? 

5.113. Как записать уравнение прямой, по которой пе¬ 
ресекает координатные плоскости плоскость, уравнение кото¬ 
рой Х-у + 2 - 1? 
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5.114. Какая фигура задается в пространстве таким ус¬ 
ловием: 

а)|*|<1;; б)-1<х-у<2; в) 10 <х +у + г < 20; 

г) 1 <лг <2, -2<у<-\, -1 <2 <1; д)х >0, _у>0, 2 > 0 , 

х+у+гй 1? 

Поступаем в ВУЗ 

5.115. Найдите угол между плоскостью, проходящей через 
точки (0;0;0), (1;1;1), (3;2;1), и плоскостью, проходящей через 
точки (0;0;0), (1;1;1), (3;1;2). 

Ответ: —. 

3 

5.116. Найдите уравнение плоскости, проходящей через 
точки (0;1;0), (1;1;1)и (0;0;1). 

Ответ: х -у-г +1 = 0. 

5.117. Уравнения плоскостей аир есть 

2х + Зу + 4г-В = 0 и 4х + у + 3г-6 =0, 
прямая р является их пересечением, а) Определите коорди¬ 
наты точки пересечения прямой р с плоскостями хОу и уОг. 
б) Определите величину угла между прямой р и плоскос¬ 
тью хОг. 

2 

Ответ: (1;2;0), (0;0;2), агсзіп — . 

3 

5.118. Плоскость отсекает от боковых ребер БА, БВ и БС 
правильной четырехугольной пирамиды БАВСБ с вершиной 5 

2 1 1 

отрезки БК = —54, БЬ = — БВ, БМ = — БС соответственно. 

Длина бокового ребра пирамиды равна а Найдите длину от¬ 
резка 5Л\ отсекаемого этой плоскостью на ребре 50. 

Ответ: 0,4а 

5.119. Дана правильная треугольная призма АВСА 1 В 1 С 1 . 
Пусть точка Р делит ось 00 { призмы в отношении 5:1. Через 
точку Р и середины ребер АВ и А 1 С 1 проведена плоскость. В 
каком отношении эта плоскость делит объем призмы? 

Ответ: 49:95. 
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Переключаемся 

5.120. Из проволоки сделан каркас куба. Где находится 
центр масс фигуры, получающейся после удаления из каркаса: 
а) одного ребра; б) двух параллельных ребер; в) двух скрещи¬ 
вающихся ребер; г) двух пересекающихся ребер; д) трех ребер, 
выходящих из одной точки; е) трех попарно скрещивающихся 
ребер? 
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ГЛАВА 6 


* ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

С преобразованиями фигур люди имели дело всегда. 
Уже человек каменного века, изображая на стенах пе¬ 
щерных животных, реально производил преобразование 
пространственных тел в плоские фигуры. Глядя на тень 
предмета в солнечный день, мы видим результат парал¬ 
лельного проектирования солнечными лучами этого пред¬ 
мета на поверхность пола или земли. А лучи, идущие 
от лампы, осуществляют центральное проектирование 
(рис.8.20) 

Важнейшими из геометрических преобразований яв¬ 
ляются знакомые вам из планиметрии движения и подо¬ 
бия. Рассмотрим эти преобразования в пространстве. 


§25. ДВИЖЕНИЯ 

25.1. Преобразования фигур. Доказывая в главе 1, 
что некоторая фигура Р обладает центральной или зер¬ 
кальной симметрией, мы сопоставляли каждой точке X 
фигуры Р некоторую точку X' этой фигуры, симмет¬ 
ричную точке X относительно центра или плоскости, т.е. 
выполняли некоторое преобразование фигуры Р. 

Напомним, что вообще преобразование / (или отобра¬ 
жение /) фигуры р состоит в 
том, что каждой ее точке X со¬ 
поставляется некоторая точ¬ 
ка X' (рис.25.1). Все точки X' 
образуют некоторую фигуру 
Р', о которой говорят, что она 
получена при преобразовании 
(отображении)/из фигуры Р. 

Говорят также, что точка X' 
является образом точки X 
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при преобразовании / и пишут X' = /{X), а о фигу¬ 
ре Р' говорят, что она является образом фигуры Р при 
преобразовании / и пишут Р' = /(Р). 

Если при данном преобразовании разным точкам фи¬ 
гуры соответствуют разные образы, то преобразование 
называют взаимно однозначным. Например, проектиро¬ 
вание пространства на плоскость не является взаимно 
однозначным преобразованием, так как разные точки 
пространства могут иметь одну и ту же проекцию. А про¬ 
ектирование плоскости на плоскость в направлении, не 
параллельном этим плоскостям, является взаимно одно¬ 
значным преобразованием. 

Пусть фигура Р' получена в результате взаимно од¬ 
нозначного преобразования / из фигуры Р. Тогда каж¬ 
дая точка X’ фигуры Р' является образом только одной 
(единственной) точки X фигуры Р. Действительно, в 
противном случае преобразование/ переводило бы в од¬ 
ну и ту же точку X' две различные точки Х х и Х 2 фи¬ 
гуры Р , что невозможно, поскольку преобразование / 
взаимно однозначное. Поэтому каждой точке X' фигу¬ 
ры Р' можно поставить в соответствие ту единственную 
точку X фигуры Р, образом которой при преобразова¬ 
нии / является точка X' . Тем самым мы определим пре¬ 
образование фигуры Р'в фигуру Р, которое называется 

обратным для преобразова¬ 
ния / и которое обозначает¬ 
ся / -1 . Если преобразование 
имеет обратное, то оно назы¬ 
вается обратимым. 

Из данных определений 
непосредственно следует, что 
если преобразование / обра¬ 
тимо, то обратное ему преоб¬ 
разование /~ 1 также обрати¬ 
мо и (/ ~') _1 = / . Поэтому преобразования / и на¬ 
зываются взаимно обратными. 
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Пусть преобразование У переводит фигуру р в фи¬ 
гуру О, а преобразование § переводит фигуру О в фи¬ 
гуру Н (рис.25.2). Если при преобразовании / точка X 
фигуры р перешла в точку У = /{X) фигуры С, а за¬ 
тем точка У при преобразовании § перешла в точку 
% ~ ёХ) фигуры Н, то тем самым точка X перешла в 
точку 2 . Это записывают так: 2 — §° /[X). 

В результате последовательного выполнения / и § 
получается некоторое преобразование к фигуры р 
в фигуру Н . Поскольку при преобразовании к обра¬ 
зом каждой точки X фигуры Р. является точка 2 — 
= ё° /{X) , ТО пишут к = § О у и говорят, что к являет¬ 
ся композицией преобразований / и §. Композици¬ 
ей называется и операция, 
состоящая в последовательном 
выполнении преобразований, и 
само результирующее преобра¬ 
зование. 

Если данное преобразова¬ 
ние / обратимо, то, применяя 
его, а потом обратное ему пре¬ 
образование _/"', вернем, оче¬ 
видно, все точки в исходное 
положение, т.е. получим тож¬ 
дественное преобразование такое, которое каждой точке 
сопоставляет эту же точку. Тождественное преобразова¬ 
ние фигуры р обозначаем символом Ер. 

Неподвижной точкой преобразования / называет¬ 
ся такая точка X, что /{X) =Х. 

25.2. Определения движения и равенства фигур. Дви¬ 
жением (как и в планиметрии) называется преобразова¬ 
ние, сохраняющее расстояния. Подробнее: движением 
фигуры называется такое ее преобразование, при кото¬ 
ром каждым двум ее точкам X, У соответствуют такие 
точки X', У, что Х'У' = ХУ (рис.25.3) 
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Очевидно, что тождественное преобразование явля¬ 
ется движением. Понятие движения позволяет так опре¬ 
делить понятие равенства фигур: фигура Р' называется 
равной фигуре Р, если она может быть получена из фи¬ 
гуры Р движением. 

Геометрическое понятие движения появилось при изу¬ 
чении реальных движений тел. В нем только не учитыва¬ 
ется тот процесс движения, которым тело из одного по¬ 
ложения переходит в другое, а принимается во внимание 
только результат: соответствие между старым и новым 
положениями тела и фигуры. Это и выражено в словах: 
"фигура .Г'получается из фигуры Р движением". Точки 

пространства не перемеща¬ 
ются, а только сопоставля¬ 
ются одни другим. Это по¬ 
добно тому, что происходит 
при отражении в зеркале: 
предмет, отражаясь в зерка¬ 
ле, не переходит за зерка¬ 
ло, а изображается в нем: 
его точкам соответствуют 
точки изображения. Этой 
наглядной картине и соот¬ 
ветствуют термины "отобра¬ 
жение", "образ". Отражение 
в зеркале как раз представляет собой реальный пример 
движения в геометрическом смысле (как отображения, 
сохраняющего расстояния). Но его нельзя получить не¬ 
прерывным движением, как нельзя непрерывным движе¬ 
нием превратить левую руку в правую; в зеркале же она 
изображается как правая. 

Непосредственно из определений соответствующих 
понятий вытекают следующие три утверждения: 

1) Движение взаимно однозначно. 

Действительно, сохраняя расстояния, движение раз¬ 
ные точки не может перевести в одну точку. 

2) Движение обратимо и преобразование, обратное 
движению, само является движением. 

3) Композиция движений есть движение. 
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25.3. Преобразования симметрии. 1) Центральной 
симметрией фигуры Р с центром О называется такое 
преобразование этой фигуры, которое сопоставляет каж¬ 
дой ее точке точку, симметричную относительно точки О 
(рис.25.4а). Центральную симметрию с центром О обоз¬ 
начаем 8 0 . 

Центральная симметрия является движением. 
Действительно, пусть при центральной симметрии 

8 о точки X, У перешли в точки X' = 8 0 (X) и У = 

= 8о (У ) (рис.25.4б). Тогда из определения центральной 
симметрии следует, что 

ОХ' =-ОХ и ОТ = -ОУ. (1) 

Поэтому 

ХТ'=ОУ'-ОХ' =-ОУ + ОХ = УХ =-ХУ. (2) 

Из равенства Х'У = -ХУ следует, что, во-первых, 
центральная симметрия сохраняет расстояния, а пото¬ 
му является движением, и, во-вторых, что центральная 
симметрия изменяет направления векторов на противо¬ 
положные. 

2) Осевой симметрией фигуры Р относительно пря¬ 
мой а называется такое преобразование этой фигуры, 
которое сопоставляет каждой ее точке точку, симмет¬ 
ричную относительно прямой а (рис.25.5а). 

Осевую симметрию относительно прямой а обозна¬ 
чаем 8 а , а прямую а называем осью симметрии 8 а . 


гіетрия 


482 



Осевая симметрия является движением. 

Действительно, пусть при осевой симметрии 8 а с 
осью а точки А, В перешли в точки А’ = 8 а (А) и 

В' = 8 а (В) (рис.25.5.б). Введем в пространстве прямо¬ 
угольную систему координат X, у, 2 так, чтобы пря¬ 
мая а стала осью X в этой системе. Пусть точка А = 
= (Хі,У\\2\), а точка В = (х 2 І Уг^г) • Тогда 

А = (Хѵ-Уѵ~2і) , В ' = {х 2 -,-у 2 -,- 2 2 ), 

а потому 

АВ = ^{х 1 -х 2 ) 2 +0' 1 -у 2 ) 2 +{г і - 2 2 ) 2 =А'В'. (3) 

Итак, осевая симметрия сохраняет расстояния, т.е. 
является движением. И 

3) Зеркальной симметрией фигуры Р относительно 
плоскости а (или отражением фигуры Р в плоскости а) 
называется такое преобразование, при котором каждой 
точке данной фигуры сопоставляется точка, симметрич¬ 
ная ей относительно плоскости а (рис.25.6а). Это преоб¬ 
разование называется также симметрией относительно 
плоскости а. Оно обозначается так: 5 а . 

Симметрия относительно плоскости является дви¬ 
жением. 

Действительно, пусть симметрия 8 а относительно 
плоскости а переводит точки А, В в точ :и А' = 8 а {А) 



483 


и В' = 8 а (В) (рис.25.65). Введем в пространстве такую 
систему прямоугольных координат X, у, 2 , чтобы плос¬ 
кость а в этой системе была координатной плоскос¬ 
тью ху. Пусть в этой системе координат А = {х х \у у \2 х ), 
В = (х 2 ;У 2 '> 2 2 )- Тогда 

А (х, у, 2 | ) , В 2 1 У 2 » 1 

Поэтому 

А'В’ = Ѵ(*1 ~х 2 ) 2 + {у х -Уг) 2 + Н 1 +^ 2 ) 2 = ЛЯ . (4) 

Итак, симметрия относительно плоскости сохраняет 
расстояния, т.е. является движением. И 

Отметим, что поскольку отношение симметричности 
для всех трех видов симметрий взаимно, т.е. если точка 
А' симметрична точке А, то А симметрична точке А' 
(относительно точки, прямой или плоскости), то преобра¬ 
зование, обратное любой из симметрий, является этой 

же симметрией. Преобразование /, для которого / ' = 

= /, называется инволюцией. Итак, все симметрии яв¬ 
ляются инволюциями. 

Отметим также, что множество неподвижных точек 
центральной симметрии 8 0 состоит из одной точки О — 
центра симметрии, для осевой симметрии 8 а оно состоит 
из оси симметрии — прямой а, а для зеркальной сим¬ 
метрии относительно плоскости а множество неподвиж¬ 
ных точек является плоскостью симметрии — плоскос¬ 
тью а. 

25.4. Параллельный перенос. Слово "вектор" латин¬ 
ское и оно означает "переносчик". Это соответствует той 
зависимости, которая связывает векторы и движения, на¬ 
зываемые параллельными переносами или, короче, пере¬ 
носами. Они определяются в пространстве так же, как на 
плоскости: параллельным переносом фигуры называется 
такое ее преобразование, при котором все ее точки пере¬ 
мещаются на один и тот же вектор, т.е. на одно и то же 
расстояние в одном и том же направлении (рис. 25.7) 
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Таким образом, при переносе каждым двум точкам 
Хи У фигуры Р сопоставляются такие точки Г и Г, 
что 

XX' = ТУ . (5) 

Параллельный перенос фигуры задается переносом 

одной ее точки: если указано, что точка А переходит в 

—> 

точку А', то для любой другой точки в силу (5) XX' = 

= А А' . Тем самым перенос задается вектором а = АА'. 
Перенос на вектор Л будем обозначать Т- . 

Параллельный перенос сохраняет расстояния, т.е. 
перенос является движением. 

Действительно, из равенства (5) и леммы о равенст¬ 
ве векторов (п.21.4) следует, что 

XV = XV. (6) 

—> 

Из равенства (6) получаем, во-первых, что Х'У — 
= ХУ , т.е. перенос — движение, а, во-вторых, что 

Х'У ТТ ХУ , т.е. перенос сохраняет направления векто¬ 
ров. 

Итак, перенос является движением, сохраняющим на¬ 
правления. И 

Верно и обратное утверждение: движение, сохраняю¬ 
щее направления, является параллельным переносом. 

Действительно, если движение сохраняет направле¬ 
ния, то выполняется равенство (6). А из (6) следует (5), 
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которое и показывает, что рассматриваемое преобразова¬ 
ние — параллельный перенос. ■ 

Если выполнить последовательно сначала пере¬ 
нос Т- на вектор а, а затем перенос 7^ на вектор Ъ, то 
в итоге получим перенос на вектор а + Ь, т.е. пере¬ 
нос Т. + ь . Поэтому композицией переносов Т- и 7^ яв¬ 
ляется перенос Т. + ^ , т.е. выполняется равенство 


(рис.25.8). 



Рис.25.9 


Т- о Т- = Т - 

Ь о а+Ь 


(7) 



25.5. Поворот. Примеров реальных поворотов вокруг 
прямой очень много: поворот двери, колеса вокруг оси, 
пропеллера, ворота колодца и т.п. В геометрии же пово¬ 
ротом фигуры вокруг прямой а на угол (р называется 
преобразование, которое осуществляется так: в каждой 
плоскости, перпендикулярной прямой а и пересекающей 
фигуру, происходит поворот вокруг точки пересечения 
этой плоскости с прямой а на угол (р в одном и том же 
направлении для всех плоскостей (рис.25.9). Прямая а 
называется осью поворота, угол (р — углом поворота. 
Поворот задается осью, углом и направлением поворота 
в какой-либо плоскости, перпендикулярной оси поворота. 

Осевая симметрия в пространстве является поворо¬ 
том на 180° вокруг оси симметрии. Действительно, в 
результате поворота на 180° вокруг прямой а точка X , 
не лежащая на прямой а, перейдет в такую точку X ', 
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что прямая а перпендикулярна отрезку XX 'и пересека¬ 
ет его в середине. 

Теорема (о повороте). Поворот вокруг прямой 
является движением. 

□ Пусть при повороте на угол (р вокруг оси а точки 
А и В перешли в точки А' и В' . Докажем, что 

А'В’ = АВ. 

Если точки А и В лежат в одной плоскости, перпен¬ 
дикулярной оси, то А' В' = АВ , так как поворот в плос¬ 
кости — движение. 

Допустим, что точка А лежит в плоскости а А.а, а 
точка В — в другой плоскости Р-І_а (рис.25.10). Пусть Р 
— точка пересечения плоскости а и прямой а, а. ^ — 
точка пересечения Р и а. Опустим из точек В и В' пер¬ 
пендикуляры ВС и В' С на плоскость а. Так как а || Р, 
то В'С'—ВС (см.п.3.5). Так как /СРС и /В^В' — 
линейные углы одного и того же двугранного угла, то 
/.СРС =/ВО,В’ р. Кроме того С'Р = СР, так как 
С'Р = 5'б, СР = В() и В'^ = В^. Поэтому при рас¬ 
сматриваемом повороте точка С переходит в точку С'. 
Следовательно, отрезок А'С получен поворотом на 
угол ф из отрезка АС в плоскости а. Следовательно, 

А'С' = АС. 

Наконец, мы замечаем еще, что поскольку ВСІХХ. 
и В' С 1.0., то ВС1.СА и В'С'ІСА'. Поэтому тре¬ 
угольники АВС и А'В' С прямоугольные. Они равны, 
так как В' С — ВС и А’ С = АС . Следовательно, 

А'В' = АВ. ■ 


§26. СВОЙСТВА ДВИЖЕНИЙ 

26.1. О распространении движения на все прост¬ 
ранство. В этом параграфе, доказывая теоремы об общих 
свойствах движений, мы будем рассматривать движе¬ 
ния всего пространства. Это значительно 
облегчит проводимые рассуждения, но при этом не сни- 
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зит их общности. Дело в том, что каждое движение лю¬ 
бой фигуры может быть распространено на любую объ¬ 
емлющую ее фигуру и, в частности, на все пространство. 
Возможность такого распространения для тех частных 
видов движений, которые мы рассматривали в §25, оче¬ 
видна. А как мы убедимся в следующем параграфе, лю¬ 
бое движение сводится к композиции двух таких движе¬ 
ний, либо является одним из них. Поэтому указанное 
распространение возможно и в общем случае. О таком 
распространении можно сказать, что оно подобно рас¬ 
пространению движения части тела на все тело, как дви¬ 
жение ручки передается всему предмету. 

26.2. Общие свойства движений. Движения сохраня¬ 
ют расстояния и потому сохраняют все геометрические 
свойства фигур, поскольку они определяются расстоя¬ 
ниями. В этом пункте мы получим наиболее общие свой¬ 
ства движений, приводя доказательства в тех случаях, ко¬ 
гда они не очевидны. 

Свойство 1. Три точки, лежащие на одной пря¬ 
мой, при движении переходят в три точки, лежащие на 
одной прямой, а три точки, не лежащие на одной прямой, 
— в три точки, не лежащие на одной прямой. 

□ Пусть движение переводит соответственно точ¬ 
ки А,В,С в точки А',В',С . Тогда выполняются равен¬ 
ства 

АВ = А'В', АС = А' О, ВС = В’С. (1) 

Если точки А, В, С лежат на одной прямой, то одна 
из них, например, точка В лежит между двумя другими. 
В этом случае АВ + ВС = АС и из равенств (1) следует, 
что А’ С = А’В' + В'С . А это равенство означает, что 
точка В лежит между точками А и С. Первое утвержде¬ 
ние доказано. Второе вытекает из первого и обратимости 
движения (способом от противного). И 

Свойство 2. Отрезок движением переводится в 
отрезок. 

□ Пусть концам отрезка АВ движение / сопостав¬ 
ляет точки А' и В'. Возьмем любую точку X отрезка 
АВ . Тогда, как и в доказательстве свойства 1, можно ус¬ 
тановить, что ее образ — точка X’ — /(. X ) лежит на от¬ 
резке А'В' между точками А' и В' . Далее, каждая точ- 



488 


ка У отрезка А'В' является образом некоторой точ¬ 
ки У отрезка АВ . А именно, той точки У, которая уда¬ 
лена от точки А на расстояние А' У . Следовательно, от¬ 
резок АВ движением переводится в отрезок А'В'. ■ 

Свойство 3. При движении луч переходит в луч, 


прямая —в прямую. 

Эти утверждения докажите самостоятельно. 
Свойство 4. Треугольник движением переводит¬ 
ся в треугольник, полуплоскость — в полуплоскость, 


зок 


В'С 


плоскость — в плоскость, 
параллельные плоскости — 
в параллельные плоскости. 

□ Треугольник АВС 
заполняется отрезками, со¬ 
единяющими вершину А с 
точками X противополож¬ 
ной стороны ВС (рис.26.1). 
Движение сопоставит от¬ 
резку ВС некоторый отре- 
и точке А — точку А', не лежащую на 



Рис.26.1 


прямой В' С . Каждому отрезку АХ это движение сопос¬ 
тавит отрезок А'Х', где точка X'лежит на В'С . Все 
эти отрезки А'Х' заполнят треугольник А' В'С . В него 




Рис.26.2 


и переходит треугольник АВС . 

Полуплоскость можно представить как объедине¬ 
ние неограниченно расширяющихся треугольников, у ко¬ 
торых одна сторона лежит на границе полуплоскости 
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(рис.26.2). Поэтому полуплоскость перейдет при движе¬ 
нии в полуплоскость. 

Аналогично, плоскость можно представить как объе¬ 
динение неограниченно расширяющихся треугольников 
(рис.26.3). Поэтому при движении плоскость отображает¬ 
ся на плоскость. 

Поскольку движение сохраняет расстояния, то при 
движении расстояния между фигурами не изменяются. 
Отсюда следует, в частности, что при движениях парал¬ 
лельные плоскости перейдут в параллельные. И 

Свойство 5. При движении образом тетраэдра 
является тетраэдр, образом полупространства — полу¬ 
пространство, образом пространства — все простран¬ 
ство. 


□ Тетраэдр АВСИ представляет собой объедине¬ 
ние отрезков, соединяющих точку И со всевозможными 
точками X треугольника АВС (рис.26.4). При движении 
отрезки отображаются на от¬ 
резки, а потому тетраэдр пе¬ 
рейдет в тетраэдр. 

Полупространство можно 
представить как объединение 
расширяющихся тетраэдров, у д 
которых основания лежат в 
граничной плоскости полупро¬ 
странства. Поэтому при движе¬ 
нии образом полупространства 
будет полупространство. 

Пространство можно представить как объединение 
неограниченно расширяющихся тетраэдров. Поэтому при 
движении пространство отображается на все пространст¬ 
во. ■ 

Свойство 6. При движении углы сохраняются, 
т.е. всякий угол отображается на угол того же вида и 
той же величины. Аналогичное верно и для двугранных 
углов. 

□ При движении полуплоскость отображается на 
полуплоскость. Так как выпуклый угол есть пересечение 
двух полуплоскостей, а невыпуклый угол и двугранный 
угол есть объединение полуплоскостей, то при движении 
выпуклый угол переходит в выпуклый угол, а невыпук- 
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лый угол и двугранный угол соответственно — в невы¬ 
пуклый и двугранный угол. 

Пусть лучи а и Ь , исходящие из точки О, отобрази¬ 
лись на лучи а' и Ь' , исходящие из точки О' . Возьмем 
треугольник ОАВ с вершинами А на луче а и В на 

луче Ь (рис.26.5). Он ото¬ 
бразится на равный тре¬ 
угольник О'А'В'с верши¬ 
нами А' на луче а' и В' на 
луче Ъ' . Значит, углы между 
лучами а, Ъ и а', Ь' равны. 
Поэтому при движении ве¬ 
личины углов сохраняются. 

Следовательно, сохра¬ 
няется перпендикулярность 
прямых, а значит — прямой и плоскости. Вспомнив опре¬ 
деления угла между прямой и плоскостью и величины 
двугранного угла, получим, что величины этих углов со¬ 
храняются. ■ 

Свойство?. Движения сохраняют площади по¬ 
верхностей и объемы тел. 

Действительно, поскольку движение сохраняет пер¬ 
пендикулярность, то движение высоты (треугольников, 
тетраэдров, призм и т.п.) переводит в высоты (образы 
этих треугольников, тетраэдров, призм и т.п.). При этом 
длины этих высот будут сохраняться. Поэтому площади 
треугольников и объемы тетраэдров при движениях со¬ 
храняются. А значит, сохранятся и площади многоуголь¬ 
ников, и объемы многогранников. Площади же криволи¬ 
нейных поверхностей и объемы тел, ограниченных таки¬ 
ми поверхностями, получаются предельными переходами 
от площадей многогранных поверхностей и объемов мно¬ 
гогранных тел. Поэтому и они при движениях сохраня¬ 
ются. Н 

26.3. Теоремы о задании движений. В этом пункте 
мы дадим ответ на такой вопрос: сколько пар соответст¬ 
вующих при движении точек надо задать, чтобы движе¬ 
ние определилось ими однозначно? Мы дадим два ответа 
на этот вопрос. Первый из них содержит следующая тео¬ 
рема. 
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Теорема (о задании движения пространства). 

Пусть заданы два тетраэдра АВСО и А' В'С'О' , имею¬ 
щие соответственно равные ребра (а, значит, и грани), 
т.е. выполняются равенства: 

АВ = А'В', АС = А'С, ВС = В'С, 

( 2 ) 

АО = А'И', СО = С О', ОО = О'О'. 

Тогда существует и притом единственное движе¬ 
ние /, которое переводит тетраэдр АВСО в тетраэдр 
А'В'С'О', т.е. такое, что 

А'-/(А), В’= /(В). С’ = /(С), О = /(В) 

□ Сначала установим существование дви¬ 
жения, о котором идет речь в теореме. Зададим два бази¬ 
са в пространстве 

е х = АВ, е 2 = АС, 


е 3 =АБ 



А =А'В',/ 2 =А'С, 


/з =Л'0' 

(рис.26.6). 

Из равенства (2), а также равенств углов 

АВАС = АВ 'А 'С', АВАБ = АВ'А'О', 

АСАЭ = АСА'И' 

вытекает равенство скалярных произведений 

е г е ] = / г / ] 

для любых пар индексов і, _/ . 

Возьмем теперь любую точку X и разложим век¬ 


(5) 

( 6 ) 


тор АХ по базису е х , е 2 , е 3 : 


АХ = х х е х + х 2 е 2 + х ъ е ъ . 


(?) 

По коэффициентам х х , х 2 , х 3 и базису / х , / 2 , / 3 по¬ 
строим вектор 
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ѵ=х 1 /,+х 2 / 2 +х 3 /з (8) 

и отложим его от точки А' . Получим точку X' — конец 
—> 

вектораЛ'ЛГ' = ѵ , т.е. 

—> 

А'Х' = х 1 / 1 +х 2 / 2 +х з/ 3 . (9) 

Преобразование / зададим, поставив точке X в соот¬ 


ветствие точкуX' = /{X). Докажем, что / —движение. 
Возьмем еще некоторую точку У и пусть 


Если 

1 

II 


то 

АУ=у 1 е 1 +у 2 е 2 + у 3 е 3 , 

—> 

(10) 

Тогда 

А'У =у { А+у 2 / 2 + у 3 / 3 . 

-> 

(П) 

и 

ХУ = (у 1 -х і )е 1 +(у 2 -х 2 )е 2 +(у 3 -х 3 )е 3 

-> 

(12) 


ХУ (_у 1 Х х )/ х +{у 2 х 2 )/ 2 +{У 3 *з)-/з- (13) 


Если возвести в скалярный квадрат равенства (12) и 
(13), то получим суммы, в которых слагаемыми будут 
произведения 

(Уі е і е ] для ХУ 2 

и 

{ Уі -х і ){у ] -х ] )/ і / ] для *Т' 2 . 

—> —> 

Поскольку выполняются равенства (6), то ХУ 2 = XX' 2 , 
а потому Х'У = ХУ для любых точек X, У. Итак, дока¬ 
зано, что /— движение. Ясно, что А' — /{А), В' = 
= /(В),С' = /(С) и/)' = /(Д). 

Докажем теперь единственность такого 
движения. Допустим, что имеется еще некоторое дви¬ 
жение § такое, что 
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А’ = §(А), В' = ё (В), С' = 8(С) и П = $(/>). 
Допустим, что хотя бы для одной точки X ее образы 
X' = /(X) и X" = §{Х) не совпадают. Поскольку/и § 
движения, то Х'А' = ХА , Х"А' = ХА , а потому Х'А' = 
= Х"А' . Значит точка А' равноудалена от точек X' 
и X" , а потому точка А' лежит на плоскости а, перпен¬ 
дикулярной отрезку XX" и пересекающей его в сере¬ 
дине. Точно также доказываем, что точки В ', С, И' ле¬ 
жат в плоскости а, т.е. все точки А', В' , С', лежат 
в одной плоскости. Но это противоречит тому, что они 
вершины тетраэдра. Поэтому допущение, что хотя бы для 
одной точки X ее образы X' и X" не совпадают, ведет 
к противоречию. Итак, / = §. Ш 

Следствие (о тождественном движении). Дви¬ 
жение, имеющее четыре неподвижные точки, не лежащие 
в одной плоскости, тождественное. 

26.4. Неподвижные точки движений. Оказывается, 
что движение либо не имеет неподвижных точек (напри¬ 
мер, перенос), либо имеет лишь одну неподвижную точку 
(например, центральная симметрия), либо имеет множе¬ 
ством своих неподвижных точек прямую (поворот), либо 
таким множеством является плоскость (зеркальная сим¬ 
метрия), либо, наконец, множеством его неподвижных то¬ 
чек является все пространство (тождественное движе¬ 
ние). 

Справедливость такой классификации вытекает из 
двух простых лемм. 

Л е м м а (о неподвижной прямой). Если две точки 
А и В являются неподвижными точками движения /, 
то любая точка X прямой АВ также является непод¬ 
вижной точкой движения /. 

Действительно, точка X' — /(X), во-первых, лежит 
на прямой АВ , и во-вторых, она удалена от точек А и В 
на расстояния Х'А = ХА и Х'В^ХВ. Поэтому X'— 
= Х. Ш 

Л е м м а (о неподвижной плоскости). Если три 
точки А, В, С, не лежащие на одной прямой, «шляют¬ 
ся неподвижными точками движения /, то любая точ- 
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ка X плоскости ЛВС является неподвижной точкой 
движения /. 

Действительно, все точки прямых АВ , АС , ВС не¬ 
подвижны для движения / (по предыдущей лемме). Про¬ 
ведем через точку X любую прямую I , пересекающую в 
точках У и 2 прямые АВ и АС (рис.26.7). Поскольку У 
и 2 — неподвижные точки движения /, то и все точ¬ 
ки прямой I (в том числе и точка X) — неподвижные 
для /. ■ 

Полученная классификация множества неподвиж¬ 
ных точек движений позволяет дать следующие призна¬ 
ки зеркальной симметрии и повороту. 

Теорема (признак зеркальной симметрии). Ес¬ 
ли множеством неподвижных точек движения является 
плоскость, то это движение есть симметрия относитель¬ 
но этой плоскости. 

□ Пусть множеством неподвижных точек движе¬ 
ния / является плоскость а. Возьмем любую точку X 
вне этой плоскости и опустим из нее перпендикуляр ХА 
на эту плоскость (рис.26.8). Так как движения сохраняют 
перпендикулярность и точка А — неподвижная точка 
движения /, то / переведет прямую ХА в эту же пря¬ 
мую. Точка X' = /{X) лежит на прямой ХА и удалена 
от точки А на расстояние ХА. Поэтому либо X' = X , 
либо X' — точка, симметричная точке X относительно 
а. В первом случае / имело бы неподвижные точки, не 
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лежащие в одной плоскости, что противоречит условию 
теоремы. Поэтому X' — 5^(.А'), т.е. / = 8 а .Ш 

Доказывая эту теорему, мы установили и такое 
предложение: если движение имеет неподвижную плос¬ 
кость, то оно или тождественное, или симметрия отно¬ 
сительно этой плоскости. 

Теорема (признак поворота). Движение, множе¬ 
ством неподвижных точек которого является прямая, 
есть поворот вокруг этой прямой. 

□ Пусть движение / имеет прямую I множеством 
своих неподвижных точек. Возьмем любую полуплос¬ 
кость а, имеющую границей прямую I и пусть полу¬ 
плоскость (3 = /(а) (рис.26.9). Границей (3 также являет¬ 
ся прямая I . Пусть ф — угол между аир. Возьмем лю¬ 
бую плоскость у 11, и пусть А — точка пересечения I 
и у. Так как А — неподвижная точка движения / и / 
сохраняет перпендикуляр¬ 
ность прямой и плоскости, то 
плоскостью /(у) будет плос¬ 
кость, проходящая через точ¬ 
ку А и перпендикулярная 
прямой I, т.е. плоскость у. 

Итак, движение / осуществ¬ 
ляет в каждой плоскости, 
перпендикулярной прямой I , 
поворот на угол ф. ■ Рис.26.9 

26.5. Два рода движений. Снова возьмем два рав¬ 
ных тетраэдра АВС И и А' В'С И' и рассмотрим два ба¬ 
зиса (3) и (4) (рис.26.6). 

Могут представиться две возможности: 1) оба эти 
базиса имеют одинаковую ориентацию, т.е. тройки век¬ 
торов е ѵ е г , е ъ и /.. / 2 . /з либо обе правые, либо обе 
левые; 2) базисы имеют разную ориентацию. 

В первом случае тетраэдр АВСИ можно непрерыв¬ 
ным движением перевести в тетраэдр А' В'С И ': 

—> 

сначала переносом на вектор А А' совместить А и А', 
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затем поворотом совместить АВ с А'В' (вокруг прямой, 
проходящей через А' и перпендикулярной прямым АВ 
и А'В'), и, наконец, поворотом вокруг А'В' совместить 
треугольники АВС и А'В'С , а тем самым и тетраэдр 
АВСО с А'В'С'О' (рис.26.10). 

Во втором случае такое движение лишь переведет 
тетраэдр АВСО в тетраэдр А'В'С'О", симметричный 
тетраэдру А'В'С'О' относительно плоскости А'В'С' 
(рис.26.11). Чтобы завершить совмещение тетраэдров 
АВСО и А' В'С О' надо применить еще симметрию от¬ 
носительно плоскости А'В'С' \ непрерывным движением 
во втором случае АВСО и А ' В'СО' совместить нель¬ 
зя. 

Движения, соответствующие первому случаю, назы¬ 




ваются движениями первого 
рода, т.е. движения первого 
рода — это такие движения, 
которые сохраняют ориента¬ 
цию базисов. Движения пер¬ 
вого рода могут быть реали¬ 
зованы непрерывными движе¬ 
ниями. 

Движения, соответству¬ 
ющие второму случаю, назы¬ 
ваются движениями второго 


рода, т.е. движения второго рода — это такие движения, 
которые изменяют ориентацию базисов на противопо¬ 
ложную. 
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Движения второго рода не могут быть реализованы 
непрерывными движениями. 

Перенос и поворот являются движениями первого 
рода: они реализуются непрерывными движениями. Зер¬ 
кальная симметрия и центральная симметрия — это дви¬ 
жения второго рода: они меняют ориентацию базисов. 

Так как движения первого рода сохраняют ориента¬ 
цию базисов, то композиция любого числа движений пер¬ 
вого рода является движением первого рода. 

Композиция движений второго рода может быть 
как движением первого рода (если берется композиция 
четного числа движений второго рода), так и движением 
второго рода (в случае, когда берется композиция нечет¬ 
ного числа движений второго рода). 

26.6. Теорема подвижности пространства. Оказыва¬ 
ется, если нам известен род движения, то теорема о зада¬ 
нии движения может быть усилена: вместо четырех пар 
соответстсвующих точек достаточно рассматривать три. 
Об этом и говорится в следующей теореме. 

Теорема^ подвижности пространства). Пусть в 
пространстве даны два равных треугольника АВС и 
А'В'С . Тогда существует единственное движение пер¬ 
вого рода и единственное движение второго рода, кото¬ 
рые переводят А в А', В в В', С в С. Каждое из этих 
движений получается из другого с помощью компози¬ 
ции его с отражением в плоскости А'В'С. 

□ Существование движений, переводящих треуголь¬ 
ник АВС в треугольник А' В'С , вытекает из теоремы о 
задании движения (п.26.3). Докажем, что их только два. 

Пусть два движения / и § удовлетворяют условию 

теоремы. Рассмотрим движение Точки А',В' ,С 

являются неподвижными точками этого движения. Дей¬ 
ствительно, 

8°Г 1 (А') = 8{А)=А'. 

Аналогично, 

Е°Г\В') =В' 

И 

ё о/-'(С')=С. 


метрия 
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В силу леммы о неподвижной плоскости (п.6.4) и следст¬ 
вия признака зеркальной симметрии (п.6.4), движение 

либо тождественное, либо является зеркальной 
симметрией относительно плоскости а, в которой лежит 
треугольник А'В'С. Если — то % = /. Если 

же 8°/~' = 8 а , то (&°/~‘) 0 / =5 а °/, а потому § = 

— 8 а о/. Поскольку 8 а — движение второго рода, то из 
двух движений / и 8 а ° / одно является движением 
первого рода, а второе — движением второго рода. И 

26.7. Композиция отражений в плоскости. Среди пе¬ 
речисленных нами частных видов движений особую роль 
играют зеркальные симметрии. Оказывается, любое дви¬ 
жение пространства представимо в виде композиции не 
более четырех зеркальных симметрий. Докажем это ут¬ 
верждение. 

Теорема (о композиции зеркальных симметрий). 
Движение пространства первого рода представимо ком¬ 
позицией двух или четырех симметрий относительно 
плоскости. Движение пространства второго рода есть 
либо отражение в плоскости, либо представимо в виде 
композиции трех симметрий относительно плоскости. 

□ Пусть / — некоторое движение пространства. 
Возьмем любой треугольник АВС и пусть А' — /{А), 
В' = /{В), С = /(С) . Так как /— движение, то треу¬ 
гольники АВС и А'В'С' равны. Может оказаться, что 
они симметричны относительно некоторой плоскости а. 
Тогда симметрия 8 а переводит треугольник АВС в тре¬ 
угольник А'В'С' . В этом случае теорема доказана, так 
как тогда согласно теореме подвижности (п.26.6) либо 
/ —8 а (если / — второго рода), либо / = 5' § °5' а , где 5 

— плоскость, в которой лежит треугольник А'В'С. 

Рассмотрим общий случай расположения треуголь¬ 
ников АВС и А'В'С' . В этом случае обозначим через 
а плоскость, относительно которой симметричны точки 
А и А' (если А = А ' , то а — любая плоскость, проходя¬ 
щая через точку А). Положим В" = 8 а (В) и С" = 8 а (С) 
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(рис.26.12). Так как А'В" = АВ и А'В'— АВ, то 
А'В" — А'В'. Пусть В" Ф В'. Тогда точка А' равноуда¬ 
лена от точек В' и В", а потому лежит в плоскости (3, 
относительно которой симметричны В' и В". Следова¬ 
тельно, 8р(А') = А' и 8р(В") = В '. Если же В" = В ', то 

в качестве плоскости (3 берем любую плоскость, в кото¬ 
рой лежит отрезок А'В'. 

Положим С* — 5р (С "). Пусть у — плоскость, отно¬ 
сительно которой симметричны точки С* и С , если 
С* Ф С . Если же С* = С, то полагаем у = 8. Так как 
А'С* = А'С и В'С* — В'С , то точки В' и А' лежат 
в плоскости у. Поэтому 8у(А')=А', 8у(В')=В' и 

5 у (С *) — С. Итак, движение / и композиция симмет¬ 
рий 8у о о 8 а переводят А в А', В в В', С в С. Ес¬ 
ли /— второго рода, то по теореме подвижности (п.26.6) 
/ = 8у о о 8 а . Если же /— первого рода, то по той 

же теореме / — 8§ ° 8у ° 8^ ° 8 а . Ш 

Следствие. Композиция симметрий относи¬ 
тельно двух пересекающихся плоскостей есть поворот 
вокруг прямой, по которой пересекаются эти плоскости. 
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§27. КЛАССИФИКАЦИЯ ДВИЖЕНИЙ ПРОСТРАНСТВА 

27.1. Движения первого рода, имеющие неподвиж¬ 
ную точку. 

Теорема. Любое движение пространства перво¬ 
го рода, имеющее неподвижную точку, является поворо¬ 
том вокруг прямой. 

□ Пусть О — неподвижная точка движения первого 
рода /. Возьмем любую точку А Ф О и любую точку В, 
не лежащую на прямой ОА, и пусть А' = /(А) и В' = 
= /(В). Как установлено при доказательстве теоремы 
п.26.7, треугольник ОАВ можно перевести в равный ему 
треугольник О А' В' композицией двух отражений в плос¬ 
костях а и Р, относительно которых симметричны пары 

точек А и А' (для а) и В" — 8 а {В) и В' (для р). По те¬ 
ореме подвижности пространства (п.26.6) / = 5^ 0 8 а ■ 
Если плоскости аир совпадают, то ° 8 а — тождест¬ 
венное преобразование, т.е. /— тождественный пово¬ 
рот. Если же аир различные плоскости, то они пересе¬ 
каются по некоторой прямой а (так как имеют общую 
точку О). В этом случае композиция 5р ° 8 а является по¬ 
воротом вокруг прямой а, т.е. / является таким поворо¬ 
том. И 

27.2. Движения первого рода как винтовые движе¬ 
ния. В этом пункте мы докажем, что любое движение 
пространства первого рода есть винтовое движение. 

Винтовым движением называется композиция пово¬ 
рота и переноса на вектор, параллельный оси поворота. 
(О таком переносе говорят, что он происходит вдоль оси 
поворота). 

Представление о винтовом движении дает ввинчи¬ 
вающийся или вывинчивающийся винт. Отсюда его на¬ 
звание. 

Поворот и перенос можно считать частными случая¬ 
ми винтового движения: винтовое движение с нулевым 
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переносом — это поворот, а винтовое движение с нуле¬ 
вым поворотом — это перенос. 

Порядок, в котором происходят перенос и поворот в 
винтовом движении не имеет значения — результат от 
этого не зависит ,убедитесь в этом!). 

Доказательство основного результата этого пункта 
опирается на следующую лемму. 

Л е м м а (о композиции пе¬ 
реноса и поворота). Композиция 
переноса и нетождественного по¬ 
ворота вокруг прямой, перпенди¬ 
кулярной направлению переноса, 
есть поворот вокруг некоторой 
прямой, параллельной оси данно¬ 
го поворота. 

□ Пусть /— поворот вокруг 
прямой / и Т а перенос на вектор 
аХ/. Возьмем любую плоскость аХ/ (рис.27.1). Пусть О 

— точка пересече- ния а и / . Построим в плоскости а 

равнобедренный треугольник О А А' с вершиной О и та- 

—► 

ким основанием АА' , что АА' = Д,ис углом А'ОА при 
вершине, равным углу поворота /. Такой треугольник 
можно построить единственным образом. Поворот / пе¬ 
реводит А' в А, т.е. /(А') = А. Точка А является непод¬ 
вижной точкой движения /°Т а , так как /°Т а (А) = 
= /(А') = А. Более того, любая точка прямой Г , которая 
параллельна / и проходит через точку О, является не¬ 
подвижной для движения / ° Т а и других неподвижных 
точек у / °Т а нет. По признаку поворота (п.26.4) / °Т а 

— поворот вокруг прямой Г . И 

Теорема (о винтовом движении). Любое движе¬ 
ние пространства первого рода есть винтовое движение, 
которое, в частности, может быть переносом или пово¬ 
ротом вокруг прямой. 
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□ Пусть У — движение пространства первого рода. 
Возьмем любую точку А и пусть А' = /(А). Если Т- — 

перенос на вектор а = А'А, то движение 8 = /°Т а 
имеет точку А' своей неподвижной точкой, так как 
/о Т а {А') = /{А) = А'. Поэтому /°Т а есть поворот § 
вокруг некоторой прямой / , проходящей через А ': 

8 = /°Т а . ( 1 ) 

Пусть Т _ а — перенос на вектор —а , т.е. перенос, об¬ 
ратный к Т а . Тогда из равенства (1) получаем 

8°Т_ а =/°Т а °Т_ а . (2) 

Поскольку Т а о Т_ а = Е , то из (2) следует, что 

/ = 8°Т-д. ( 3 ) 

Разложим вектор —й на составляющие векторы Ь 
и С , из которых первый параллелен прямой / , а второй 
перпендикулярен ей. Тогда 

Т_ а =Т г °Т- ь (4) 

(см. (7) п.25.4). Поэтому из (3) вытекает, что 

/ = §оТ- с °Т- ь . (5) 

Но по лемме движение § ° Т г — это поворот к во¬ 
круг некоторой прямой /', параллельной прямой / . По¬ 
этому / — к°Т^. Так как вектор Ь\\Г , то / есть винто¬ 
вое движение — композиция переноса 7^ На вектор Ь и 

поворота к вокруг прямой V \\Ь. И 

Итак, никаких других движений первого рода, кроме 
винтовых, нет. Одним из примеров реализации этой тео¬ 
ремы может служить работа башенного крана со стрелой 
переменной длины: он может переместить груз из любо¬ 
го места строительной площадки в любое другое ее ме¬ 
сто. 

27.3. Движение второго рода, имеющее неподвиж¬ 
ную точку, как зеркальный поворот. О зеркальном пово- 



Рис.27.2 


Рис.27.3 


роте мы уже говорили, когда рассматривали полупра¬ 
вильные многогранники в п.12,3. Напомним, что зеркаль¬ 
ным поворотом вокруг оси а на угол (р называется ком¬ 
позиция поворота вокруг оси а на угол (р и симметрии 
относительно плоскости, перпендикулярной оси поворота 
(рис.27.2). 

Так как поворот и отражение — движения, то и зер¬ 
кальный поворот — движение. Для зеркального поворота 
порядок, в котором выполняются составляющие его по¬ 
ворот и отражения, безраличен (рис.27.3). 

Роль зеркальных поворотов характеризует следую¬ 
щая теорема. 

Теорема (о зеркальном повороте). Любое движе¬ 
ние пространства второго рода, имеющее неподвижную 
точку, является зеркальным поворотом, который, в част¬ 
ности, может быть центральной или зеркальной симмет¬ 
рией. 

□ Пусть О — неподвижная точка движения про¬ 
странства второго рода у. Множество неподвижных 
точек движения У либо состоит из одной точки О, либо 
является плоскостью, проходящей через О (всем про¬ 
странством или прямой оно быть не может, так как этим 
случаям соответствуют движения первого рода — тожде¬ 
ственное или поворот). 

Если множество неподвижных точек движения /— 
плоскость, то У— симметрия относительно этой плоско¬ 
сти (по признаку зеркальной симметрии, п.26.4). 

Поэтому осталось рассмотреть случай, когда движе¬ 
ние У имеет единственную неподвижную точку — точ- 
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ку О. В этом случае может оказаться, что для любой 
точки А* О, ее образ В = /(. А ) лежит на прямой ОА. 
Так как ОА = ОВ и В Ф А , то точка О — середина от¬ 
резка АВ. Но тогда /— симметрия относительно точ¬ 
ки О. 

Итак, осталось рассмотреть случай, когда найдется 
такая точка А Ф О, образ которой — точка В = /(А) — 
не лежит на прямой О А . Пусть точка С = /(В). Точка С 
отлична от точки А , так как если С — А, то движение У 

переводит отрезок АВ в от¬ 
резок ВА и имеет его сере¬ 
дину своей неподвижной 
точкой. А это невозможно, 
так как эта середина от¬ 
лична от точки О — единст¬ 
венной неподвижной точки 
движения у. 

Мы получили два рав¬ 
нобедренных треугольника 
ОАВ и ОВС с общей вер¬ 
шиной О и общей стороной 
ОВ (рис.27.4). Движение / переводит треугольник ОАВ 
в треугольник ОВС. 

Проведем высоты ОМ и ОЫ в этих треугольни¬ 
ках. Тогда зеркальный поворот вокруг прямой / , перпен¬ 
дикулярной плоскости ОМЫ и проходящей через точ¬ 
ку О, на угол МОИ также переводит треугольник ОАВ 
в треугольник ОВС . По теореме подвижности (п.26.6) 
движение / совпадает с этим зеркальным поворотом. И 

27.4. Движения второго рода, не имеющие непод¬ 
вижных точек, как скользящие отражения. Для полной 
классификации всех движений пространства нам оста¬ 
лось рассмотреть движения второго рода, не имеющие 
неподвижных точек. Они окажутся скользящими отраже¬ 
ниями. 

Скользящим отражением называется композиция 
отражения в некоторой плоскости и переноса ("скольже- 
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а 



Рис. 27.6 


ния") вдоль этой плоскости (т.е. переноса на вектор, па¬ 
раллельный этой плоскости). 

Легко убедиться, что порядок, в котором произво¬ 
дятся здесь отражения и перенос, безразличен (рис.27.5). 

Скользящее отражение задается плоскостью отра¬ 
жения а и вектором переноса а_І_ а. Отражение в плос¬ 
кости можно считать частным случаем скользящего отра¬ 


жения, когда а = 0. 

Основной результат данного пункта опирается на 
следующую лемму. 

Л е м м а (о композиции переноса и зеркальной 
симметриии). Композиция переноса и отражения в плос¬ 
кости, перпендикулярной вектору переноса, есть отра¬ 
жение в некоторой плоскости, параллельной данной. 

□ Пусть вектор й задает перенос Т- и плоскость 
а±а задает отражение 5 а . Возьмем плоскость р, по- 

а 

лучающуюся из а переносом на вектор — — (рис.27.6). 

Легко видеть, что точки этой плоскости неподвижны при 
движении 8 а °Т 5 . Поэтому 8 а °Т а = 8^. Я 

Теорема (о скользящем отражении). Движение 
пространства второго рода, не имеющее неподвижных 
точек, есть скользящее отражение. 

□ Пусть /— движение пространства второго рода, 
не имеющее неподвижных точек. Возьмем любую точ- 
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ку А и пусть В = /(А). Тогда, если Т- ь — перенос на век- 

тор Ъ = ВА , то отображение %= /°Т^ будет движени¬ 
ем второго рода, имеющим точку В своей неподвижной 
точкой. Действительно, %{В) = /°Т^(В) = /{А) — В. Со¬ 
гласно теореме предыдущего пункта, движение # являет¬ 
ся зеркальным поворотом, т.е. композицией отражения 
8 а в некоторой плоскости а и поворота (р вокруг неко¬ 
торой прямой /і.а , т.е. § = (р ° 8 а . 

Пусть Т- —перенос на вектор а — —Ь, т.е. перенос, 
обратный к Т- ь . Тогда из равенства % = / ° Т- ь следует, 
что 8°Т д = / оТ-°Т 5 . Поскольку Т- ь ° Т- = Е , то / = 

= 8°Т а . 

Разложим вектор а на составляющие а, и а 2 , из ко¬ 
торых первая параллельна плоскости а, а вторая перпен¬ 
дикулярна ей. Поскольку 

т-. = т іг °т іг ( 6 ) 

то из этого равенства и равенств / = §°Т 5 и § = 4 >° 8 а 
получаем 

/ = (р°5 а °Г- 2 оТ в> . (7) 

Так как а 2 і.а, то по предыдущей лемме движение 

8 а о Т_ есть отражение в некоторой плоскости р ||а. 
“2 р 
Поэтому из (7) получаем 

/ = фо5 р оГ- г . (8) 

Покажем, что ф — тождественый поворот. Так как 
/± а и р || ос., то /_І_р . Значит движение ф ° 5р является 

зеркальным поворотом и не зависит от порядка выполне¬ 
ния отражения 5^ и поворота ф, т.е. ф°5^ =5^ °ф. Из 
этого равенства и (8) получаем, что 

/ = 5 Р 0 Ф 0Г Ѵ 


( 9 ) 
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Если (р не тождественный поворот, то, поскольку 
по лемме п.27.2 движение фо/^ является поворо¬ 
том ф вокруг некоторой прямой /, || /. А тогда / = 8^ ° ф 

и является зеркальным поворотом, а потому / имеет не¬ 
подвижную точку, что противоречит условию теоремы. 
Поэтому ф = Е, а тогда / = 8^°Т йі< т.е. /— скользя¬ 
щее отражение. И 


§28. ПОДОБИЕ 

28.1. Определение подобия. На практике мы часто 
встречаемся с изготовлением предметов, имеющих оди¬ 
наковую форму, но разные размеры. Например, на заво¬ 
дах изготовляют автомобили и самолеты, а в магазинах 
игрушек продаются их модели (уже готовые или наборы 
деталей, из которых их следует собрать). Проектируя ар¬ 
хитектурные сооружения, строители сначала делают ма¬ 
кеты их сооружений, той же формы, что и будущие по¬ 
стройки. Одинаковость формы обеспечивается тем, что 
все соответствующие расстоя¬ 
ния изменяются в одном и том / \ 

же отношении, т.е. умножают- / у 
ся на одно и то же число. Та- / 
кое преобразование фигуры, / 

при котором это происходит, I •- 

называется подобием, а число К р 

— коэффициентом подобия. -- 

На коробках с деталями моде- Рис.28.1 

лей самолетов указывают, что 

модель имеет, например, 1:100 или 1:200 натуральной ве¬ 
личины. Перейдем к точным определениям. 

Подобием фигуры с коэффициентом к > 0 называ¬ 
ется такое ее преобразование, при котором любым двум 
точкам Хи У сопоставляются такие точки X' и У , что 

Х'У = кХУ (1) 



(рис.28.1). 
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Рис.26.2 Рис.28.3 

Фигура Р называется подобной фигуре Р с коэф¬ 
фициентом к, если существует подобие с коэффициен¬ 
том к, переводящее фигуру Р в фигуру Р'. 

Если к = 1, то подобие является движением. 

Любое подобное преобразование может быть пред¬ 
ставлено композицией гомотетии и движения. Поэтому 
мы прежде всего изучим свойства гомотетии. 

28.2. Гомотетия. Гомотетией с центром О и коэфи- 
циентом кФ 0 называется преобразование, при котором 
каждой точке X сопоставляется такая точка X', что 

ОХ' = к ОХ (2) 

(рис.28.2). Не исключается, что к < 0 (рис.28.2 б). 

При к = — 1 гомотетия является центральной сим¬ 
метрией с центром в точке О (рис.28.3). При к = 1 гомо¬ 
тетия является тождественным преобразованием. Го¬ 
мотетию с центром О и коэффициентом к обозначаем 
так: ёо,к- 

Основное свойство гомотетии. При 
гомотетии с коэффициентом к каждый вектор умножа¬ 
ется на к . 

Подробнее: если точки А,В при гомотетии % 0к пе¬ 
решли в точки А' , В' , то 


А' В' — к АВ . 


( 3 ) 
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□ Из (2) следует, что О А' = к О А и ОВ' — к ОВ . По¬ 
этому 


А' В' = ОВ'-ОА' = кОВ-кОА = 


= к(ОВ-ОА) = кАВ. Я 

Из равенства (3) следует, что 

А'В’=\к\АВ. (4) 

Следовательно, гомотетия с коэффициентом к явля¬ 
ется подобием с коэффициентом \к |. 

Основное свойство гомотетии позволяет легко по¬ 
лучить ряд других свойств гомотетии. 

Свойство 1. Гомотетия отрезок переводит в 
отрезок. 

□ Пусть гомотетия % 0к переводит точки А,В в точ¬ 
ки А',В' . Любая точка X отрезка АВ задается радиус- 
вектором 


ОХ = {\-1)ОА + іОВ , (5) 

где I е [0,1] (см. п.24.3). Умножив равенство (5) на к, по¬ 
лучим 


кОХ = (].-{)■ кОА + ікОВ . (6) 

Поскольку ОА' = кОА, ОВ' = кОВ и ОХ' = к ОХ , 
то из этих равенств и (6) получаем, что 

ОХ' = [\-і)ОА'+іОВ' (7) 

(рис.28.4). Равенство (7) и означает, что точка X' = 
= % 0к {Х ) пробегает отрезок А' В ', когда ( меняется 
от 0 до 1 . ■ 

Свойство 2. Гомотетия сохраняет величины уг¬ 
лов, в том числе и перпендикулярность. 

□ Все различные случаи (углы между прямыми, 
плоскостями и т.д.) сводятся к углам между лучами, иду¬ 
щими из одной точки. А именно, достаточно доказать, 
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что для любых точек А,В,С и соответствующих им при 
гомотетии % ок точек А',В' ,С выполняется равенство 

/.В'А'С = /.ВАС ( 8 ) 

(рис.28.5). Положив Ь = АВ , С = АС , Ь' = А' В' , с' = 


А' 


= А' С. По основному свойству гомотетии Ь'=кЬ и 
с' = кс. Так как 

Ь' с' = ( кЬ)-(кс ) = к 2 (Ь- с) , то 
, Ь' с' 

соз/Ь'с' =-= 

І*'П 
к г (Ь-с) 
\к\\Ь\\к\\с\ 

= - С = соз/Ьс . 

\Ь\\с\ 

Из равенства косинусов и сле¬ 
дует равенство углов. И 

Свойство 3. Гомоте¬ 
тия треугольник переводит в 
треугольник, а тетраэдр пере¬ 
водит в тетраэдр. 

□ То, что треугольник 
АВС при гомотетии % ок пере¬ 
ходит в треугольник А'В'С, 
где А' = ё 0к (А), В' = 8 0к (В), 
С = % о к (С), следует из свой¬ 
ства (1). Действительно, тре- 
№ угольник АВС заполняют от¬ 
резки АХ , где точка X пробе¬ 
гает отрезок ВС . Эти отрез¬ 
ки гомотетия % 0 к переведет 

в отрезки А'Х', у которых 
точка X' пробегает отрезок 
В'С. Поэтому отрезки А'Х' 




Рис.26.6 
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заполнят треугольник А'В'С . Аналогичное рассужде¬ 
ние проводится и для тетраэдров АВСй и А'В'С'О' 
(рис.28.6). ■ 

Свойство 4. Гомотетия переводит прямую в 
прямую, луч — в луч, плоскость — в плоскость, полу¬ 
плоскость — в полуплоскость и сохраняет при этом 
отношение их параллельности. 

Эти утверждения доказываются точно так же, как 
соответствующие свойства движений (см. п.26.2). 

Свойство 5. Гомотетия обратима и преобразо¬ 
вание, обратное гомотетии % 0к , является гомотетией 


§ 1 с тем же центроц и коэф- 
'к 


фициентом 




г/^ 


ш 


Это свойство вытекает из 
равенства (2) (п.28.2). 

28.3. Свойства подобия. Во- 
первых, докажем, что подобие с 
коэффициентом к есть компо- 0 
зиция гомотетии с коэффициен- Рис 2д ? 

том к и движения. 

□ Пусть фигура і 7 ' получена из фигуры Р подоби¬ 
ем /с коэффициентом к (рис.28.7). Гомотетией % 0к с 

любым центром О переведем фигуру Р в фигуру Р |. То¬ 
гда любым точкам X,У фигуры Р ставятся в соответст¬ 
вие такие точки Х х = % 0 к (Х), У х = % 0 к (У), что Х х У х = 


= кХУ . Но и для точек X' — /(X) ,У = /(У ) также 
Х'У = кХ х У х . Поэтому Х'У — Х х У х . Это равенство верно 
для любых точек Х х , У х фигуры Р х . Следовательно, фигу¬ 
ры Р х и Р' равны, а потому Р ' можно получить из Р х не¬ 
которым движением ф: і 7 ' = ф^). Поскольку Р х = 


= 8о,к (Р) - то Р' = Ф 0 8о.к (?) ■ Итак > / = Ф 0 8о,к ■ 
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Теперь, зная свойства движений и свойства гомоте¬ 
тий, получаем как следствия соответствующих свойств 
такие свойства подобий. 

Свойство 1. Подобие отрезок переводит в от¬ 
резок. 

Свойство 2. Подобие сохраняет величины углов. 

Свойство 3. Подобие переводит прямые в пря¬ 
мые, плоскости —в плоскости, а также сохраняет отно¬ 
шения параллельности и перпендикулярности прямых и 
плоскостей. 

Свойство 4. В результате подобия с коэффици¬ 
ентом к площади фигур умножаются на к 2 , а объемы — 
на к 3 . 

Действительно, площади фигур выражаются как про¬ 
изведения длин двух отрезков. При подобии длины 

умножают на к, а потому площади умножаются на к 2 . 
Аналогично, объемы выражаются через произведения 
длин трех отрезков. Поэтому при подобии объемы 

умножаются на к 3 . Ш 

Из определения подобия непосредственно вытекают 
такие два свойства: 

Свойство 5. Подобие обратимо и преобразова¬ 
ние, обратное подобию с коэффициентом к, есть подо- 

1 

бие с коэффициентом —. 

Свойство 6. Композиция подобий с коэффициен¬ 
тами и к 2 является подобием с коэффициентом к ] к 2 . 

28.4. Группы преобразований. Последние два свой¬ 
ства подобий (свойства 5 и 6) напоминают и об анало¬ 
гичных свойствах других совокупностей преобразований, 
например, движений или параллельных переносов. Те со¬ 
вокупности преобразований, которые обладают такими 
свойствами, называются группами преобразований. Оп¬ 
ределим это понятие точнее. 

Пусть 0, — некоторая фигура (в частности, 0 мо ' 
жет быть всем пространством). Совокупность обратимых 
преобразований С фигуры () называется группой пре¬ 
образований фигуры (), если выполняются два условия: 
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1) для любого преобразования / из совокупности С 

обратное ему преобразование / _1 также принадлежит со¬ 
вокупности С ; 

2) композиция любых двух преобразований /, и / 2 
из совокупности С также является преобразованием из 
совокупности С, т.е. / 2 0 /і еС. 

Из этого определения следует, что тождественное 
преобразование принадлежит любой группе преобразо¬ 
ваний, так как, если / бС, то /~ 1 6С, и / _1 °/ = 
= Е д еС. 

У одной и той же фигуры () могут быть различные 
группы преобразований. Пусть Н и О — две группы 
преобразований фигуры Если каждое преобразование 
из группы Н является преобразованием из группы С 
(т.е. Н есть часть О), то говорят, что Н является под¬ 
группой группы С . 

Приведем несколько примеров групп преобразова¬ 
ний самой широкой фигуры — всего пространства. Про¬ 
верка того, что для каждого из этих примеров выполня¬ 
ются оба условия, определяющие группу преобразова¬ 
ний, либо уже выполнена нами, либо достаточно очевид¬ 
на и мы оставляем ее читателю в качестве упражнения. 

1. Группа всех подобий пространства. 

2. Группа всех движений пространства. Она являет¬ 
ся подгруппой группы подобий. 

3. Группа всех движений пространства первого рода. 
Она является подгруппой группы всех движений про¬ 
странства. 

4. Группа всех параллельных переносов. Она являет¬ 
ся подгруппой группы всех движений первого рода. 
Группа переносов обладает коммутативностью, посколь¬ 
ку Г- • 7^ = 7^ • Г-, так как а + Ь = Ь +а. 

5. Группа всех гомотетий с фиксированным цент¬ 
ром. 

6. Группа всех поворотов вокруг фиксированной пря¬ 
мой. 


:ометрия 



514 


7. Подгруппа, состоящая из двух элементов: некото¬ 
рой симметрии (относительно точки, прямой или плоско¬ 
сти) и тождественного преобразования. 

Наиболее широкой группой преобразований данной 
фигуры ^ является группа всех обратимых 
преобразований фигуры Самая же бедная 
ее подгруппа состоит всего лишь из одного тождествен¬ 
ного преобразования. 

Необходимость рассматривать различные группы 
преобразований того или иного множества (а не толь¬ 
ко групп преобразований геометрических фигур) возни¬ 
кает очень часто. В математике она впервые появилась 
в работах французского математика Эвариста Га¬ 
луа (1811—1832) в его исследованиях о разрешимости 
алгебраических уравнений в радикалах. 

Когда в XIX веке рядом с евклидовой геометрией 
появились и другие, неевклидовы геомерии (первой из 
них была геомерия Лобачевского), то общую точку зре¬ 
ния на эти геометрии в рамках теории преобразований 
дал немецкий математик Феликс Клейн 
(1849—1925). Согласно его концепции, каждая геометрия 
порождается некоторой группой преобразований. 

Еще отметим группу симметрии данной фигуры . 
Так называется совокупность всех движений, совмещаю¬ 
щих фигуру (2 саму с собой. 

Чем богаче группа симметрии фигуры, тем симмет¬ 
ричнее, правильнее эта фигура. Изучая различные фигу¬ 
ры в предыдущих главах, мы каждый раз рассматрива¬ 
ли движения, совмещающие эти фигуры, т.е. находи¬ 
ли их группы симметрии. Самая симметричная фигура — 
все пространство: любое движение пространство совме¬ 
щает с собой. Из многогранников самыми симметричны¬ 
ми являются правильные многогранники. Из ограничен¬ 
ных фигур самыми симметричными являются шар и сфе¬ 
ра. Вспомните еще раз, какие движения самосовмещают 
их. 
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§29. ИНВЕРСИЯ 

29.1. Определение инверсии. Содержание этого па¬ 
раграфа в большей своей части относится к планимет¬ 
рии. То преобразование, которое мы 
сейчас определим и изучим, чаще все¬ 
го в элементарной геометрии исполь¬ 
зуется при решении задач на построе¬ 
ние. При этом используется то обсто¬ 
ятельство, что инверсия преобразу¬ 
ет окружности в прямые и обратно. 

Сначала мы считаем, что фиксирована 
некоторая плоскость и все построения 
ведем в этой плоскости. В планимет¬ 
рии инверсия определяется так. 

Пусть задана некоторая окружность Е с центром О 
и радиусом г (рис.29.1). Каждой точке А, отличной от 
точки О, поставим в соответствие точку А 1 на луче О А 
такую, что 

ОА 1 ОА=г 2 . (1) 

Это преобразование называется инверсией относи¬ 
тельно окружности 5 и обозначается /$. Точка О назы¬ 
вается центром инверсии, радиус г — радиусом инвер¬ 
сии, а окружность 5 — окружностью инверсии. В точ¬ 
ке О инверсия не определена, т.е. для точки О нет соот¬ 
ветствующей ей точки. 

Из симметричности точек А и А х в определении ин¬ 
версии вытекает такое свойство: 

Свойство 1. Если точке А соответствует 
точка А ] при инверсии I$, то точке А х соответствует 

точка А, т.е. если А Х —І 5 (А), то А=І§[А Х ) . 

Это же свойство можно сформулировать и так: пре¬ 
образование, обратное инверсии, совпадает с нею, т.е. 
инверсия является инволюцией. 

Таким образом, І$ 1 ° 1$ = Е. 

Свойство 2. При инверсии каждая точка окруж¬ 
ности инверсии неподвижна. 

Это свойство очевидным образом вытекает из (1). 



Рис. 29.1 
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В остальных случаях пары соответствующих друг дру¬ 
гу при инверсии 1$ точек А и А, лежат по разные сто¬ 
роны от окружности 5: одна из них лежит внутри 5, а 
другая — вне 5 . 

Эти свойства говорят о сходстве инверсии и осевой 
симметрии на плоскости. Поэтому иногда инверсию на¬ 
зывают симметрией относительно окружности. 

Как построить соответствующие друг другу при ин¬ 
версии точки А и А ѵ ясно из рисунка 29.2. Прямые р 

и ^ — касательные к окружности 5, 04, • О А =г 2 . 

Чтобы определить инверсию в пространстве, надо 
заменить окружность 5 сферой 5, а все остальное — 
просто повторить. И мы придем к определению инверсии 
относительно сферы 5. 

29.2. Аналитическое задание инверсии. Для изуче¬ 
ния дальнейших свойств инверсии удобно применить ме¬ 
тод координат. Введем систему прямоугольных коорди¬ 
нат, поместив их начало в центр О окружности инвер¬ 
сии І 5 (рис.29.3). Пусть точка А имеет координаты Х,у, 
а соответствующая ей точка А ] — координаты х 1 ,у 1 . То¬ 
гда ОА = {х-,у) , 04, = и 


04 , =ХОА. 


( 2 ) 
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Поэтому х, = Ад:, у 1 = Ху. Найдем множитель Я . Так как 

ОА 1 ТТ ОА , то X > 0. Из равенства (2) следует, что 

ОА : =ХОА. (3) 

Умножив обе части последнего равенства на ОА, по¬ 
лучим 


ОА, -ОА=ХОА 2 . 


(4) 


Так как ОА : • ОА =г 2 и ОА 2 = х 2 + у 2 , то из (4) по¬ 


лучаем, что X = 


—г --. Следовательно, инверсия / с за- 

х 2 +у 2 5 


дается равенствами 
„2 


X 2 У 

— - 2' У\ =Г 2 2 ' 

х 2 +у 2 х 2 +у 2 


(5) 


Поскольку /у 1 = / 5 , то Х,у выражаются через х 1 ,у І 
по таким же формулам: 


х = г 


2 Х 1 __ 2 У 1 


2 г- У = Г 2 2 

+Уі У\ + Х Х 


( 6 ) 


Ясно, что для пространства все рассуждения анало¬ 
гичны, а потому в пространстве инверсия задается равен¬ 
ствами: 

X 2 У 


Х \= ГІ — - і - 2 ' УХ= Г2 ~ 2 2 2' 

X +у +2 X +у +2 


( 7 ) 


2 Х =Г 


X 2 +у 2 +2 2 


29.3. Образы прямых и окружностей, плоскостей и 
сфер при инверсии. 

Теорема (об инверсии). Инверсия на плоскости 
преобразует: 

1 ) прямую, проходящую через центр инверсии, в 
эту же прямую; 

2 ) прямую, не проходящую через центр инверсии, в 
окружность, проходящую через центр инверсии; 

3) окружность, проходящую через центр инверсии, 
в прямую, не проходящую через центр инверсии; 
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4) окружность, не проходящую через центр инвер¬ 
сии, в окружность, не проходящую через центр инвер¬ 
сии. (Во всех случаях центр инверсии исключается). 

□ Общее уравнение для прямых и окружностей на 
плоскости таково: 


А[х 2 +у 2 ) + Вх+Су + И = 0 (8) 

(если А 2 + В 2 +С 2 > 0). 

Действительно, при А = 0 уравнение ( 8 ) становится 
линейным уравнением и задает прямую. Уравнение же 

окружности [х - а) 2 + [у-Ь) 2 = г 2 также является урав¬ 
нением вида ( 8 ). 

Выясним теперь, во что преобразует инверсия I$ фи¬ 
гуру Р , заданную уравнением ( 8 ). Для этого в ( 8 ) подста¬ 
вим выражение (7). Получим 


Аг 4 


Х і+Уі 

(*, 2 +у 2 ) 2 


+ Вг‘ 


Х ?+У? 


+ Сг 2 


У 1 


х;+у; 


+ й = 0, 


т.е. 


й(х 2 + у 2 )+г 2 (Вх х +Су х ) + Аг 4 =0. (9) 


Уравнение (9) задает образ 1$ (Р) фигуры Р при ин¬ 


версии 1 $. 

Рассмотрим последовательно все четыре случая. 

1) Р — прямая, проходящая через точку О 
(рис.29.4а). Тогда А = 0 и Г) = 0. Поэтому уравнение (9) 
имеет вид Вх х + Су, = 0, т.е. задает ту же прямую Р . 

2) Р — прямая, не проходящая через точку О 
(рис.29.46). Тогда А = 0, но И ^ 0 и уравнение (9) приво¬ 
дится к виду 

х 2 + у 2 - 2ах, - 2 Ьу х = 0, (10) 


где 



и 2Ь =- 


Сг 2 
Б 


. Выделив полные квадраты, 


его можно записать так: 


(х х -а) 2 +(у х -Ь) 2 =а 2 +Ь 2 . (И) 



519 




Ясно, что (11) задает окружность, а поскольку х, = О 
и у, = 0 удовлетворяют уравнению (10), то эта окруж¬ 
ность проходит через точку О. 

3) Р — окружность, проходящая через точку О. То¬ 
гда А Ф 0, но И = 0 и уравнение (9) приводится к виду 

Вх х +Су х +Аг г = 0. (12) 

Так как А Ф 0, то это уравнение задает прямую, не 
проходящую через точку О (рис.29.4в). 

4) Р — окружность, не проходящая через точку О 

(рис.29.4г). В этом случае А Ф 0, и уравнение (9) 

имеет тот же вид, что и уравнение ( 8 ): оно тоже задает 
окружность, не проходящую через точку О. Мы рассмот¬ 
рели все случаи. И 



Рис.29.6 


Рис.29.5 

Несложно повторить все эти рассуждения для прост¬ 
ранства и убедиться, что в пространстве инверсия преоб¬ 
разует плоскость, проходящую через центр инверсии, в 
ту же плоскость, плоскость, не проходящую через центр 
инверсии, —в сферу, проходящую через центр инверсии, 
сферу, проходящую через центр инверсии, — в плос¬ 
кость, не проходящую через центр инверсии, и, наконец, 
сферу, не проходящую через центр инверсии, — в сферу, 
также не проходящую через центр инверсии. 

29.4. Сохранение величин углов при инверсии. Яс¬ 
но, что инверсия не сохраняет расстояний между точка¬ 
ми. Но, оказывается, что на 
плоскости инверсия сохра¬ 
няет углы между кривыми. 
Нас интересует лишь слу¬ 
чай углов между прямыми 
и окружностями. Угол меж¬ 
ду пересекающимися ок¬ 
ружностями — это угол ме¬ 
жду касательными к ним 
прямыми в точках их пере¬ 
сечения (рис.29.5). Анало¬ 
гично определяется угол ме¬ 
жду окружностью и пересе¬ 
кающей ее прямой (рис.29.6). 

Докажем, что при инверсии углы сохраняются для 
случая пересекающихся прямых р и ?, не проходящих 
через центр инверсии — точку О (рис.29.7). Остальные 
случаи сводятся к этому, так как, например, угол между 
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окружностями — это угол между их касательными пря¬ 
мыми в точке пересечения окружностей. 

Пусть А — точка пересечения прямых р и д . Ок¬ 
ружности V = І$(р) и V = І^(д) пересекаются в точ¬ 
ке О и еще в одной точке В = (А) . Поскольку углы 

между окружностями V и V в точках О и В равны, то 
будем рассматривать угол ф между ними в точке О. Ка¬ 
сательные прямые р х и д х в точке О к окружностям II 
и V параллельны соответственно прямым р и д (дока¬ 
жите это!). Поэтому Ар х д х = Ард = ф. ■ 


ЗАДАЧИ С РЕШЕНИЯМИ 
ЗАДАЧИ К §25 

6.1. Докажите, что сферы с равными радиусами равны. 

Как бы это ни было очевидно — доказательство необ¬ 
ходимо. И для этого доказательства у нас сейчас только один 
способ — получить его на основании определения равных фи¬ 
гур. 

Итак, пусть есть две сферы О, и 0 2 и радиусом К каж¬ 
дая. Если мы найдем такое движение, которое одну из данных 
сфер отображает на другую, то задача будет решена. 

Сначала такое движение стоит "увидеть". Для наших сфер 
можно увидеть и параллельный перенос, и центральную сим¬ 
метрию, и зеркальную симметрию. После того, как мы их уви¬ 
дели, процесс доказательства не представляет труда — так час¬ 
то бывает в геометрии. И не беда, что мы не знаем всех 
свойств этих движений — они нам понадобятся только для на¬ 
хождения идеи доказательства. 

Выберем для доказательства параллельный перенос. Про¬ 
извольной точке Х х первой сферы поставим в соответствие та- 
—► —> 

кую точку Х 2 , что Х х Х 2 = О х Ѳ 2 . Сразу же можно заметить 
—► —► ' 

равенство 0 2 Х 2 = О х Х х (?). Докажем теперь, что: 1) точка X 2 

принадлежит второй сфере; 2) Х х Ѵ х =Х 2 Ѵ 2 для двух произ- 
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вольных точек Л", и К, первой сферы (точка У 2 —образ точ¬ 
ки Г,). 

Первое равенство следует из того, что 0ДД 2 0 2 — парал- 
лелограмм(?), а потому 0 2 Х 2 = ОД ,. А так как X , принадле¬ 
жит первой сфере, то ОД, = К. Но тогда 0 2 Х 2 = К и Х 2 
принадлежит второй сфере. 

Чтобы доказать равенство X ,К, = Х 2 У 2 , достаточно запи¬ 
сать следующие соотношения: 


ад 

Но 

а потому 


= о,г,-од, , Х 2 У 2 = 0 2 У 2 -0 2 Х 2 . 
0 2 Х 2 = ОД, и 0 2 У 2 = О,Г,, 


Х 2 У 2 «ЛД,. 

Но тогда 

=Х 2 У 2 . ▲ 

6.2. Докажите, что в результате движения пересечение 
фигур переходит в пересечение их образов, а объединение фи¬ 
гур переходит в объединение их образов. 

Пусть /— движение, А и В — две заданные фигу¬ 
ры. Образ фигуры А в результате движения / обозначим Л,, 
т.е. А 1 = ДА), а В, = /(В). Пустъ С = АГіВ, а С, = /(С). 
Требуется доказать, что /(С) = С,. 

В равенстве /(С) — С, слева и справа стоят множества. 

Для доказательства равенства двух множеств доказывают два 
утверждения: 

1) любой элемент из первого множества принадлежит вто¬ 
рому; 

2) любой элемент второго множества принадлежит перво¬ 
му. 

Докажем первое утверждение. Возьмем любую точку 
X еС и докажем, что ее образ Х х = /Д) принадлежит мно¬ 
жеству С,. 

Так как X ё С, т.е. X ёА ПВ, то X ё А и X ёВ. Так как 
/(А) — А ѵ то Х 1 = /(Х)ёА 1 . Аналогично, так как /(В) = 
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= 5,,то Л", = /(Л') 65,. Поскольку Л", еЛ, и X, еВ и то 
X, 6Л,П5, =С,. 


Докажем второе утверждение. Возьмем точку К, еС, и 
докажем, что ее прообраз У, т.е. такая точка К, что /(У) = 
— У ѵ содержится во множестве С. Так как К, еС,, то К, еЛ, 
и К, 6В,. Так как У, еЛ,, то ее прообраз У принадлежит 
множеству А: У еА (?). Аналогично, У е5 (?). Но тогда 
У 6 АПВ=С. ▲ 

В этом доказательстве есть одна тонкость. В задаче дано, 
что / — движение. Но где же мы зто использовали в доказа¬ 
тельстве? Вопрос непростой, но попробуйте проанализировать, 
в чем дело. 

А затем принимайтесь за доказательство утверждения. 

6.3. Тупоугольный равнобедренный треугольник враща¬ 
ется вокруг оси, проходящей через 


точку пересечения его высот па¬ 
раллельно большей стороне. Опре¬ 
делите объем тела вращения, если 
тупой угол равен а , а противопо¬ 
ложная сторона равна а . 

^ Когда предлагается задача 
на вращение плоской фигуры, вовсе 
не обязательно рисовать получен¬ 
ную фигуру вращения. Достаточно 
нарисовать данную плоскую фигу¬ 
ру, ось вращения и точно предста¬ 
вить себе, какая получится фигура 
вращения. 


А 

с, 

В 



Рис.РЗ.93 


К 

Б 

I 


Итак, сделаем плоский рисунок (рис.РЗ.93), на нем АВС — 


данный треугольник, СС,, АА Ѵ 55,— его высоты, й — точка 


пересечения высот треугольника, АВ = а, ХА С В = а, I — ось 
вращения, АК и 55 — перпендикуляры из точек Л и 5 на 
прямую /. 

Глядя на рисунок, можно понять, что тело вращения пред¬ 
ставляет собой цилиндр с радиусом основания 55, образую¬ 
щей АВ , из которого "вынули" 2 усеченных конуса. Они рав¬ 
ны между собой (?), радиусы оснований одного из них 55 и 
СД высота — 5)5. 
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Пусть V — объем тела вращения, Ѵ ] — объем цилиндра, 
Ѵ 2 — объем каждого из усеченных конусов. Тогда 

V = V, - 2Ѵ 2 . 

Дальше пишем формулы: 

V, = я • ВЬ 2 ■ ВА , 

Ѵ 2 = ^п-БЦВЬ 2 +СП 2 + ВЬ СИ ). 

Осталось выразить величины, входящие в эти форму¬ 
лы, через данные. ВА = а. БЬ = ^. ВЬ = С,.0. С,.0 найдем 

из АВС^й. /.БВС^ = ^ (?). Тогда 


_ „ а а а 

С, й = йВі%— = — ■(%— 
1 5 2 2 *2 


а потому 


ВЬ = СБ = с.я-с.с = вь-сс . = 

2 2 

-§*§-*,4»--§) т -5«§-§*§. 


Теперь все нужные нам величины найдены и остались од¬ 
ни только выкладки. Ответ должен получиться такой: 

-Гз-4со* 2 -1 . ▲ 

12*/и 2 0,5сЛ 2) 


V = 


6.4. Правильная пирамида, в основании которой лежит 
квадрат со стороной а , вращается вокруг прямой, проходя- 


Р 1 



щей через ее вершину. Эта 
прямая параллельна одной из 
сторон квадрата, лежащего в 
основании пирамиды. Вычис¬ 
лите объем тела вращения, ес¬ 
ли плоский угол при вершине 
пирамиды равен а . 

Существенное отли¬ 
чие этой задачи от предыду¬ 
щей в том, что тело вращения 
(назовем его Т ) образовано 
вращением "телесной", прост¬ 
ранственной фигуры, а не пло- 
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ской. В таких задачах прежде всего важно представить и нари¬ 
совать плоскую фигуру, в результате вращения которой по¬ 
лучается тело Т . 

Итак, рассмотрим правильную пирамиду РАВСй, в осно¬ 
вании которой лежит квадрат АВСй (рис.Р3.94). Через верши¬ 
ну Р проходит прямая /, вокруг которой вращается пирами¬ 
да. Считаем, что / || АВ. Любое плоское сечение пирамиды 
РАВСй плоскостью, проходящей через прямую /, является 
равнобедренным треугольником РМЫ . К этим сечениям мож¬ 
но отнести и грани РАВ и РСй . 

Основания у всех таких тре¬ 
угольников равны а, а высоты 
изменяются от длины высоты 
Р() пирамиды РАВСй , до высо¬ 
ты РО треугольника РАВ . 

При вращении пирамиды 
РАВСй вращается вокруг пря¬ 
мой / каждый из треугольников 
РМЫ. Чтобы получить плоскую 
фигуру, вращением которой об¬ 
разовано Т , надо нарисовать в Рис РЗ 95 

одной плоскости все треугольники РМИ , совместив их верши¬ 
ны Р и направления высот (рис.Р3.95). Получится пятиуголь¬ 
ник РКАВЬ : его стороны РК и РЬ — это высоты граней РВС 
и РАй пирамиды РАВСй. И теперь становится ясно, что те¬ 
ло Т получается так: надо из цилиндра 2, образованного вра¬ 
щением прямоугольника АА^В Х В вокруг стороны Л, В, удалить 



два конуса і/, образованных вращением треугольников КРА Х 
и ЬРВ ] вокруг катетов РА Х и РВ Ѵ 

С самой трудной частью решения задачи мы справились 
— тело Т мы "видим". Посчитать его объем теперь уже не 
трудно. 

Объем цилиндра 2, имеющего высоту а и радиус осно¬ 
вания РО = —с(е —, ѴІ2) = я —с/е 2 — . 

2 2 ' 4 2. 

У конуса II радиус основания равен Р ^, но так как нам 


нужен будет лишь Р () 2 , то его и вычисляем: 
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Р д2 = РО*-Од' = ? 7 \с1 8 ^-\\ = 


а сох а 


4 хіп' 


а 


Высота конуса ІІ равна — , поэтому его объем 


Ѵ(Щ = 

Находим объем тела Т : 

Ѵ(Т) = Ѵ(2)-2Ѵ(Ѵ) = 


я • а сох а 


24 хіп 2 — 


п-а 


12 


3 сі& 


а сох а 


V 


2 . 2 « 
хт — , 
2 ^ 


Тригонометрическую часть этой формулы можно еще уп¬ 
ростить: 


Зс/г 2 - 


зт 


— = 3 с(§ — -сІ% - + 1 =1 + 2 с(§ 

2 СС 2 2 2 


Итак, окончательно, 
Ѵ(Т) 


12 (1 + 2сІ§ —, 


ЗАДАЧИ К §26 

6.5. Две сферы і, и 5 2 с центрами О, и 0 2 имеют об¬ 
щую окружность С . Докажите, что прямая О х О г перпенди¬ 
кулярна плоскости а , в которой лежит эта окружность. 

Конечно, эту задачу нетрудно решить и без примене¬ 
ния симметрий. Но можно предложить и такое решение. Про¬ 
ведем через прямую 0,0 2 любую плоскость |3, и пусть а р — 

отражение в плоскости р. Тогда, очевидно, а р (5,) = 5, и 
а р ($ 2 ) = $ 2 , а потому 

ор(С) = о р (5]П5 2 ) = о р (5|)По р (5 2 ) 5]П5 2 С . 

Итак, отражение а р переводит С в С,, а тогда а р переводит 
и плоскость а , в которой лежит С, в ту же плоскость а (?). Но 
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это возможно лишь тогда, когда |3 Та. Итак, любая плоскость Р, 
проходящая через прямую 0,0 2 , перпендикулярна плоскос¬ 
ти а . Но это возможно лишь тогда, когда 0,0 2 _І_а (?). 

6.6. Докажите, что центральная симметричность цилинд¬ 
ра равносильна центральной симметричности его основания. 
(Здесь речь идет о цилиндре общего вида.) 

^ Пусть 2 — цилиндр, имеющий центр симметрии — 
точку О, а 2 и 2'—его основания (рис.РЗ.Эба). Пусть () ле¬ 
жит в плоскости а, а ()' — в плоскости аПроведем через 
точку О прямую, параллельную образующим цилиндра. Она 
пересечет плоскость а в точке А, а плоскость а' в точке А'. 
Точка О является серединой отрезка АА'(7). Покажем, что 
точка А — центр симметрии основания (3, а точка А' — центр 
симметрии основания ^Возьмем любую точку X &^,^л пусть 
У —симметричная ей точка (относительно точки О). Ясно, 
что У 6Точка У является одним из концов образующей 
УУ' цилиндра 2 . Так как ХО = ОУ ' и О А || УУ то ХА = 
— АУ. Поэтому точка У симметрична точке X относительно 
точки А . Итак, точка А — центр симметрии основания О. 

Точно так же точка А' — центр симметрии основания 

Пусть теперь, наоборот, дано, что цилиндр 2 имеет осно¬ 
вание, симметричное относительно некоторой точки А. Тогда 
строим образующую АА' и берем точку О — середину этого 
отрезка. Возьмем затем любую точку М б2 и проведем через 
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нее образующую ХУ' (рис.РЗ.966). Точка У , симметричная точ¬ 
ке X относительно точки А, будет точкой основания (). Иду¬ 
щая из У образующая УУ' цилиндра 2 пересечет прямую 
ОМ в точке М' &2, симметричной точке М относительно 
точки О. Итак, О — центр симметрии цилиндра 2 . 

6.7. Куб повернули иа 60° относительно его диагонали. 
Найдите пересечение и объединение исходного и полученного 
куба. 

Прежде всего вспомним, что в кубе есть сечение плос¬ 
костью, являющееся правильным шестиугольником и перпенди¬ 
кулярное диагонали куба. Если в кубе ^ = АВСВА Х В Х С Х В Х 
взять ди атоналъ .4 С,, то такое сечение можно получить, если 
провести через середину этой диагонали (точку О ) плоскость 
а±(АС х ) (рис.Р3.97). В сечении получим правильный шести¬ 
угольник КЪ МЫР (2 = Т , причем точка К — середина ребра 
ВВ ,, точка Ь — середина ребра В Х А Х и т.д. При повороте о 


куба У вокруг [АС Х ) на 60° шестиугольник Т перейдет в себя. 
Будем считать, что точка К перешла в точку Ь , точка Ь — 
в точку М и т.д. Так как вершины А и С, лежат на оси 

поворота, то о(Л) = А и о(С,) = 
= С,. Поэтому отрезки АК, АЬ и 
т.д. перейдут соответственно в от¬ 
резки АЬ, АМ и т.д. Поскольку 
отрезки АК и АЬ лежат в грани 
АА Х ВВ Х , то плоскость этой грани 
после поворота о перейдет в плос¬ 
кость АЬМ, а образ этой грани 
— квадрат и(АА х В х В) —отсечет от 

Рис РЗ 97 к уба У тетраэдр АА Х ЬМ. Кроме 

того, от куба У повернутый куб ѵ>(У) отсечет еще два тетразд- 
ра с вершиной А — АВИР и АВ(?К, а также три тетраэдра с 
вершиной С, (назовите их). Следовательно, общая часть куба 
У и куба ѵ>(7) состоит из двух шестиугольных пирамид с вер¬ 
шинами А и С, и общим основанием КЬМИ(). 
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6.8. Пусть плоская фигура имела: а) центр симметрии; 
6) ось симметрии. Докажите, что ее образ при любом движе¬ 
нии обладает тем же свойством. 

а) Пусть фигуру Р, имеющую центр симметрии — 
точку О,движение /отобразило на фигуру /'"'.Покажем, что 

тогда фигура Р' тоже имеет центр 
симметрии, причем, этим центром 

будет точка О' — /(О). Для это¬ 
го надо проверить, что если взять 
любую точку У фигуры Р' и по¬ 
строить симметричную ей относи¬ 
тельно точки О' точку (рис.РЗ.98), 
то построенная точка тоже бу¬ 
дет точкой фигуры Р'. Это по¬ 
строение проведем так. Поскольку 
Р' = /(Р)лУ б/ 7 ',то найдется та¬ 
кая точка X е/ 7 , что /[X] = У. Так,как точка О — центр сим¬ 
метрии фигуры Р, то точка X' симметрична точке X относи¬ 
тельно О, а также является точкой фигуры Р. Но тогда ее об¬ 
раз — точка У' = /[X') —будет точкой фигуры Р'. Образом 
отрезка XX' при движении / будет отрезок УУ' (свойство 2), 
а середина отрезка XX' — точка О — переходит в середину от¬ 
резка УУ ' (?). Но образом точки О является точка О'. Поэтому 
точка О' — середина отрезка УУ',т.е. точка У' симметрич¬ 
на точке К относительно точки О' и принадлежит фигуре Р 
Следовательно, фигура Р' симметрична и точка О' — ее центр 
симметрии. 

6.9. В правильной четырехугольной усеченной пирамиде 
противоположные грани перпендикулярны. Разность сторон 
их основания равна 1. Как вычислить ее высоту? 

^ Нарисуем эту усеченную пирамиду АВСОА 1 В 1 С^й 11 
нарисовав сначала пунктирно правильную пирамиду РАВСО, 
из которой получена усеченная пирамида (рис.РЗ.99а). Усечен¬ 
ные пирамиды аналогичны трапециям, и задачи о них сводят¬ 
ся, обычно, к задачам о трапециях. Так и здесь. Заметим, во- 
первых, что противоположными гранями у многогранника 
АВСОА х В х С х й х являются лишь пары боковых граней 55,С,С, 



шетрия 
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АА Х В Х В и АА Х В Х В, СС^В^В. Их плоскости и перпендикуляр¬ 
ны. Рассмотрим первую пару граней. Их плоскости пересека¬ 
ются по прямой /, проходящей через вершину Р и параллель¬ 
ной ребрам ВС и АВ (?). Проведем через точку Р плоскость, 
перпендикулярную прямой /. Эта плоскость пересечет пирами¬ 
ду РАВС В по прямоугольному равнобедренному треугольнику 
РКЬ, а усеченную пирамиду по равнобедренной трапеции 

КЬМЫ с острым углом, равным 45° (?). Часть высоты Р<2 
пирамиды РАВСВ является высотой как усеченной пирамиды, 
так и трапеции КЬМИ. Мы свели нашу задачу к простой 
планиметрической задаче (рис.Р3.99б). Из рисунка Р3.996 ясно, 

что высота Н = МО = КР = (КЪ -МѴ) = -і. ▲ 

6.10. Два равных шара касаются. Через их общую точку 
проведена плоскость, пересекающая каждый шар по кругу. 
Докажите, что эти круги равны. 

Решить эту задачу можно ничего не рисуя, ничего не 
вычисляя, а лишь ссылаясь на уже известные утверждения. 
Итак, пусть два равных шара Р и О касаются в точке А 
и через А проходит плоскость а, пересекающая Р по кругу 
С = / г Псх и О по кругу В — О П а. Шары Р и О симмет¬ 
ричны относительно точки А (?). Поэтому центральная сим¬ 
метрия 8 Л с центром А переводит их друг в друга: Р = 8 А (О) 
и О = 8 а (/'"(.Но точка А (как и любая другая точка плоскос¬ 
ти а) является центром симметрии плоскости а. Поэтому 
8 Л (а) = а. Но тогда согласно задаче 6.2., 
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5, (С) =$^ Па) =5^(ЛП5^(а)=0Па = 0. 

Поскольку движение 3 А переводит круг С в круг й, то 
эти круги равны. 


ЗАДАЧИ К §27 

6.11. Докажите, что движение, изменяющее направления 
векторов на противоположные, является центральной симмет¬ 
рией. 

В задаче речь идет о таком движении /, которое обла¬ 
дает следующим свойством: какие бы две точки А и В мы не 

—> 

выбрали, направление вектора А > В > , у которого А , = /( А) 

—> 

и В, = /(В), противоположно направлению вектора АВ , т.е. 
А,В, і Т АВ. Поскольку / — движение, то \А Х В Х | = | АВ |. Но то¬ 
гда, учитывая, что А,В,Х‘\АВ, имеем: А,В, = -АВ. 

Пусть С = /И,). По условию задачи А,С = - АА ,. Кроме 
—> —> —^ —> 

того А І А = - АА ]. Поэтому А Х С = А,А, т.е. С = А. Итак, дви¬ 
жение /является инволюцией. Поэтому /( АА ,) = А,А. Следо¬ 
вательно, точка О — середина отрезка АА , — будет неподвиж¬ 
ной точкой движения / (?). Любую точку М движение / пе- 

—► —> 

реводит в такую точку А/,, что ОМ, = -ОМ , т.е. точка О 
является серединой отрезка ММ ,. Поэтому / — центральная 

симметрия относительно точки О. Л. 

6.12. Докажите, что композиция двух центральных сим¬ 
метрий является переносом. 

Центральная симметрия 3 л меняет направление на 
противоположное. Аналогично, центральная симметрия 8 В так¬ 
же меняет направление на противоположное. Поэтому их ком¬ 
позиция 8 В о 8 Л является движением, не изменяющим направ¬ 
лений. А такое движение, как установлено в п.25.4, является 
переносом, 

6.13. В результате каких движений отображается на себя 
правильная пирамида? 
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Будем рассматривать правильную прямоугольную пи¬ 
рамиду Т с вершиной Р и основанием А,Л 2 ... Лотличную 

от правильного тетраэдра (о нем рассказано в п.12.4). Ее боко¬ 
выми гранями являются равнобедренные, но не равносторон¬ 
ние, треугольники Р А,А І+1 с вершиной Р и основаниями 
А,А І+І . Движения, самосовмещающие пирамиду Г, переводят 

эти треугольники друг в друга, оставляя вершину Р неподвиж¬ 
ной (?). Эти движения самосовмещают правильный п-угольник 
А \А 2 ... Л „.оставляя его центр неподвижным. Следователь¬ 
но, все движения самосовмещающие Т , имеют неподвижную 
прямую Р@. Они являются либо поворотами вокруг этой пря¬ 


мой на углы, кратные углу <р„-,либо симметриями относи- 

п 

тельно плоскостей, проходящих через прямую Р<2 и оси сим¬ 
метрии основания пирамиды Т. А. 

6.14. Является ли тетраэдр правильным, если он имеет: 
а) плоскости симметрии; б) оси симметрии; в) некоторое число 
и тех, и других? 

а) правильная треугольная пирамида, отличная от пра¬ 
вильного тетраэдра, имеет три плоскости симметрии. Так что 
ответ на первый вопрос — отрицательный: в общем случае — 
не является. 



б) Если тетраэдр АВСй имеет ось 
симметрии /, то эта ось должна про¬ 
ходить через середины К, Ь двух 
скрещивающихся ребер (например, 
АВ и Сй ) и быть перпендикулярна 
им (рис.РЗ. 100). Поэтому у тетраэдра 
не может быть больше трех осей сим¬ 
метрии. Ясно, что тетраэдр АВ 1 СО ѵ 
вписанный в прямоугольный паралле¬ 
лепипед АВСЮА 1 В і С і 0 1 (рис.РЗ.101) 


Рис.РЗМО имеет три оси симметрии, проходя¬ 

щие через центры противоположных 
граней параллелепипеда, но правильным не является, если па¬ 
раллелепипед — не куб. 

Если около тетраэдра А ВС И описать параллелепипед так, 
что скрещивающиеся ребра тетраэдра окажутся диагоналями 
противоположных граней параллелепипеда (как это сделать 
подсказывает рис.РЗ.101), то наличие оси симметрии у тетраэд- 
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ра равносильно тому, что этот параллелепипед окажется пря¬ 
мым!?). Прямоугольный же параллелепипед даст уже три оси 
симметрии. А ровно двух осей сим¬ 
метрии у тетраэдра быть не может. / о 

в) Если на рис. РЗ. 101 прямо¬ 
угольный г*:.г-л.ыы"-у, ; :о куб, но 
имеет грань — квадрат, то тетраэдр 
АВ і СО і имеет три оси симметрии и 
две плоскости симметрии. Поэтому 
необходимо не менее трех плоско¬ 
стей симметрии, чтобы тетраэдр 
оказался правильным. Если эти 
плоскости не проходят через одну 
вершину тетраэдра, то этого и дос- 
таточно для правильности тетраэд- с ' 

ра(?). Если же они проходят через одну вершину, то их на¬ 
личие обеспечивает лишь правильность пирамиды, а чтобы тет¬ 
раэдр оказался правильным необходимо еще наличие хотя бы 
одной оси симметрии!?): выпишите сами равенство ребер. 

В заключении напомним, что у правильного тетраэдра три 
оси симметрии и шесть плоскостей симметрии, 

6.15. Может ли ограниченное тело: а) перейти в себя в 
результате переноса; б) иметь больше одного центра симмет¬ 
рии? 

а) Допустим тело Р самосовмещается в результате пе¬ 
реноса Т на ненулевой вектор а. Возьмем любую точку А 0 
тела Р и построим последовательность точек А , = Т(А 0 ), А 2 - 
= Т(А Х ),... ,А„ = Т[А п _ х ),... . Поскольку 7’(/ г ) — Р,т о все точки 


А„ принадлежат Р. Так как А 0 А , = А,А 2 = ...= А„_ х А п = а, то 
точки А лежат на одной прямой и уходят по этой прямой на 

бесконечность, так как А 0 А П = п\а\. Следовательно, тело Р 
неограниченно. 

б) Допустим тело Р имеет два центра симметрии — точ¬ 
ки А и В. Тогда 8 А (Р) = Р и 8 В (/^ = Р. Поэтому 8 В °8 А (Р) = 
— Р. Итак, движение 8 В °8 А самосовмещает тело Р. Но как 
доказано в задаче 6.12, 8 В °8 Л —перенос. Следовательно, как 
вытекает из пункта а), тело Т —неограниченно. 
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ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 


ЗАДАЧИ К §25 
Рисуем 

6.1. Пусть АВС0А 1 В 1 С 1 0 1 —правильная призма. Перенос 

—> -» 

задается вектором: а) 0,5 АВ ; б) АО, где О — центр нижнего 
основания. Нарисуйте образ призмы при этом переносе. На¬ 
рисуйте объединение и пересечение исходной и полученной 
призм. 

6.2. Дан правильный тетраэдр. Нарисуйте тетраэдр, кото¬ 
рый получается из данного в результате: а) центральной сим¬ 
метрии относительно середины высоты; б) зеркальной симмет¬ 
рии относительно плоскости, проходящей через середину высо¬ 
ты перпендикулярно к ней; в) поворота на 60° вокруг его вы¬ 
соты; *г) поворота на 90" вокруг прямой, соединяющей сере¬ 
дины его противоположных ребер. Нарисуйте объединение и 
пересечение исходного и полученного тетраэдров. 

6.3. Дан куб. Нарисуйте куб, который получается из дан¬ 
ного в результате: а) переноса на вектор, направленный по его 
диагонали, длиной в половину этой диагонали; б) центральной 
симметрии относительно точки, находящейся на его диагонали 
и делящей ее в отношении 2:1; в) зеркальной симметрии от¬ 
носительно плоскости, которая пересекает его по правильному 

шестиугольнику; г) поворота на 90" вокруг прямой, проходя¬ 
щей через середины двух параллельных ребер, не лежащих в 
одной грани. Нарисуйте объединение и пересечение исходного 
и полученного кубов. 

6.4. Нарисуйте тела, которые можно получить, вращая 

круг. 

6.5. Нарисуйте тела, которые получаются при вращении: 
а) куба вокруг ребра; б) куба вокруг диагонали; в) правильного 
тетраэдра вокруг ребра; г) конуса вокруг прямой, параллельной 
оси и проходящей вне его. 

Планируем 

6 . 6 . Как найти объем и площадь поверхности фигур — 
объединений и пересечений — из задач 6.1, 6.2? 

6.7. Как найти объем и площадь поверхности фигур из 
задачи 6.5? 
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Представляем 

6.8. Может ли центр симметрии тела не принадлежать 

ему? 

6.9. Два равных отрезка: а) параллельны; б) имеют ровно 
одну общую точку; в) скрещиваются. Каким движением можно 
один из них отобразить на другом? 

6.10. Два отрезка симметричны друг другу относительно 
двух плоскостей. Какая получится фигура, если их концы по¬ 
следовательно соединить отрезками? 

6.11. Через некоторую прямую проведены всевозможные 
плоскости. Данная точка отражается от всех этих плоскостей. 
Какую фигуру образуют все полученные точки? 

6.12. Верно ли, что: а) наклонный параллелепипед, две гра¬ 
ни которого перпендикулярны основанию, имеет плоскость 
симметрии; б) среди граней параллелепипеда, имеющего плос¬ 
кость симметрии, есть прямоугольники; в) параллелепипед, 
имеющий две плоскости симметрии, является прямоугольным? 

6.13. Как разрезать куб на три равные пирамиды? 

Оцениваем 

6.14. Прямоугольный треугольник с гипотенузой сі вра¬ 
щается вокруг одного из катетов. При каком условии объем те¬ 
ла вращения будет наибольшим? 

6.15. Периметр равнобедренного треугольника равен Р. 
Этот треугольник вращается вокруг основания. Какой из таких 
треугольников дает наибольший объем тела вращения? 

Думаем 

6.16. Центр куба отражается в плоскости каждой его гра¬ 
ни. Докажите, что полученные точки являются вершинами ок¬ 
таэдра. Можно ли таким путем получить и другие правильные 
многогранники? 

6.17. В данный шар вписан: 

а) правильный тетраэдр; ■ 

б) куб. Грани этого многогранника продлили до пере¬ 
сечения со сферой. На какие фигуры разделилась сфера? На 
какие фигуры разделился шар? Сколько среди них равных друг 
другу? 

Исследуем 

6.18. Является ли движением пространства такое его пре¬ 
образование, которое точке с координатами (х;у, 2 ) ставит в 
соотетствие точку с координатами: 

а) (~х;у, 2 ); б) (х--у-г ); в) {-х\-у,-г ); г) (№у,г ); 

д) (х;у;0); е) (0;0;7); ж) (х +сцу + Ь,г +с ); з) [2-х; у,г); 
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и) (г; л:;.*'); к) (2х;у,2); л) (2х;0,5>-;7:); м) (х+у,у, 7 ); 


н) (х +уу+ 2-,2 + х)? 

6.19. Многогранник имеет центр симметрии, центр опи¬ 
санного шара, центр вписанного шара и центр масс. Сколько 
из этих точек могут совпадать? 

Поступаем в ВУЗ 

6.20. Из конца диаметра шара проведена хорда так, что 
поверхность, образуемая вращением ее вокруг этого диаметра, 
делит объем шара на две равновеликие части. Определите угол 
между хордой и диаметром. 

Ответ: агссоз —рг . 

уі2 


6.21. Равносторонний треугольник со стороной а враща¬ 
ется вокруг внешней оси, параллельной стороне треугольника и 
отстоящей от нее на расстоянии, равном половине высоты 
треугольника. Найдите объем тела вращения. 


Ответ: 


5п-а 


6.22. Треугольник АВС вращается вокруг биссектрисы 
Ай. Докажите, что площади поверхностей, описанных при этом 
сторонами АВ и АС, относятся как объемы, полученные вра¬ 
щением частей АВй и АС О. 

6.23. Равнобедренный треугольник, основание которого 
равно а, а угол при основании а, вращается вокруг прямой, 
проходящей через один из концов основания перпендикулярно 
к нему. Найдите площадь поверхности получившегося при этом 
тела вращения. 


Ответ: 


п-а 




со$ а 


6.24. Часть квадрата АВСО, оставшаяся после того, как из 
него вырезали четверть окружности с центтюм в вершине О и 
радиусами, равными стороне квадрата, вращается вокруг оси, 
проходящей через й параллельно диагонали АС, Найдите 
объем полученного тела вращения, если сторона квадрата 
равна а 

п-а 3 ( л^ 

Ответ: —=т- 1-. 

уі2 V 6 ) 

6.25. Площадь прямоугольной трапеции АВСй равна 5, 
длина высоты АВ равна И, величина острого угла АБС тра- 
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пеции равна а. На боковой стороне СО взята точка Е так, 
что СЕ — ЕБ. Найдите объем тела, полученного вращением че¬ 
тырехугольника АВЕй вокруг прямой АВ. 

Ответ: —^— (165 2 + И 4 с(§ 2 а + 65Н 2 сІ% а). 

24 И 

6.26. Найдите объем тела, полученного при вращении пра¬ 
вильного шестиугольника вокруг его стороны, равной а 

Ответ: 4,5л-а 3 . 

6.27. На окружности полукруга радиуса К даны точки А 
и В. Если N — один из концов диаметра, а О — центр окруж¬ 


ности, то 


АЛОМ = а, АВОИ = Р 


О < а < Р < -^|. Определите 


площадь полной поверхности тела, образованного вращением 
кругового сектора АОВ вокруг диаметра. 

Ответ: 2я К 2 5Іп 0,5(а + Р)(2.н'и0,5(а-Р) + сох 0,5(а — Р)). 

6.28. Дан правильный тетраэдр АВСй . Каждая из его 
вершин симметрично отражена относительно плоскости проти¬ 
воположной ей грани, в результате чего получены соответ¬ 
ственно точки АХЛ/7Ѵ. Найдите отношение объемов исходного 
и полученного тетраэдров. 

Ответ: 27:125. 

6.29. В тетраэдре проведены отрезки, соединяющие его 
вершины с точками пересечения медиан противоположных гра¬ 
ней. Все они пересекаются в точке О. Второй тетраэдр сим¬ 
метричен первому относительно точки О. Объем исходного 
тетраэдра равен К. Найдите объем общей части двух тетраэд¬ 
ров. 

Ответ: 0,5Ѵ. 

6.30. Сторона основания правильной призмы АВСА І В І С І 
имеет длину а, а боковое ребро — длину 1,125а Точка Е — 
середина ребра АВ, а точка М — лежит на отрезке ЕС 
и ЕМ =0,25 ЕС. Вторая призма симметрична призме 
АВСА 1 В 1 С 1 относительно прямой МС І . Найдите объем общей 
части этих призм. 

_ 5л/з з 

Ответ: - а . 

48 

6.31. Дан правильный тетраэдр объема V. Второй тет¬ 
раэдр получается из первого поворотом его на угол 
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а (а < 0,5л) вокруг прямой, соединяющей середины скрещи¬ 
вающихся ребер тетраэдра. Найдите объем общей части этих 
двух тетраэдров. 

1 + 1§ 2 0,5а 


Ответ: V ■ 


(1+/# 0,5а) 2 


6.32. Куб с ребром а повернули на 90" вокруг прямой, 
соединяющей середины двух параллельных и не лежащих в 
одной грани ребер. Найдите объем общей части исходного куба 
и повернутого. 

Ответ: —■ (Зл/2 - 2). 

6.33. Правильная треугольная пирамида со стороной осно¬ 


вания а повернута вокруг оси симметрии на угол 60'. Опре¬ 
делите объем общей части исходной и повернутой пирамид, 
если боковые грани — прямоугольные треугольники. 

Ответ: — а 3 уІ2 . 

36 

6.34. В шар радиуса К вписан правильный тетраэдр. По- 


л 

воротом его на угол — вокруг высоты получается новый тет¬ 
раэдр, вписанный в шар. Найдите объем части шара, внешней 
по отношению к обоим тетраэдрам. 

Г ‘ 32уіЗ Л 


Ответ: К 


4л 

V з“ 


81 


6.35. Конус вращения вокруг оси — прямой, перпендику¬ 
лярной его высоте и проходящей через вершину. Найдите пло¬ 
щадь сечения полученного тела вращения плоскостью, проходя¬ 
щей через ось вращения, если образующая конуса равна 5, а 
высота равна 4. 

Ответ: 50 • агссоз 0,8. 


ЗАДАЧИ К §26 

Дополняем теорию 

6.36. Докажите, что плоскость переходит в параллельную 
ей плоскость (если не в себя) в результате: 
а) переноса; б) центральной симметрии. 
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Планируем 

6.37. В кубе АВСОА 1 В і С і О і точка О — центр грани 
АВСй. Как вычислить угол между прямой В, О и: 

а) прямой СС,; б) прямой СО,; в) плоскостью СС, О; 

г) плоскостью Л,С,О? 

6.38. Пусть РАВСБ — пирамида, в основании которой ле¬ 
жит ромб А ВСЮ. РВЦАВС). Площадь грани РВС равна 5. 
Через точку К — середину ребра Ай — проводится сечение, 
параллельное плоскости РАВ . Как найти его площадь? 

6.39. Каждая боковая грань правильного тетраэдра совер¬ 
шила поворот вокруг ребер основания на один и тот же угол во 
внешнюю сторону. При этом получился многогранник с ше¬ 
стью вершинами и равными ребрами. На какой угол повер¬ 
нулись грани? 

Представляем 

6.40. Найдутся ли два равных круговых сечения одной 
плоскостью у двух неравных конусов, если они стоят на одной 
плоскости по одну сторону от нее? 

6.41. Две окружности центрально-симметричны и не ле¬ 
жат в одной плоскости. Верно ли, что они лежат на поверх¬ 
ности: а) одной сферы; б) одного цилиндра? А если эти окруж¬ 
ности зеркально-симметричны? 

6.42. В каком случае два равных: 

а) шара; б) цилиндра; в) конуса центрально-симметричны? 
Зеркально симметричны? 

6.43. Какими поворотами шар можно отобразить на себя? 

6.44. Какими поворотами одна из данных фигур отобра¬ 
жается на другую, если эти фигуры: а) две прямые; б) две плос¬ 
кости; в) два равных шара? Найдется ли такой поворот, кото¬ 
рый при этом и вторую фигуру отобразит на первую? 

6.45. Всегда ли, вращая выпуклую фигуру, мы получим 
выпуклое тело? 

Думаем 

6.46. Используя свойства переноса, докажите, что: а) два 
перпендикуляра к одной плоскости параллельны; б) две плос¬ 
кости, перпендикулярные одной прямой, параллельны; в) если 
прямая параллельна прямой, перпендикулярной плоскости, то 
она перпендикулярна плоскости; г) линейные углы двугранного 
угла равны между собой. 
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6.47. Докажите, что объединение двух плоскостей явля¬ 
ется фигурой: а) центрально-симметричной; б) зеркально-сим¬ 
метричной. 

6.48. Прямая. Ь получена из прямой а отражением в 
плоскости а. Эти прямые имеют общую точку. Докажите, что 
эта точка лежит в плоскости а. 

6.49. В шаре радиусом К провели через центр две плос¬ 
кости, образующие между собой угол ср. Как узнать, в каком 
отношении они разбили объем шара? 

6.50. Через биссектрису угла провели плоскость. Дока¬ 
жите, что стороны угла образуют с ней равные углы. 

Исследуем 

6.51. Можно ли равными параллелепипедами заполнить 
все пространство? Можно ли зто сделать другими равными 
многогранниками? 

6.52. Будет ли сечение центрально-симметричного тела, 
проходящее через центр симметрии, центрально-симметрично? 

6.53. Тело центрально-симметрично. Будет ли центрально¬ 
симметрична его ортогональная проекция? Будет ли верно 
обратное? 

6.54. Каждое из двух тел центрально-симметрично. Будет 
ли центрально-симметрично их: а) объединение; б) пересе¬ 
чение? 

6.55. Центрально-симметричное тело разделили плоскос¬ 
тью. Одна его часть оказалась центрально-симметричной. Будет 
ли таковой и другая его часть? 

6.56. Существует ли многогранник, имеющий любое напе¬ 
ред заданное число плоскостей симметрии? 

ЗАДАЧИ К §27 

Дополняем теорию 

6.57. Докажите, что композиция двух отражений в пере¬ 
секающихся плоскостях является поворотом, а в двух парал¬ 
лельных плоскостях — параллельным переносом. 

6.58. Нарисуйте фигуру, которая переходит в себя в ре¬ 
зультате: а) винта; б) зеркального поворота; в) скользящего 
отражения. 

6.59. Пусть АВСОА і В і С і О { — куб. В результате некото¬ 
рого движения он переходит в другой куб. Нарисуйте этот дру¬ 
гой куб, если движение таково: а) винт с осью поворота, про¬ 
ходящей через центры О и О, граней АВСй и А і В і С ] й ѵ и 
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вектором АА ,, а угол поворота равен 45"; б) зеркальный по¬ 
ворот на 45” с осью поворота 00 , и отражением в плоскости, 
перпендикулярной прямой 00, и проходящей через центр ку¬ 
ба; в) скользящее отражение, где отражение происходит в 
плоскости, перпендикулярной диагонали куба и проходящей 

—► 

через центр куба, а вектор равен АС. 

6.60. Пусть РАВС — правильный тетраэдр. В результате 
движения он переходит в другой тетраэдр. Нарисуйте этот дру¬ 
гой тетраэдр, если движение таково: 

а) винт с осью поворота Р() {^ — центр основания), ут¬ 
лом поворота 60” и вектором 0,5()Р ; 

б) зеркальный поворот с осью поворота В0, утлом пово¬ 
рота 60" и плоскостью отражения, перпендикулярной В0 и 
проходящей через середину высоты В0; 

в) скользящее отражение с плоскостью отражения, про- 

—► 

ходящей через РВ и К — середину АС , и вектором 0,5 КВ. 

Представляем 

6.61. Сохраняет ли ориентацию базиса: а) перенос; б) цен¬ 
тральная симметрия; в) зеркальная симметрия; г) поворот; 
д) винт; е) зеркальный поворот; ж) скользящее отражение? 

6.62. Имеет ли движение неподвижные точки, -если это 
движение: а) перенос; б) центральная симметрия; в) зеркаль¬ 
ная симметрия; г) поворот; д) винт; е) зеркальный поворот; 
ж) скользящее отражение? 

6.63. Даны два равных равнобедренных треугольника. Ка¬ 
кими движениями их можно совместить, если они имеют об¬ 
щую: а) вершину равных сторон; б) сторону основания; в) бо¬ 
ковую сторону; г) медиану к основанию; д) среднюю линию бо¬ 
ковых сторон? 

6.64. Пусть АВСОА 1 В і С 1 й 1 — куб. Каким движением мо¬ 
жно отобразить: а) ребро АА І на ребро СС,; б) ребро АВ на 
ребро 00,; в) диагональ на другую диагональ; г) отрезок В, С 
на отрезок 0С,; д) отрезок, соединяющий середины парал¬ 
лельных ребер, не лежащих в одной грани, на другой такой 
же; е) треугольник С, ВБ на треугольник Л,В0 ; ж) треуголь¬ 
ник С, В0 на треугольник Л В, 0,; з) треугольник С, В0 натре- 
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угольник В,ЛС; и) треугольник С, ВО на треугольник ВС, А 1 ; 
к) сечение АВ Х С Х Б на сечение /ЭЛ, В, С ? Будет ли в таком дви¬ 
жении и вторая фигура отображаться на первую? 

6.65. Пусть АВСБ — правильный тетраэдр. Каким движе¬ 
нием можно отобразить: 

а) ребро АБ на ребро БС ; б) ребро АБ на ребро ВС ; 

в) одну из его высот на другую; 

г) отрезок, соединяющий середины противоположных ре¬ 
бер, на другой такой же отрезок; 

д) сечение одной плоскостью симметрии на другое такое 

же; 

е) сечение, являющееся квадратом, на другое такое же? 
Будет ли в таком движении и вторая фигура отображаться на 
первую? 

6.66. В результате каких движений отображается на себя: 

а) отрезок; б) прямая; в) круг; г) квадрат; д) правильный мно¬ 
гоугольник; е) ромб; ж) плоскость; з) двугранный угол? 

6.67. В результате каких движений отображается на себя 
тетраэдр РАВС , у которого: а) РВ = РС = АС = АВ ; б) РВ = 
= РС = АС = АВ, РА = ВС ; в) РА = ВС , РВ = АС , РС = 
= ЛВ? 

6.68. Тело является объединением двух шаров, но не ша¬ 
ром. Какими движениями оно отображается на себя? 

6.69. У четырехугольной пирамиды: а) все боковые ребра 
равны и противоположные плоские углы при вершине равны; 

б) все плоские углы при вершине равны и противоположные 
боковые ребра равны. Какими движениями ее можно само- 
совместить? 

6.70. Какими движениями отображается на себя анти¬ 
призма? 

6.71. Как разделить куб на: а) 8 равных кубов; б) 6 равных 
пирамид; в) 3 равные пирамиды; г) 4 равные треугольные приз¬ 
мы? 

6.72. Как разделить прямую треугольную призму на 3 рав¬ 
новеликих тетраэдра? Есть ли среди них равные? 

6.73. Как разделить параллелепипед на: а) 6 равновеликих 
пирамид; б) три равновеликие пирамиды? Есть ли среди них 
равные? 

6.74. В шаре радиусом 1 провели три радиуса ОА, ОВ, 
ОС, из которых каждые два перпендикулярны. Какая часть 
объема шара ограничена четвертями больших кругов шара 
ОАВ, ОАС, ОВС и поверхностью? А какая часть поверхности? 
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Думаем 

6.75. Две правильные четырехугольные пирамиды 
Р,АВСй и Р 2 АВСй имеют общее основание АВСО. Точка 
К — середина ребра Р,В, точка I — середина ребра Р 2 А, 
точка М — точка пересечения медиан в грани АБР 2 , точка N 
— точка пересечения медиан в грани СОР ,. Докажите, что: 

а) АР,С, Р 2 В = АР 2 В, Р,А ; б) АР,В, Р 2 СО = АР 2 А, Р,ВС ; 

в) АР, АВ, Р 2 ЛО = АР 2 АО, Р, СО; г) КМ = ЬИ ; 

д) расстояние от точки К до плоскости СОР 2 равно рас¬ 
стоянию от точки I до плоскости Р,ВС. 

Исследуем 

6.76. Возьмите композицию любых двух известных вам 
движений и выясните: а) меняет ли она ориентацию плоскости; 
б) имеет ли она неподвижные точки? 

6.77. Сколько неподвижных точек может иметь каждое 
известное вам движение? Как они расположены? А сколько 
оно может иметь неподвижных прямых? Плоскостей? 

6.78. Прямая Ь получается из прямой а некоторым дви¬ 
жением. Установите расположение этих прямых между собой, 
если это движение: а) винт; б) зеркальный поворот; в) зеркаль¬ 
ное отражение. 

Переключаемся 

6.79. На цилиндре радиусом Я и высотой Н намотана 
проволока. Как вы узнаете ее длину? 

6.80. Вам нужно спроектировать винтовую лестницу. Как 
вы будете действовать? 

6.81. Можете ли вы объяснить принцип действия уголко¬ 
вого отражателя? Он составлен из трех попарно перпендику¬ 
лярных зеркал. 
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ОТВЕТЫ И УКАЗАНИЯ 
ГЛАВА 1 

1.1. В плоскости а через точку О проведите прямую с,, 
параллельную прямой а, и докажите, что с, совпадает с пря¬ 
мой с. 

1.3. Выберите одну из диагоналей и докажите, что каждая 
из оставшихся диагоналей пересекает ее в середине. 

1.4. Все утверждения доказываются из равенства тре¬ 
угольников. Они обобщаются для любой правильной «-уголь¬ 
ной пирамиды. 

1.5. Достаточно доказать, что этой плоскостью делится по¬ 
полам линейный угол этого двугранного угла. Утверждение 
обобщается для любой правильной «-угольной пирамиды. 

1.20. Для вычисления Р() используйте два раза теорему 
косинусов. 

1.21. Нарисуете линейные углы этих двугранных углов и 
треугольники, в которых эти линейные углы являются углами 
треугольников. Обобщается на правильную «-угольную пира¬ 
миду. 

1.23—1.24. Попробуйте дать ответ, ничего не рисуя. По¬ 
пытайтесь увидеть такую плоскость, которая содержит одну из 
данных прямых и пересекает другую. Тогда эти прямые скре¬ 
щиваются или пересекаются. 

1.25. Под граничными значениями понимаются (здесь и 
далее) наибольшее и наименьшее значения. Попытайтесь уви¬ 
деть такие положения точки К, при которых расстояние КС 
становится наибольшим или наименьшим. Для этого можно 
представить себе треугольник АВК, вращающийся вокруг АВ. 
Оба гранчных значения для КС достигаются, когда точка К 
оказывается в плоскости АВС. При доказательстве использует¬ 
ся теорема косинусов. 

1.26. Необходимо рассмотреть два случая. В первом слу¬ 
чае оценивается расстояние между известными ребрами. Во 
втором случае оценивается расстояние между ребром извест¬ 
ным и ребром неизвестным. В каждом случае это расстояние 
выражается как функция от х, где х ( длина неизвестного 
ребра. Полученная функция исследуется на наибольшее и наи¬ 
меньшее значения, при этом важно понимать, в каких границах 
лежит сама величина х. 

1.27. В равнобедренном треугольнике АВХ основание 
А В постоянно, поэтому при движении точки X, надо просле- 
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дить только за изменением его высоты, проведенной из X на 
АВ. 

1.28. Может. 

1.29. а), б) Можно в любой, в) Можно в некоторой, г) Нет. 

1.30. Рассмотрите отрезок КЪ как сторону треугольника 
КХЬ, где X ( середина АВ. Воспользуйтесь неравенством тре¬ 
угольника и свойством его средней линии. 

1.31. Рассмотрите тетраэдр АВСБ, считая все его ребра 
известными. Воспользуйтесь формулой для медианы треуголь¬ 
ника, в котором известны все его стороны. 

1.34. Достаточно измерить расстояние до самолета три ра¬ 
за через равные промежутки времени. 

1.38. Используйте результат задачи 1.35а. 

1.39. Рассмотрите правильную треугольную пирамиду, вер¬ 
шина которой находится в конце данной диагонали куба, а ос¬ 
нование которой ( треугольник с вершинами в рассматривае¬ 
мых концах ребер. Затем используйте результат задачи 1.35а. 

1.42. Произвольную точку внутри острого угла между 
плоскостями спроектируйте на каждую из данных плоскостей и 
на прямую их пересечения. Соедините проекцию на прямую с 
проекциями на плоскости. Используя теорему о трех перпенди¬ 
кулярах, получите нужный результат. 

1.43. "Положите" треугольник ВСХ на плоскость ВСА 
так, чтобы точки Хи А оказались с одной стороны от ВС. 
Задача становится планиметрической. 

1.44. Проведите высоту пирамиды и используйте резуль¬ 
тат задачи 1.43. 

1.45. Проведите плоскость, перпендикулярную данной 
прямой в данной точке. Докажите теперь, что все данные пер¬ 
пендикуляры лежат в этой плоскости. 

1.46. Через точку на ребре двугранного угла проведите 
плоскость, перпендикулярную этому ребру. Она пересекает 
двугранный угол по линейному углу, а биссектор ( по биссек¬ 
трисе этого линейного угла. Задача становится планиметричес¬ 
кой. Не забудьте, что в таких задачах доказываются два взаим¬ 
но обратных утверждения. 

1.47. Данная точка получается в результате пересечения 
трех разумно выбранных вами биссекторов двугранных углов 
данного многогранника. 

1.68. Обозначьте все отрезки на рисунке. Задачу решает 
использование теоремы Пифагора и теоремы косинусов. 

1.69. В более трудной задаче г) введите дополнительный 
параметр — ребро основания. Через величину бокового ребра 
и ребра основания можно выразить величину данного угла. Но 
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тогда решается и обратная задача — выразить ребро основания 
через боковое ребро и данный двугранный угол. А найти высо¬ 
ту пирамиды, зная ребро основания и боковое ребро — это за¬ 
дача пункта а). 

1.70—1.72. Наиболее трудные из этих задач решаются с 
помощью введения дополнительного линейного параметра, как 
это было указано в задаче 1.69. 

1.74. Не больше двух. 

1.75. Сведите эту задачу к планиметрической. 

1.76. Проведите высоту тетраэдра из точки Р. Она будет 
высотой во всех треугольниках РХУ, являющихся нужными 
нам сечениями тетраэдра. Поэтому осталось оценить границы 
для величины ХУ в треугольнике АВС. Задача стала плани¬ 
метрической. 

1.77. Решая задачу б), обратите внимание на случай, когда 
все плоские углы при вершине Р — тупые. 

1.78. Все такие прямые пересекаются в одной и той же 
точке. Результат обобщается на случай правильной / 2 -угольной 
пирамиды, если данные точки — центры окружностей, описан¬ 
ных около ее граней. 

1.79. Проведите плоскость через данную точку, перпенди¬ 
кулярную прямой пересечения любых двух данных плоскостей, 
и докажите, что все проведенные перпендикуляры лежат в 
этой плоскости. 

1.80. Из любых трех. 

1.81. Можно. 

1.90. Достаточно трех равных и сравнительно (с шестом) 
длинных тросов. 

1.91. Чтобы увеличить площадь куска колбасы. 

1.92. Проведите плоскость через эти параллельные пря¬ 
мые и задача станет планиметрической. 

1.93. Используйте транзитивность параллельности прямых 
в пространстве (если а||5 и Ь\\с, то а\\с). 

1.94. Поскольку требуется доказать равносильность двух 
утверждений, постольку надо доказывать два взаимно обратных 
предложения: 1) если плоскости параллельны, то и перпендику¬ 
ляры к ним параллельны (или совпадают); 2) если перпендику¬ 
ляры к двум плоскостям параллельны, то и плоскости парал¬ 
лельны. 

1.95. Эти задачи быстро решаются, если через данную 
прямую удачно провести плоскость, после чего ситуация стано¬ 
вится планиметрической. 
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1.97. Проведите через другую прямую пару плоскостей, 
соответственно параллельных данным плоскостям. Задача све¬ 
лась к задаче 1.93. 

1.98. Проведите доказательство методом от противного. 
Для получения противоречия используйте транзитивность па¬ 
раллельности прямых в пространстве. 

1.100. Докажите методом от противного. Для получения 
противоречия используйте задачу 1.93. 

1.101. Используйте понятие угла между скрещивающими¬ 
ся прямыми. 

1.109. Длины этих отрезков вычисляются после того, как 
сами отрезки оказываются гипотенузами некоторых прямо¬ 
угольных треугольников. 

1.110. Все расстояния находятся после того, как правильно 
нарисованы соответствующие перпендикуляры. 

1.111—1.112. Для нахождения угла необходимо, чтобы на 
рисунке появился угол как пара лучей с общей вершиной. В 
эту пару лучей обычно входит один из данных лучей, тогда дру¬ 
гой луч пары сонаправлен с другим из данных лучей. Напри¬ 
мер, для решения задачи 1.111а проведем из вершины А луч, 
сонаправленный с лучом СС,— получим луч АА Ѵ после чего 
ответ ясен. Иногда пара лучей имеет вершину в хорошо вы¬ 
бранной точке. Например, в задаче 1.112д такой точкой являет¬ 
ся точка В 1 . 

1.114. В этой задаче прежде всего надо понять, что может 
быть несколько случаев расположения параллелограмма отно¬ 
сительно плоскости. Проще всего, если он весь находится с од¬ 
ной стороны от плоскости. Задача решается благодаря такому 
соображению: если известны расстояния до плоскости двух 
концов некоторого отрезка, то легко найти расстояние до нее 
от середины этого отрезка. В нашей задаче таким отрезком яв¬ 
ляется одна из диагоналей параллелограмма. 

1.115. Попробуйте получить результат по аналогии с пла¬ 
ниметрией, заменив в условии плоскость на прямую. 

1.116. Сначала выполните аналогичную планиметричес¬ 
кую задачу. 

1.117. В задачах а) и б) сначала решите задачу в той плос¬ 
кости, где лежат эти прямые, а затем "выходите в пространст¬ 
во". В задаче в) идите по аналогии с планиметрией. В задаче г) 
проведите одну плоскость через данную прямую и найдите фи¬ 
гуру в этой плоскости, а затем рассмотрите все множество та¬ 
ких плоскостей. 

1.118. а) Треугольник, б) Точка, в — г) Отрезок. 
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1.119. Полуплоскость. 

1.120. Проведите через Р прямую, параллельную Ай, и 
рассмотрите треугольник, частью которого является сечение. 

1.121. Ребро призмы и отрезок, соединяющий середины 
скрещивающихся диагоналей. 

1.122. Спроектируйте на плоскость треугольника точки К 
и Ь. Сравните между собой радиусы описанной и вписанной 
окружностей для треугольника. 

1.123. Прежде всего эти сечения имеет смысл построить. 
Они будут треугольниками. 

1.124. Здесь могут быть логически разные случаи: в вер¬ 
шине А сходятся: 1) три острых угла ромбов; 2) два острых уг¬ 
ла и один тупой; 3) один острый угол и два тупых; 4) три тупых 
угла. Все случаи можно свести к первому. 

1.125. а), в) Нет. б) Да. 

1.136. Посмотрите на их расположение. 

1.137. Возможны разные ответы. 

ГЛАВА 2 

2.1. В задаче возможны 2 случая расположения сфер. 

2.2. Выразите одну из величин через другую и радиус 
сферы. Проанализируйте полученные формулы. 

2.3. а), б) Сведите к планиметрии, в) Окружность. 

2.4. Докажите методом от противного. 

2.5. Докажите методом от противного. 

2.6. Рассмотрите 3 величины: радиус шара, радиус сече¬ 
ния и расстояние от центра шара до сечения. Установите связь 
между ними. Проанализируйте полученную формулу. 

2.7. Через центр сферы, общую точку окружностей и их 
центры проведите плоскости. Докажите, что они совпадают. 

2.14. Радиус сферы, проведенный в любую точку шести¬ 
десятой параллели, составляет с экваториальной плоскостью 

угол 60". 

2.15. а) Центр сферы проектируется в центр окружности, 
описанной около треугольника, вершинами которого являются 
данные точки, б) Центр сферы проектируется в центр окруж¬ 
ности, вписанной в данный треугольник. 

2.16. Спроектируйте данную конфигурацию на плоскость, 
проходящую через центр шара и перпендикулярную данной 
прямой. Задача свелась к планиметрической. 

2.19. в) 14. г) 20. 

2.24. Нарисуйте такое множество точек сначала на плос¬ 
кости. Полученную фигуру повращайте вокруг данного отрез¬ 
ка. 
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2.27. Наибольшее значение угла достигается тогда, когда 
общая прямая касательных плоскостей перпендикулярна дан¬ 
ной плоскости. Наименьшее значение угла достигается тогда, 
когда эта прямая параллельна данной плоскости. 

2.28. а) Его центр лежит в плоскости, проведенной через 
центр данного шара перпендикулярно прямой пересечения дан¬ 
ных плоскостей. Наибольшего такого шара нет. б) Посмотрите 
в угол комнаты. 

2.29. Докажите, что для каждой точки первого сечения 
найдется симметричная (центрально, зеркально) точка во вто¬ 
ром сечении. И наоборот) (Хотя это и кажется странным). 

2.30. а) Возможны два случая, б) Сведите задачу к плани¬ 
метрической. 

2.31. а), б) Можно, в) Нельзя. 

2.32. а), б) Можно, в) Нельзя. 

2.33. Возможны два случая. 

2.50. Да. 

2.51. Да. 

2.54. Для каждого населенного пункта считаются извест¬ 
ными его координаты на Земле. 

2.55. Используйте равноудаленность точек биссекторной 
плоскости от граней двугранного угла. 

2.56. Возьмите на этом луче точку, удаленную от вершины 
трехгранного угла на 1. Спроектируйте ее на все ребра трех¬ 
гранного угла. 

2.60. Используйте результат задачи 2.56. 

2.61. Главный инструмент для работы здесь ( теоремы ко¬ 
синусов и синусов для трехгранного угла. При этом должно 
быть понятно, что трехгранный угол полностью определяется 
своими плоскими углами, а потому в нем можно найти все од¬ 
нозначно заданные элементы. 

2.62. Так как данная точка равноудалена от двух граней 
трехгранного угла, то она лежит на биссекторе соответствую¬ 
щего двугранного угла. Далее можно использовать результаты 
задачи 2.61. 

2.63. Из условия следует, что в этом трехгранном угле все 
плоские углы равны. Далее, раз точка равноудалена от всех 
граней, то она лежит на луче, образующем равные углы с реб¬ 
рами трехгранного угла и выходящем из вершины данного уг¬ 
ла. Для ответа на вопрос задачи потребуется ввести самим как 
данные некие линейные и угловые величины, например, рас¬ 
стояние от данной точки до вершины считать равным а, а дву¬ 
гранные углы трехгранного угла положить равными ср. 
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2.66. Отложите от его вершины О три равных отрезка 
О А, О В и ОС и спроектируйте точку О на плоскость АВС. 

2.67. а), б) Проведите через вершину трехгранного угла 
лучи, перпендикулярные плоскости каждой его грани. Рассмот¬ 
рите углы между данной прямой и этими лучами и перейдите 
затем к углам между этой прямой и гранью трехгранного угла. 

в) Используйте два раза теорему косинусов (или ее след¬ 
ствие) в двух трехгранных углах: данном и образованном двумя 
ребрами данного трехгранного утла и лучом данной прямой. 

2.68. Задача сводится к сравнению двух углов, которые 
луч ОХ ( О — вершина утла, X — взятая точка) составляет с 
ребрами и гранями трехгранного утла. 

2.69. Нет. 

2.70. Для начала у него есть пара равных двугранных уг¬ 
лов. 

2.71. Из задачи 2.70 следует, что у него равны все дву¬ 
гранные углы. 

2.80. а) Рассмотрите осевое сечение цилиндра, б) Рассмот¬ 
рите диаметральное сечение сферы. 

2.81. Рассмотрите диаметральное сечение сферы. 

2.82. Рассмотрите осевое сечение такого цилиндра. 

2.89. Это сечение является прямоугольником. 

2.90. Спроектируйте эту конфигурацию на плоскость ос¬ 
нования цилиндра. 

2.91. Рассмотрите сечение этой конфигурации плоско¬ 
стью, проходящей через ось цилиндра. 

2.96. а) Когда АВ пересекает ось цилиндра, б) Дальше все¬ 
го, когда параллелен оси. 

2.97. Рассмотрите сечение этой конфигурации плоско¬ 
стью, проходящей через ось цилиндра. 

2.98. Сведите эту задачу к планиметрической. 

2.99. Считайте цилиндр бесконечно длинным. Проведите 
плоскость через центр шара перпендикулярно оси цилиндра. 

2.100. а) Рассмотрите множество общих точек прямой пе¬ 
ресечения опорной плоскости с плоскостью основания цилинд¬ 
ра и основания цилиндра. 

2.101. Рассмотрите плоскость, проходящую через основа¬ 
ния обоих цилиндров, и прямую ее пересечения с опорной 
плоскостью. Сошлитесь на предыдущую задачу. 

2.102. Выясните, какие возможны случаи взаимного рас¬ 
положения цилиндров. В каждом из них сведите задачу к пла¬ 
ниметрической. 

2.103. Поэкспериментируйте на карандашах или ручках. 
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2.109. Сначала установите, какое он займет положение 
внутри футляра. 

2.110. Бочку катят так, что пол все время касается цилинд¬ 
рической поверхности. Как перевести бочку в такое положе¬ 
ние! 

2.111. Сведите эту задачу к планиметрической. 

2.112. Сведите эту задачу к планиметрической. 

2.113. Найдите точку, равноудаленную от всех вершин. 

2.114. Найдите точку, равноудаленную от оснований и бо¬ 
ковых граней призмы. 

2.115. Для доказательства равенства многоугольников дос¬ 
таточно доказать равенство их соответственных сторон и углов. 
Обратите внимание на то, что перпендикулярное сечение приз¬ 
мы не обязано принадлежать призме. 

2.117. Задачу решает рассмотрение двух прямоугольных 
треугольников. 

2.123. б) Боковое ребро параллельно противоположной 
грани, в) Расстояние от вершины до противоположного ребра 
основания, которому эта вершина не принадлежит, находится 
как высота в треугольнике, вершинами которого являются дан¬ 
ная вершина призмы и две вершины другого основания приз¬ 
мы. г) Сводится кв). 

2.124. Обратите внимание на то, какова проекция луча 
АА І на плоскость АВС. Используйте соотношения в трехгран¬ 
ном угле. Установите форму грани 55,С,С. 

2.125. Определите положение центра этой сферы. 

2.127. Везде ответ положительный. 

2.129. а) Рассмотрите случаи треугольного и четырех¬ 
угольного сечений. Не забудьте, что грани призмы являются ее 
сечениями, б) Кроме боковой грани, в которой лежит диаго¬ 
наль, ее сечениями являются треугольники. Основанием у всех 
этих треугольников является данная диагональ, поэтому на реб¬ 
рах призмы надо искать точки наиболее (наименее) удаленные 
от прямой, на которой лежит данная диагональ, в) Имеется вви¬ 
ду следующее. Если призма обозначена АВСА 1 В І С 1 и сечение 
проводится через вершину С, то оно идет параллельно А 1 В 1 . 
Есть одна тонкость, — в частности, одно из таких сечений про¬ 
ходит через А { В Г 

2.130. Такие сечения могуг проходить как через ребро 
длиной 2, так и через ребро длиной 1. 
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2.131. "Делают" призму так — от углов квадрата "отреза¬ 
ют" равные квадратные уголки, а затем сгибают оставшуюся 
часть листа, "скрепляя" между собой стороны уголков. 

2.132. Обратите внимание на то, что отрезок, лежащий в 
грани, можно причислить к тем, которые ей параллельны. Сам 
этот отрезок можно построить, проведя через одну из перемен¬ 
ных точек на диагонали, например АВ Ѵ сечение, параллельное 

грани СВВ 1 С Г 

2.133. Пусть АВСОА 1 В 1 С 1 В 1 — данный параллелепипед, 
АВ^й х и ЯОС, — два данных его сечения. Проведите плос¬ 
кость АА : С,С и сведите задачу к планиметрической. 

2.134. В задачах а) и в) используйте соотношение между 
ребрами прямоугольного параллелепипеда и его диагональю; в 
задачах б) и г) используйте зависимость между косинусами уг¬ 
лов, которые диагональ прямоугольного параллелепипеда со¬ 
ставляет с его ребрами (возможно и чисто "наглядное" реше¬ 
ние). 

2.147. Искомые пути ищите на развертках. 

2.149. Рассмотрите осевое сечение конуса. 

2.150. Рассмотрите осевое сечение конуса. 

2.151. Рассмотрите сечение сферы, проходящее через ее 
центр — для описанного около сферы конуса; рассмотрите осе¬ 
вое сечение конуса — для вписанной сферы. 

2.157. Проведя осевое сечение усеченного конуса, сведите 
задачу к планиметрической. 

2.158. Проведя осевое сечение конуса, сведите задачу к 
планиметрической. 

2.159. Примите образующую поверхности конуса рав¬ 
ной 1. Пусть данные углы —а и Д. Выразите через а и Д 
элементы прямоугольного треугольника, один катет которого — 
высота конуса, а другой — высота из вершины конуса в прове¬ 
денном сечении. А само сечение выберите таким, чтобы оно 
пересекало основание конуса по хорде, параллельной диаметру 
основания конуса, в выбранном осевом сечении. 

2.160. Сведите задачу к планиметрической. 

2.161. Так как сфера задана (радиусом), то однозначно ха¬ 
рактеризуют вписанный в нее конус его высота или образую¬ 
щая поверхности (но не радиус основания!). Далее сведите за¬ 
дачу к планиметрической. 

2.164. Нет. 

2.165. В конусе — нет, в усеченном конусе — да. 
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2.166. Рассмотрите всевозможные треугольные сечения 
конуса. 

2.167. Рассмотрите конусы двух видов: те у кого в осевом 
сечении тупоугольный треугольник и прочие. 

2.168. Сведите задачу к планиметрии. 

2.169. Обратите внимание на то, что конус, о котором го¬ 
ворится в условии задачи, не фиксирован. Поэтому введите 
еще один параметр этого конуса, который может меняться. За¬ 
тем сведите задачу к планиметрической. 

2.170. Решение аналогично решению задачи 2.100. 

2.171. Выберите осевое сечение и сечение, проходящее 
через две его образующие, такие, чтобы они пересекали осно¬ 
вание конуса по параллельным отрезкам. Примите, что обра¬ 
зующая конуса равна 1. Выразите через а и плоские углы 
трехгранного угла, вершина которого находится в точке пере¬ 
сечения плоскостей основания конуса и двух проведенных 
опорных плоскостей. Используйте соотношения в трехгранном 
угле. 

2.172. Центры таких шаров лежат в одной плоскости. Рас¬ 
смотрите сечение данной конфигурации этой плоскостью. 

2.173. Три конуса, лежащие на плоскости так, как сказано 
в условии, образуют "жесткую" конструкцию. Иначе говоря, 
можно однозначно найти угол в осевом сечении каждого из 
них. Но тогда однозначно фиксируется углубление между ни¬ 
ми. Остается выяснить, войдет ли в него конус с тем же осе¬ 
вым сечением и той же образующей (или высотой, или радиу¬ 
сом основания), что и данные. 

2.185. Сведите задачу к планиметрии. 

2.186. а) Коническая поверхность, б) Надо понять, что та¬ 
кое "1 оборот конуса". Затем сведите к планиметрии. 

2.188. Рассмотрите тетраэдр, одна вершина которого нахо¬ 
дится в вершине данной пирамиды, другая вершина является 
центром основания данной правильной пирамиды, а еще две 
являются соседними вершинами основания данной правильной 
пирамиды. Только в задаче е) может понадобиться еще один та¬ 
кой же тетраэдр, соседний с первым. 

2.189. В задачах а) и в) центр искомой сферы лежит на 
высоте пирамиды или ее продолжении. Осталось узнать где 
именно. В задаче б) рассмотрите биссекторы трех двугранных 
углов данного тетраэдра. 

2.195. Рассмотрите тетраэдр, о котором уже говорилось в 
задаче 2.188. Учтите, что мы считаем число п известным, а по¬ 
тому известен угол в основании этого тетраэдра, вершина кото¬ 
рого находится в центре основания данной правильной пирами- 
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ды. В задаче б) можно использовать результаты, полученные 
для сферы, описанной около конуса. В задаче ж) можно ис¬ 
пользовать теорему косинусов для трехгранного угла. В задаче 
з) искомый угол можно найти как угол между перпендикуляра¬ 
ми к этим граням, проведенным из центра основания данной 
правильной пирамиды. 

2.196. Рассмотрите данную усеченную пирамиду как часть 
полной пирамиды. Затем перейдите к рассмотрению тетраэдра, 
о котором говорилось в задаче 2.188. Используйте подобие. 

2.197. а), г) Используйте подобие, в) Такое сечение не 
обязательно будет треугольником. 

2.198. д) Плоскость такого сечения может пересекать пи¬ 
рамиду только по ребру. 

2.199. а), в) Установите положение проекции РА на плос¬ 
кость АВС. б) Воспользуйтесь известной формулой для угла 
между прямыми, одна из которых лежит на плоскости, а дру¬ 
гая ее пересекает, г), д) Воспользуйтесь теоремой косинусов 
для трехгранного угла. 

2.200. а) То же, что в задаче 2.199, б). б)Рассмотрите трех¬ 
гранный угол с вершиной Р и ребрами РП, РА , РС. в) Найди¬ 
те угол между /Ш и перпендикуляром к плоскости ПРС, про¬ 
веденным к ней из вершины В. г), д) Найдите угол между пер¬ 
пендикулярами к этим плоскостям, проведенными из точки В. 

2.204. От 1 до 4. 

2.205. Эти значения не достигаются. 

2.206. Когда оно проходит еще через сторону основания 
пирамиды или через диагональ этого основания. 

2.207. Наименьшее значение диагонали достигается в па¬ 
раллелепипеде, основанием которого является квадрат. 

2.208. Возможны два вида сечений ( треугольное и четы¬ 
рехугольное. 

2.209. Проведите 2 таких отрезка. Найдите треугольник, в 
котором они лежат. Затем найдите отношение, в котором два 
проведенных отрезка делят друг друга. Далее, рассмотрите дру¬ 
гие пары отрезков, причем в качестве первого отрезка пары 
возьмите один и тот же отрезок ( тот, который был в первой 
паре проведенных отрезков. 

2.210. Да. 

2.211. Возможны разные формы сечения: четырехуголь¬ 
ник, треугольник или ребро основания. 

2.256. а) Да. б) Не обязательно. 
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ГЛАВА 3 

3.7. Для фигур вращения достаточно рассмотреть плоские 
фигуры, от вращения которых получаются данные неплоские 
фигуры, и, тем самым, свести задачу к планиметрии. 

3.8. а) Сфера, б) Шар без сферы. 

3.9. а) Да. б) 3. 

3.10. а) Не всегда, б) Не всегда, в) Нет. 

3.11. а) Да. б) Да. в) Нет. 

3.12. а), б), в) Да. 

3.13. Нет. 

3.14. а) Если не точка, б), г), д), е) Не всегда, в) Да. 

3.15. Сначала докажите, что она содержит сторону ВС 
треугольника АВС [А, В, С — данные точки). Затем возьмите 
любую точку X треугольника и проведите отрезок, одним кон¬ 
цом которого является А, другой конец лежит на ВС и прохо¬ 
дит через X. 

3.16. Проведите сечение сферы через эти три точки. 

3.17. а) Внутренней, б) Данных для однозначного ответа 

мало. 

3.18. Рассмотрите сечение шара диаметральной плоско¬ 
стью, проходящей через точку X. 

3.21. Проведите сечение сферы плоскостью, проходящей 
через грань многогранника. 

3.37. Возможны два вида сечений. Полезно увидеть этот 
многогранник как часть призмы. 

3.38. Рассмотрите развертку этого тетраэдра. 

3.40. а) Любое число частей. 

3.41. б) Куб, к одной из граней которого пристроена четы¬ 
рехугольная пирамида, основание которой совпадает с гранью. 
Пирамида достаточно высокая. 

3.42. Нет. 

3.43. Тот же пример, что и в задаче 3.41, б). 

3.44. б) Куб с фиксированной пирамидой, построенной 
как в задаче 3.41, б), в) "Отрежьте" от куба подходящий уго¬ 
лок. 

3.46. Рассмотрите всевозможные развертки. 

3.47. Разберитесь, что происходит с любой правильной пи¬ 
рамидой, у которой "срезан" уголок от вершины основания. 

3.48. В выпуклом многограннике каждое ребро принадле¬ 
жит двум и только двум граням. 

3.49. Нет. 

3.50—3.51. Да. 
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3.52. Для правильного тетраэдра и гексаэдра (куба) такой 
точкой является центр описанной сферы. Для октаэдра и икоса¬ 
эдра существование такой точки доказывается легче, если рас¬ 
смотреть их вершины на поверхности куба. Для додекаэдра во¬ 
прос решается из соображений двойственности. 

3.56. а) Используйте тот факт, что АВ\\РйС. б), в) Ис¬ 
пользуйте параллельность плоскостей АВР и СБ(). г) Исполь¬ 
зуйте параллельность этих плоскостей. 

3.59. При каждом положении точки N отрезок NР будет 
наибольшим, когда Р совпадает с А (или С ). Отрезок МЫ бу¬ 
дет наибольшим, когда N совпадает с В. 

3.60. Докажите, что эти 4 точки К, Ь, М , N лежат в одной 
плоскости. Установите вид четырехугольника КЬЫМ. 

3.61. Ищите такую точку на высоте правильного тетраэд¬ 
ра. 

3.75. Сведите задачу к планиметрической. 

ГЛАВА 4 

4.4. Сначала найдите объем вылившейся воды. 

4.6. Смените основание куба. 

4.9.—4.10. Рассмотрите сечение данной конфигурации 
плоскостью, проходящей через ось цилиндра. 

4.11. Считайте, что размеры куска картона известны. 

4.12. Рассмотрите сечение данной конфигурации плоско¬ 
стью, проходящей через диаметр полушара и две вершины ос¬ 
нования призмы. Можно также достроить данную конфигура¬ 
цию до призмы, вписанной в шар. 

4.13. Углы диагонали с гранями можно заменить углами 
диагонали с ребрами, перпендикулярными этим граням. 

4.14. а), б). Кроме обычного решения, когда переменными 
считаются ребра призмы, попробуйте решить задачу, когда пе¬ 
ременными считаются углы, которые диагональ образует с реб¬ 
рами. 

4.15. Эта призма должна быть вписанной. 

4.16. а), б). Возможны различные случаи. 

4.17. То же, что и в задаче 4.16. 

4.18. Не поленитесь потратить время на хороший рису¬ 
нок. 

4.19. а) Нет. б) Да. 

5 Н 

4.35. Докажите, что = —, где 5 — площадь основа- 
и Ь/ 

ния призмы, Н — ее высота. 
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4.40. а) Вспомните, куда в таком случае проектируется 
ребро АА Ѵ и затем воспользуйтесь соотношениями в трехгран¬ 
ном угле. 

4.41. б) Найдите ту вершину параллелепипеда, в которой 
сходятся только острые углы ромбов. 

4.44. Сделайте хороший планиметрический рисунок фигу¬ 
ры, которая вращается, и установите, какая получается про¬ 
странственная фигура при вращении каждой стороны нарисо¬ 
ванного плоскостью многоугольника. 

4.45. д) Используя соотношения в трехгранном угле, най¬ 
дите угол в боковой грани, прилежащей к ребру основания пи¬ 
рамиды. 

4.46. г) Вершина пирамиды проектируется в центр квадра¬ 
та. 

4.47. Можно воспользоваться теоремой о параллельном 
сечении пирамиды и связать ее с отношением объемов подоб¬ 
ных пирамид. 

4.48. е) Разбейте тетраэдр на два тетраэдра, проведя 
сечение через ВС, перпендикулярное РА. 

4.49. а) Вершина тетраэдра проектируется в центр окруж¬ 
ности, описанной около основания, б) Рассмотрите тетраэдр 
как часть параллелепипеда, заданного этими ребрами и этими 
углами. 

4.50. Установите, куда проектируется вершина пирамиды. 

4.53. в) 1:3. г) 1:1. д) Найдите, в каком отношении сечение 

делит ребро РС. 

4.57. а) Отношение радиуса к высоте равно -І2. 

4.58. а) Такого нет. 

4.60. а) Конуса с наименьшим объемом нет. б), в) Конуса 
с наибольшим объемом нет. 

4.61. Рассмотрите сечение пирамиды плоскостью, прохо¬ 
дящей через боковое ребро и высоту пирамиды. 

4.62. Задача сводится к планиметрической, ибо высота у 
конуса и тетраэдра одна и та же. 

4.64. Проверьте, в каждую ли из этих пирамид можно 
вписать шар. Если да, то ищите его радиус по формуле 

ЗѴ 

В =- (В — радиус шара, V и В — объем и площадь поверх¬ 

ности пирамиды). Если нет, то ищите наибольший шар среди 
шаров, касающихся основания и двух противоположных гра¬ 
ней. 
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4.65. Окружность верхнего основания цилиндра касается 
каждой боковой грани в точке, лежащей на апофеме пирами¬ 
ды. Рассмотрите сечение данной конфигурации плоскостью, 
проходящей через апофемы противоположных граней. 

4.66. Рассмотрите осевое сечение конуса. 

4.67. а) Параллелепипед необходим прямоугольный, б), 
в) Высоты этих пирамид лежат на диаметре шара. Рассмотрите 
сечение, проходящее через высоту и боковое ребро, г) Ось 
призмы лежит на диаметре шара, д), е) Оси этих тел лежат на 
диаметре шара. Рассмотрите осевые сечения. 

4.68. Этот многогранник является тетраэдром. 

4.69. Объем каждого из них составляет 0,25 объема всего 
тетраэдра. 

4.70. Разбейте многогранник на пирамиды с вершиной во 
взятой точке, основаниями которых являются грани многогран¬ 
ника. Дальше работайте с объемами. 

4.71. Примите за основание пирамиды ту грань, которая 
содержит угол Д. Далее используйте соотношения в трехгран¬ 
ном угле. Учтите, что угол се может быть трех разных видов. 

4.72. Многоугольники, полученные на гранях, могут быть 
разного вида. 

4.73. а) Проведите плоскость через АВ, перпендикуляр¬ 
ную СИ. 

4.118. Рассмотрите ее как разность площадей боковых по¬ 
верхностей двух конусов. 

4.123. Используйте формулу для вычисления площади бо¬ 
ковой поверхности, в которой есть периметр перпендикулярно¬ 
го сечения. 

4.124. Попытайтесь использовать в подходящем случае 

формулу =-, где 5, — площадь боковой поверхности, 

С05ф 

В 0 — площадь основания, ер — угол между плоскостью боковой 
грани и плоскостью основания. 

ЗѴ 

4.131. Используйте (по возможности) формулу В = —, 

5 

где Я — искомый радиус, V к В — объем и площадь поверхно¬ 
сти многогранника, описанного около данного шара. 

4.137. Поверхности с наибольшей площадью нет. 

4.138. Наибольших нет. 

4.139. а), в) Наибольшей нет. б), г) Наименьшего нет. 

4.142. Наибольших нет. 
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4.144. Указание то же, что и к задаче 4.124. 

4.145. Из площади сферы вычитаются площади четырех 
сферических сегментов. 

4.146. Возможны два положения такого конуса. 

ГЛАВА 5 


5.1. 


а) х = 




+ х 2 

2 


б )х=д 


X, + X 2 

Р + Ч 


в) X = 


х, + Лх 2 
1 + А 


■ Для 


У 


и г выражения аналогичные. 

5.6. Применить формулу для расстояния между точками. 

5.7. Найти длины сторон Д АВС и воспользоваться теоре¬ 
мой косинусов. 

5.8. а) Найти расстояние до точки 0(0;0;0). б), в), г) Спро¬ 
ектировать эти точки на координатные оси и плоскости и най¬ 
ти расстояние от них до этих проекций. 

5.10. б), в) Воспользоваться результатами задачи 5.1. 

5.13. Выясните, как расположен отрезок КЪ относитель¬ 
но плоскости АВС, и сведите задачу к планиметрической, 
спроектировав КЪ на эту плоскость. 

5.14. а) Воспользуйтесь задачей 5.1а. б) Следует задать 
четыре вершины, не лежащие на одной грани. Рассмотрите 
различные случаи. 

5.15. Сначала найти координаты вершины С(а,Ь, 0), решив 
систему уравнений АС=АВ,ВС=АВ, а затем найти точку 
0{х\у\г), решив систему АБ=АВ, ВБ=АВ, СБ=АВ. 

5.18. Рассуждайте по аналогии с решением задачи 5.3 (из 

задач с решениями). При а = 2 нет решений, при а = у[б — 
единственное, при а = 3—бесконечное множество. 

5.25. г) Найти координаты центра М(а,Ь,с), решив систе¬ 


му уравнений МА = МВ = МС = МБ. д) Найдите сначала центр 
этой сферы, используя касание сферы и плоскости уг. е) Цен¬ 
тры этих сфер имеют координаты (±1;±1;±1). 

5.29. а)—д) Нарисуйте систему координат и данную сферу 
и вы увидите решение, е)—ж) Проведите плоскость х = 2 и 
сведите задачу к планиметрической. 

5.30. б) Радиус сферы равен 1; в) Три сферы, радиусами 3, 
4, 5. г) Спроектируйте центр на координатные оси. Сферы 
должны проходить через эти проекции. 

5.32. а)—в) Центром сферы может быть любая точка, рав¬ 
ноудаленная от заданных точек. В случаях а), б) эти точки обра- 
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зуют плоскость, в случае в) — прямую, в случае г) — такой 
сферы нет. 

5.33. Введите координаты, выбрав за начало одну из вер¬ 
шин куба и направив оси по ребрам куба. Сделайте рисунок и 
ответьте на последний вопрос без вычислений. 

5.34. Сделайте рисунок. 

5.38. Сначала ищем точку В на прямой МЫ, используя ус¬ 
ловие, что /АВМ = —, а затем ищем точку Сна прямой МЫ, 

6 

используя условие /.ВАС = ^ . 

5.39. Вычислить площадь основания призмы, найти ее вы¬ 
соту и отложить от точки (і;0;і) вектор, перпендикулярный ос¬ 
нованию призмы и равный по модулю ее высоте. Два решения. 

5.51. Введите систему координат с началом в точке Б и 
осями БА, БС, ББ Г 

5.52. а) Нет. б) Нет. в) Да. 

5.53. Шар с центром О и радиусом 2. 

5.54. Аналогичную фигуру. 

5.55. Вспомните неравенство треугольника. 

5.58. а) АХ = х АВ, х еЯ. б) АХ =хАВ, х е [О;!]; 


в )АХ = х АВ+ у АС, х е Я, у вЯ. 


5 ' 66 '* 1 'І : 72 :± І 


; б, в) Найдите зависимость между уг¬ 


лами, которые образует вектор с координатными плоскостями 
и осями координат; г) (созср ,, совср 2 , со$(р 3 ). 

5.72. Выразите радиус-векторы этих точек, идущие из 


точки Б, через векторы АБ, БС, ББ\ и сравните эти выраже¬ 


ния с разложением вектора БВ Х по этим же векторам. 

5.78. Введите координаты с началом А и осями АВ, АС, 
АБ. 


5.84. Сделайте рисунок, г-д) Выразите векторы ВК и 

-4 —4 -4 —► 

ЬМ через векторы БА, БВ, БС. 
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5.85. а—д) Непосредственно по определению, е, ж) Разло¬ 
жите векторы А,С и 5,Л по тройке векторов, идущих по реб¬ 
рам куба из его вершины. 

5.86. Разложите векторы по тройке ребер куба, идущих из 
одной вершины. 

5.87. Получите равенство АС+ВО = ВС + АО, возведите его 
в скалярный квадрат и воспользуйтесь результатами задачи 5.9 
из задач с решениями. 

5.88. Разложите вектор диагонали по векторам ребер и 
возведите в скалярный квадрат. 

5.89. Выразите векторы этих отрезков через векторы ре¬ 
бер куба и возведите в скалярный квадрат. 

5.90. Выразите вектор ХУ через РА, РВ, РС и примените 
скалярное умножение. 

5.91. Решите систему 6 - Р + сс = 0, р 1 = 4. 

5.104. В уравнении 2х + у - Зг = 0 две из переменных поло¬ 
жить равными нулю и найти третью координату. 

5.105. Если векторы нормалей этих плоскостей неколлине- 
арны, то плоскости пересекаются. 

5.106—5.107. Определить вектор нормали и воспользо¬ 
ваться результатами п.24.2. 

5.108. Угол между плоскостями равен углу между их нор¬ 
малями. 

5.109. Полупространство. 

5.111. Отдельно рассмотрите случаи, когда равен нулю 
свободный член уравнения и когда обращается в нуль один из 
коэффициентов при переменных х, у, 2 . 

5.112. а) Не могут, б) Могут в тех случаях, когда эта плос¬ 
кость координатная. 

5.113. -у + 2=1 в плоскости уг,х-у = 1 в плоскости ху, 
х + 2 - 1 в плоскости хг. 

ГЛАВА 6 

6.6. Пусть Р — исходный многогранник, <2 — его образ, 
р — их пересечение, О — их объединение. Следует найти объ¬ 
ем того из многогранников Р и О, который находится проще, 
а объем второго из них находится из соотношения: 

Ѵ{Р) + Ѵ{С) = 2Ѵ{Р). 


иетрия 
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6.7. Вычисляются объемы и площади поверхности следую¬ 
щих тел: а) цилиндра, б) тела, состоящего из двух конусов и ци¬ 
линдра между ними: в) двух конусов; г) усеченного конуса, из 
которого удален усеченный конус. 

6.8. Может. 

6.11. Сведите задачу к планиметрической. 

6.12. Попробуйте построить опровергающие примеры. 

6.14. Катет, вокруг которого вращается треугольник, ра- 

а 

вен —=. 

Ѵз 

6.15. Если основание равно — Р. 

4 

6.16. Да, можно. 

6.18. а) Да. б) Да. в) Да. г) Нет. д) Нет. е) Нет. ж) Да. з) Да. 
и) Да. к) Нет. л) Нет. м) Нет. н) Нет. 

6.19. Могут совпадать все четыре, например, у куба. 

6.37. Сделайте хороший чертеж и попробуйте в каждом 
случае перенос, который сблизит рассматриваемые объекты. 
Но можно применить и векторы. 

6.38. Постройте сечение, проходящее через точку К, а 


затем осуществите его перенос на вектор КА. И сразу увиди- 

3 „ 

те, что площадь сечения равна — 5. 


6.39. 2 агсзіп—. 

3 


6.40. Осуществите перенос одного конуса на вектор, иду¬ 
щий из центра его основания в центр основания другого кону¬ 
са, и вы увидите, что не всегда найдутся такие сечения. 

6.41. В первом случае не верно, а во втором —верно. 

6.42. а) Всегда, б) Если соответствующей симметрией об¬ 
ладают пары их оснований, в) Если соответствующей симмет¬ 
рией обладают их основание и вершины. 

6.43. Любыми, если ось поворота проходит через центр 
шара. 

6.44. Соответствующая осевая симметрия в пространстве 
и будет таким поворотом. 

6.45. Постройте опровергающий пример. 

6.46. В отношении <р : (2л - <р). 

6.50. Произведите поворот в пространстве вокруг биссек¬ 


трисы на 180'. 
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6.51. Да, можно. 

6.52. Будет. 

6.53. Будет. Обратное неверно. 

6.54. Не всегда. 

6.55. Поищите опровергающий пример. 

6.56. Вспомните о правильных пирамидах. 

6.61. а) Да. б) Нет. в) Нет. г) Да. д) Да. е) Нет. ж) Нет. 

6.62. а) Нет. б) Да. в) Да. г) Да. д) Нет. е) Да. ж) Нет. 

6.63. Во всех случаях поворотом и зеркальным поворотом, 
который может оказаться зеркальной или центральной симмет¬ 
риями. 

6.64. а) Поворотом, переносом, центральной симметрией, 
б), ж) Винтом и зеркальным поворотом, в), е), и) Поворотом и 
зеркальной симметрией, г) Осевой симметрией и зеркальным 
поворотом, д) Осевой и зеркальной симметриями, з) Поворотом 
и зеркальным поворотом, к) Поворотом и зеркальной симмет¬ 
рией. При симметриях обе фигуры переходят друг в друга. 

6.65. Для всех случаев имеются поворот и зеркальный по¬ 
ворот, совмещающие фигуры. Поворот иногда сводится к осе¬ 
вой симметрии (п.б.), а зеркальный поворот — к зеркальной 
симметрии (п.п.а,в,г,е). Симметрии совмещают друг с другом 
обе фигуры. 

6.67. а) Если РА ВС, то двумя зеркальными симметрия¬ 
ми и осевой симметрией, которая является их композицией, 
б) К движениям, указанным в п. а), добавляется зеркальный 
поворот, самосовмещающий квадратное сечение тетраэдра 
РАВС. в) Такой тетраэдр был рассмотрен при решении зада¬ 
чи 6.14 из задач с решениями (рис.РЗ.101). Он имеет три оси 
симметрии. 

6.68. Если шары не равны, то поворотами вокруг линии 
центров и зеркальными симметриями. Если шары равны, то до¬ 
бавляется еще центральная симметрия. 

6.69. Выясните, каким четырехугольником является осно¬ 
вание пирамиды. 

6.70. См. п. 12.3. 


6.76. См. п. 26.5. 

6.77. См. п. 26.4. 

6.78. а, б) Возможны все случаи взаимного расположения 
прямых, в) Совпадают, параллельны или пересекаются. 
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ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ И ФОРМУЛЫ ПЛАНИМЕТРИИ 

I. Треугольник. 

Элементы треугольника АВС : сторо¬ 
ны ВС = а, АС = Ъ,АВ = с, углы А, В, С, высоты И а , И 
К (рис.1). 

Признаки равенства: первый признак 
— по двум сторонам и углу, заключенному между ними 
(рис. 2); второй признак — по стороне и прилежащим к 
ней углам (рис.З); третий признак — по трем сторонам 
(рис.4). 



Рис.З 


Рис.4 
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Сумма углов: АЛ + АВ + АС — 180° (рис.5). 
Площадь треугольника: 5 = — йгА а 
(рис.6). 




а Ъ с 

Теорема синусов: -=-=-. 

зіпА зіпВ зіпС 

Теорема косинусов: с 2 =а 2 +Ь 2 
— 2 аЪсозС. 

Замечательные точки треуголь¬ 
ника: 1) точка пересечения серединных перпендикуля¬ 
ров сторон — центр описанной окружности (рис.7); 

2) точка пересечения биссектрис — центр вписан¬ 
ной окружности (рис.8); 
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3) точка пересечения ме¬ 
диан — центр масс треуголь¬ 
ника (рис.9); 

4) точка пересечения вы¬ 
сот треугольника (рис. 10а) или 
их продолжений (рис. 106). 

II. Равнобедренный тре¬ 
угольник. 

Следующие свойства явля¬ 
ются характерными 
свойствами равно¬ 
бедренного треу¬ 
гольника: 1)в равнобедренном треугольнике углы 
при основании равны (рис. 11); 2) медиана равнобедрен¬ 
ного треугольника, проведенная из его вершины, являет¬ 
ся биссектрисой и высотой (рис. 12). 

°) 


Рис.10 

III. Прямоугольный треугольник. 

Теорема Пифагора: с 2 = а 2 +Ь 2 (рис.13); 

зіпА = со$В = —; віпВ — со$А = —. 

с с 

IV. Подобие треугольников. 

Признаки подобия. 1) по равенству двух 
углов (рис. 14); 2) по пропорциональности двух сторон и 
равенству углов между ними; 3) по пропорциональности 
сторон. 
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V. Параллельность. 

Признаки параллельности:!) сумма 


внутренних односторонних углов равна 180° (рис. 15а); 
2) соответственные углы равны (рис. 156); 3) внутренние 
накрест лежащие углы равны (рис.15в); 4) два перпенди¬ 
куляра к одной прямой на плоскости параллельны 
(рис.15г). 



Рис.17 Рис.18 

Свойства параллельности: эти пред¬ 
ложения являются обратными к признакам параллельно¬ 
сти (рис. 16). 

Свойства параллелограмма: 1) про¬ 
тивоположные стороны и углы параллелограмма равны 
(рис. 17); 2) диагонали параллелограмма делятся точкой 
пересечения пополам (рис. 18). 
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Рис.19 

С \ 

ь с) 
а . \в/ 


Рис. 20 



Л с/ 


Рис.21 Рис.22 

Площадь параллелограмма и тра¬ 
пе ц и и: 5 = аИ а = ЬИ ^ (рис. 19) и 5 = —- И (рис.20). 

Теорема Фалеса: параллельные прямые, пе¬ 
ресекающие стороны угла, отсекают на них пропорцио¬ 
нальные отрезки (рис.21). 

VI. Окружность и круг. 

Длина Ь окружности радиуса К вычисляется по 
формуле: Ь—2пК, а площадь 5 круга радиуса К — по 

формуле: 5 = тіК (рис.22). 
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Предметный указатель 

В предметном указателе указан пункт, где вводится 
соответствующее понятие. 


Аксиома 1.4 

Аксиома о прямой и плоскос¬ 
ти 1.4 

— пересечения плоскостей 1.4 

— плоскости 1.4 

— расстояния 1.4 
Антипризма 12.2, 12.3 

Базис 22.6 

— ортонормированный 22.6 
Ближайшие точки фигур 2.1 
Боковая грань пирамиды 0.2, 9.1 
-призмы 7.1 

— поверхность конуса враще¬ 
ния 8.3 

-пирамиды 9.1 

-призмы 7.1 

-усеченного конуса 

вращения 8.4 

-цилиндра вращения 6.3 

Боковое ребро пирамиды 0.2, 9.1 

-призмы 7.1 

Большая окружность сферы 
(шара) 4.2 

Вектор 21.1 

— нормали к плоскости 24.2 

— нулевой (нуль-вектор) 21.1 
Векторы компланарные 22.1 

— параллельные (коллинеар- 
ные) 21.2 

— перпендикулярные 21.2 

— противоположно направлен¬ 
ные 21.3 

— равные 21.3 

— сонаправленные 21.3 
Величина векторная 21.1 

— двугранного угла 1.2 

— скалярная 13.3 
Вершина конуса 8.1 

— многогранника 11.1 

— пирамиды 0.2 
Винтовая линия 6.5 
Винтовое движение (винт) 27.2 
Внутренность фигуры 10.2 


Внутренняя точка фигуры 10.2 
Выпуклая оболочка 11.4 
Выпуклая поверхность 10.5 
Выпуклая фигура 10.4 
Высота конуса 8.1 

— усеченного конуса 8.4 

— пирамиды 2.1 

— цилиндра (призмы) 3.5, 6.1 

Гипербола 8.6 
Гомотетия 28.2 
Граница фигуры 10.2 
Граничная точка фигуры 10.2 
Грань двугранного угла 1.2 

— многогранника 11,1 
Группа преобразований 28.4 

— симметрии фигуры 28.4 

Двугранный угол 1.2 
Двуугольник 17.3 
Диагональ параллелепипеда 7.2 
Диаметр сферы (шара) 4.1 

— фигуры 4.6 

Диаметрально противоположные 
точки сферы (шара) 4.1 
Додекаэдр 12.2 

Замкнутая область 10.3 
Зеркальный поворот 12.3, 27.3 

Избыток треугольника 17.3 
Икосаэдр 12.2 
Инверсия 29.1 

Касательная плоскость к сфе¬ 
ре 4.2 

Конические сечения 8.6 
Конус 8.1 

— вращения 8.3 

— прямой круговой 8.3 
Композиция отображений 25.1 
Координатная сеть 20.5 
Координаты 18.1 

— барицентрические 24.6 

— вектора 22.4 

— косоугольные (афинные) 20.1 
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— координаты полярные 20.2 

— прямоугольные (декартовы)18.1 

— сферические 20.4 

— цилиндрические 20.3 
Кратчайший отрезок 2.1 
Куб 0.2 

Линейная комбинация векто¬ 
ров 22.6 

Линейный угол двугранного уг¬ 
ла 1.2 

Меридиан 4.8 
Многоугольник 11.1 

— простой 11.1 
Многогранник 11.1 

— вписаный в сферу 4.3 

— выпуклый 11.2 

— описанный вокруг сферы 4.3 

— правильный 12.1 
Многогранник полуправиль¬ 
ный 12.3 

Многогранный угол 11.6 
-двойственный 11.6 

Наклонная к плоскости 2.1 
Направление проектирования 1.8 
Направленный отрезок 21.1 
Направляющая конуса 8.1 

Образ точки (фигуры) 25.1 
Образующая конуса 8.1 

— цилиндра 6.1 
Объем конуса 16.2 

— пирамиды 16.2 

— призмы 16.1 

— простого тела 13.2 

— прямого цилиндра 14.3 

— прямоугольного параллелепи¬ 
педа 14.1 

— шара 16.3 

Ограниченная фигура 4.6 
Октаэдр 12.2 
Опорная плоскость 4.5 
Ортогональное проектирова¬ 
ние 2.8 


Ортонормированный базис 22.7 
Осевая симметрия 25.3 
Оси координат 18.1 
Основание конуса 8.1 

— пирамиды 0.2 

— призмы 7.1 

— усеченного конуса 8.4 

— цилиндра 6.1 

Ось фигуры вращения 4.8 

— зеркального поворота 12.3 

— конуса вращения 8.3 

— поворота 25.5 

— симметрии 25.3 

— цилиндра вращения 6.3 
Отображение (преобразова¬ 
ние) 25.1 

Отображение в плоскости 4.11 
и 25.3 

Парабола 8.6 
Параллелепипед 0.2, 7.2 

— прямой 7.4 

— прямоугольный 0.2, 7.2 
Параллель фигуры вращения 4.8 
Параллельная проекция точки 
(фигуры) на плоскость 1.8 
Параллельное проектирование 1.8 
Параллельные плоскости 1.1 

— прямая и плоскость 1.3 

— прямые 1.5 
Параллельный перенос 25.4 
Пересекающиеся плоскости 1.1 

— прямая и плоскость 1.3 

— прямые 1.5 

Перпендикуляр к плоскости 2.1 
Перпендикулярное сечение 
призмы 7.1 

Перпендикулярность плоскос¬ 
тей 1.2 

— прямой (отрезка) и плоскос¬ 
ти 2.1 

Пирамида 0.2, 9.1 

— п -угольная 0.2 

— правильная 0.2, 9.2 
Плоскость 0.2 

— перпендикулярная к прямой 2.5 

— симметрии 4.11 
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Площадь боковой поверхности 
конуса вращения 17.1 

-усеченного конуса 17.1 

-цилиндра вращения 17.1 

— поверхности 17.2 

— сферического многоугольни¬ 
ка 17.3 

— сферы 17.2 
Поверхность выпуклая 10.5 

— конуса вращения 8.3 

— многогранная 11.5 

— пирамиды 9.1 

— призмы 7.1 

— тела 10.3 

— усеченного конуса 8.4 

— цилиндра вращения 6.3 
Поворот границы сферического 
многоугольника 17.3 
Подобие 28.1 
Преобразование взаимно 
однозначное 25.1 

— обратимое 25.1 
Преобразования симметрии 25.3 

— фигуры 25.1 
Призма 0.2, 7.1 

— п -угольная 7.1 

— правильная 7.1 

— прямая 7.1 

Проекция точки (фигуры) на 
плоскость 1.8, 2.1, 2.8 

— вектора на ось 23.5 
Простое тело 13.1 

Равные фигуры 25.2 
Радиус-вектор 21.5 
Радиус сферы (шара) 4.1 
Развертка многогранника 11.5 
Разность векторов 22.1 
Расстояние между точками 1.4 
-фигурами 3.5 

— от точки до фигуры 3.5 
Ребро двугранного угла 1.2 

— многогранника 11.1 
Род движения 26.5 


Симметрия зеркальная 4.11, 25.3 

— осевая 25.3 

— поворотная 7.5 

— фигуры 4.9 

— центральная 4.10, 25.3 
Скалярное произведение 
векторов 23.1 

Скалярный квадрат вектора 23.1 
Скользящее отражение 27.4 
Скрещивающиеся прямые 1.5 
Слой между плоскостями 3.5 
Соиаправлеииость лучей 3.6 
Составляющие вектора 22.2 
Сумма векторов 22.1 
Сфера 4.1 

— вписанная в многогранник 4.3 

— описанная около многогранни¬ 
ка 4.3 

Сферический многоугольник 5.4 

— треугольник 5.4 

Тело 10.3 
Тетраэдр 0.2 

— правильный 0.2 
Трехгранный угол 5.1 
-двойственный 5.3 

Угол между векторами 21.3 

-лучами 3.6 

-прямой и плоскостью 2.1 

-прямыми 3.6 

— многогранный 11.6 

— трехгранный 5.1 
Умножение вектора на число 22.3 
Уравнение плоскости 24.2 
Уравнение сферы 19.3 
Усеченная пирамида 9.1 
Усеченный конус 8.4 

Фигура вращения 4.8 

Центр масс (тяжести) 24.4, 24.5 
Центр сферы (шара) 4.1 

— симметрии сферы 4.10 



Центроид 24.4 
Цилиндр 6.1 

— вращения 6.3 

— прямой 6.1 

— круговой 6.3 


Шар 4.1 

Элементы многогранника 1 
Элементы симметрии 4.9 
Эллипс 2.8 
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